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Chapitre 1

Fonctions de plusieurs variables.
Normes.

Le but principal de ce cours est d’étudier les fonctions de plusieurs variables. En premiére
année vous avez vu les fonctions d’une seule variable, ott un parameétre réel (qui physique-
ment peut représenter une température, une pression, une densité massique, volumique, etc.)
dépend d’un autre paramétre, également réel (le temps, une abscisse, etc.).

Ici s’intéressera donc a des fonctions de plusieurs paramétres réels. Par exemple, on peut
vouloir étudier la température, la pression ou la densité volumique en fonction de la position
dans l'espace (3 dimensions), de la position et de la vitesse (par exemple quelle est la densité
de particules qui se trouvent & cet endroit et qui vont dans telle ou telle direction, ce qui
fait 6 dimensions), on peut également s’intéresser a la dépendance par rapport au temps
(une dimension supplémentaire). Enfin la quantité étudiée peut dépendre de la position de
N objets, auquel cas on doit travailler avec 3N dimensions. Bref, les exemples ne manquent
pas. ..

Notre exemple favori dans ce cours sera celui d’une altitude dépendant de deux para-
metres (latitude et longitude ou, de fagon plus abstraite, x et y). Il s’agit donc d’une fonction
sur un domaine de R? et & valeurs dans R. L’intérét est que le graphe de cette fonction
correspond exactement a la montagne que I'on est en train d’escalader.

Mathématiquement, on devra donc étudier des fonctions qui ne sont plus définies sur un
intervalle (ou une partie quelconque) de R, mais sur un domaine de R” pour un certain n € N.
L’espace d’arrivée pourra étre R ou bien R? pour un certain p € N, si la quantité qui nous in-
téresse est elle-méme multi-dimensionnelle. On verra que le fait d’avoir plusieurs dimensions
a Darrivée n’est pas trés génant, alors que le fait d’avoir plusieurs dimensions au départ va
poser un certain nombre de difficultés nouvelles par rapport & ce que vous connaissez.

Les principales propriétés des fonctions de plusieurs variables auxquelles on va s’intéresser
sont les questions de régularité (continuité, dérivabilité, ...) et leurs conséquences (compor-
tement local d’une fonction, étude des extrema, ...), d’intégration, et enfin le lien entre les
deux.
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1.1 Fonctions de plusieurs variables

1.1.1 Définition et exemples

On considére une partie D de R"™, ainsi qu’une fonction f de D dans RP. A tout point
z=(21,...,2,) €D
on associe un point f(z) = f(z1,...,z,) de RP. On notera parfois

f@) = (fi(z1, . @n), o o, @),

ott f1,..., fp sont des fonctions de R™ dans R.

Exercice 1.1. Représenter le domaine de définition maximal de la fonction

(,y) (“y,xm(y)> .

Exemples 1.1. o L’aire d’un rectangle dépend des longueurs [ et lo de ses deux cotés selon
Pexpression A(ly,ls) =11 X lo.

e En thermodynamique on étudie généralement la dépendance de quantités telles que I’éner-
gie interne ou I’énergie cinétique en fonction des parameétres température, volume et pres-
sion. Ainsi la loi des gaz parfaits s’écrit f(7,V, P) =0 ou f désigne la fonction

f:(T,V,P)— PV —nRT,

n étant la quantité de matiére et R la constante des gaz parfaits.

L’ensemble des fonctions de D dans R? est un R-espace vectoriel de dimension infinie. Si
A est une fonction de D dans R alors Af : x — A(z)f(z) définit encore une fonction de D
dans RP. Si g est une fonction d’une partie D’ de R? contenant l'image de f & valeurs dans
R™, alors la composée go f: x — g(f(x)) est une fonction de D dans R™.

1.1.2 Graphe

On rappelle que le graphe d'une fonction de R dans R est une courbe de R?. C’est
I'ensemble des points (z, f(z)) pour z parcourant R. Pour une fonction f de R? dans R, on
définit de la méme facon le graphe de f comme étant ’ensemble des points de R3 de la forme
(ac7y7f(x7y)) avec (x,y) € R2. 1l s’agira d'une surface de I'espace. Plus généralement, on
peut définir le graphe d’une fonction de n variables a valeurs dans RP :

Définition 1.2. Soit f une fonction de D C R™ & valeurs dans RP. On appelle graphe de f
I’ensemble

{(z, f(z)),z € D} C D x RP C R""P,

De fagon générale, le graphe d’une fonction de R™ dans RP est un objet a n dimensions
dans l'espace & (n + p) dimensions (les points sont caractérisés par n paramétres, en termes
savants on dira plus tard qu’il s’agit d’une sous-varié¢té de R**? de dimension n).

Concrétement, on dessine sur une page a 2 dimensions. Tant que ’on considére des fonc-
tions de R dans R, tout va bien. Quand n = 2 et p = 1, il faut dessiner en trois dimensions, ce
qui est déja moins parlant (voir tout de méme la figure 1.1), et au-dela c’est essentiellement
impossible. Dans tout le cours les dimensions seront quelconques, mais c’est souvent une
bonne idée d’avoir en téte des exemples dans le cas oun =2 et p=1.

2 J. Royer - Université Toulouse 3
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FIGURE 1.1 — Graphe de I'application (z,y) — 22 cos(y).

Ezercice 1.2. On considére I'application f de D = {(z,y) € R?|y > 0} dans R définie par
f(z,y) = x cos(2my). Parmi les points suivants, lesquels appartiennent au graphe de f :

(1,1,0),(1,0,1,0),(1,—-1,1),(0,1).

On note que Google permet d’afficher trés simplement le graphe d'une fonction de R?
dans R. Effectuer par exemple la recherche « x"2+4y"2 », observer, puis jouer avec d’autres
fonctions.

1.1.3 Lignes de niveaux

Une autre facon de visualiser une fonction de R? dans R, plus adaptée a la représentation
en deux dimensions, est de dessiner ses lignes de niveaux :

Définition 1.3. Soit f une fonction de D C R™ dans R. On appelle lignes de niveaux de f
les ensembles

{z € D|f(x) = A} C D,

ou A\ € R.

Si 'on pense a la fonction altitude, et a son graphe qui dessine une montagne, les lignes
de niveaux sont les courbes qui relient les points de méme altitude.

Année 2015-2016 3
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FIGURE 1.3 — Lignes de niveaux pour I'application (z,y) — 22 cos(y) et carte IGN avec lignes
de niveaux pour 'altitude.

Ezxercice 1.3. Déterminer et représenter les lignes de niveaux des fonctions de deux variables
suivantes :

fi(@y)—=z 5 fa:(z,y)—y 3 fa:(z,y) —1
foi(my)ma+y+1 5 foi(my) = e 5 fo:(x,y) =y — cos(w).

1.2 Normes

Notre premier objectif dans ce cours sera d’étudier la régularité des fonctions de plusieurs
variables. La notion de limite, sur laquelle reposent en particulier les notions de continuité
et de dérivabilité, s’appuie elle-méme sur la notion de proximité entre deux points. Pour une
fonction f de R dans R, on dit que f(z) tend vers ! € R quand z tend vers a € R si f(x) est
« proche » de [ dés lors que x est « assez proche » de a. Intuitivement, deux réels x et y sont
proches si la valeur absolue |« — y| (quantité positive) est petite, en un sens a préciser.

Avant de parler de limite pour des fonctions définies sur R™, il faut donc donner un sens
précis a ’assertion « x est proche de y » lorsque z et y sont des points de R™.

4 J. Royer - Université Toulouse 3
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En fait, on sait déja mesurer la distance entre deux points de R™. Par exemple pour deux
points x = (z1,22) et y = (y1,y2) dans R?, la longueur du segment [z, 3] est donnée par

d(z,y) = V(w1 = y1)? + (22 — 12)2.

Cette quantité est appelée distance euclidienne entre x et y. Mais ce n’est pas toujours la
bonne fagon de mesurer la distance entre deux points, comme le montrent les exemples sui-
vants. Considérons un piéton dans une ville organisée par blocs (voir figure 1.4), chaque bloc
faisant 500m de coté. Il devra parcourir 1500m aussi bien pour aller du point A au point B
que pour aller du point A au point C, alors que les distances euclidiennes (& vol d’oiseau)
entre A et B et entre A et C sont respectivement de 1500m et /10002 + 5002 ~ 1118m.
Marseille est plus proche de Paris que de Toulouse si on regarde le temps de parcours par

™ The High
Line

n,

W5, Madison 0
L7% gy, Square Park >
23510

8OO
o
&
S N &5,
TR

g a 14th Street ) . T2 S,

15 159M

FIGURE 1.4 — Les villes américaines et les déplacements en norme I'.

le train, alors que c’est quasiment deux fois plus loin en termes de kilométres par la route.
Ainsi il y a différentes facons de mesurer la distance entre deux points, et il n’y en a pas de
bonnes ou de mauvaises : chacune est plus ou moins bien adaptée & chaque contexte.

Définition 1.4. Soit F un R-espace vectoriel. On appelle norme sur F une application
N : E — R, qui vérifie les propriétés suivantes :

(i) Ve € E, N(z) = 0 <= x = 0 (séparation),
(ii) Vo € E,YX € R, N(Az) = [A| N(z) (homogénéité),
(ili) V(x,y) € E?, N(z +y) < N(z) + N(y) (inégalité triangulaire).
Etant donnée une norme N sur E, on appelle distance associée & N 1'application

d { E? - R+,
Y @y o N -y

On note que toutes les distances ne sont pas obtenues de cette fagon, mais on ne s’attardera
pas sur ces questions dans ce cours (voir tout de méme les exercices 1.17 et 1.18, plus de
détails seront donnés dans le cours d’approfondissements mathématiques).

Ezxercice 1.4. Vérifier que la valeur absolue définit bien une norme sur R. Est-ce la seule ?

Pour = = (x1,...,2,) € R™ on note

n

2
> lzil* et ol = max |z

n

lzlly =D lasl,  lzlly =

j=1

Proposition 1.5. Les applications x — ||z||,, x — |z, et x — ||z| sont des normes sur
R™.

Année 2015-2016 5
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Démonstration. On montre I'inégalité triangulaire pour la norme ||-||,. Les autres propriétés
sont laissées en exercice. On considére deux points & = (21,...,2,) et ¥y = (y1,...,yn) de
R™. Si z 4+ y = 0 alors le résultat est clair. Sinon on a d’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz

n
2
||5U+y||2:Z zj +y;)? ij zj + yj) JFZ% 5+ ;)
j=1

n

< Zw Z%"’% Zyj ij+yj)2
j=1 j=1

j=1

<.

< (lly + Myl =+l -
On obtient I'inégalité triangulaire en divisant par ||z + yl|, # 0. O

Définition 1.6. Soit E un R-espace vectoriel. Soient Ny, Ny deux normes sur F. On dit que
Ny et Ny sont équivalentes s’il existe une constante C' > 0 telle que pour tout x € E on a

L’intérét de savoir que deux normes sont équivalentes est que si deux points sont « proches »
pour I'une alors ils sont également « proches » pour 'autre. Cela simplifie grandement la dis-
cussion sur les limites. L’intérét apparaitra plus clairement au chapitre suivant.

La bonne nouvelle est qu’en dimension finie toutes les normes sont équivalentes. Comme on
travaillera en dimension finie dans tout ce cours, cela signifie que lorsqu’on parlera de limites
au chapitre suivant, on pourra le faire sans préciser la norme avec laquelle on travaille. Dans
la suite, lorsqu’on parlera d’'une norme sur R™, on ne précisera de laquelle il s’agit que quand
ce sera nécessaire. Sinon cela signifiera que le résultat énoncé ne dépend pas du choix de la
norme.

Attention tout de méme a bien garder en téte cette subtilité, car tous les espaces ne sont
pas de dimension finie, loin de la. ..

Proposition 1.7. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie. Alors toutes les normes
sur E& sont équivalentes.

La démonstration de ce résultat est admise pour ce cours. Elle sera donnée dans le cours
d’approfondissements mathématiques.

1.3 Ouverts et fermés.

On termine par quelques définitions de topologie. Ces notions sont définies car elles seront
évoquées plus loin, mais pour une étude plus approfondies on renvoie & nouveau au cours
d’approfondissements mathématiques.

Soient E un R-espace vectoriel et ||-|| une norme sur E.
Définition 1.8. Pour z € E et r > 0 on note
B(z,r)={y € E| [z —yll <r}
la boule ouverte de centre x et de rayon r,
B(z,r)={y € E| |z —yll <7}
la boule fermée de centre = et de rayon r, et enfin
S(x,r)={y e El[lx—yll =1}

la sphére de centre x et de rayon r.

6 J. Royer - Université Toulouse 3
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Définition 1.9. Soit 2 une partie de E. On dit que 2 est ouvert si pour tout « € Q il existe
r >0 tel que B(z,r) C Q. On dit que © est fermé si son complémentaire E \ ) est ouvert.

Ezemple 1.10. Dans £ = R, muni de la valeur absolue :

e Un intervalle de la forme ]a,b] avec a < b est ouvert,

e un intervalle de la forme [a,b] avec a < b est fermé,

e un intervalle de la forme [a,b] ou |a, b] avec a < b n’est ni ouvert ni fermeé,
e R et 'ensemble vide () sont & la fois ouverts et fermés.

Ezemple 1.11. e Une boule ouverte est un ensemble ouvert de F,
e une boule fermée ou une sphére sont des ensembles fermés de F.

Démonstration. On montre la premiére assertion de l'exemple 1.11. Soit x € E et r > 0. On
considére y € B(z,r) et on note p =r — ||y — z|| > 0. Alors on a B(y, p) C B(z,r). En effet
pour tout z € B(y, p) on a par 'inégalité triangulaire

lz=zl <lE-y)+@-a)l<lz—yll+lly—zl<p+(r—p =r
Cela prouve que B(z,r) est une partie ouverte de E. O

Définition 1.12. Soient a € R™ et V une partie de R™. On dit que V est un voisinage de a
s'il existe r > 0 tel que B(a,r) C V.

Remarque 1.13. Tout ouvert de R™ contenant a est un voisinage de a, mais tous les voisinages
de a ne sont pas des ouverts de R”.

Par la suite on dira qu'une propriété est vraie au voisinage de a s’il existe un voisinage de
a sur lequel elle est vraie. Par exemple I'assertion « f > 0 au voisinage de a » signifie qu’il
existe r > 0 tel que pour tout = € B(a,r) on a f(x) > 0.

Définition 1.14. On dit d’une partie A de R™ qu’elle est bornée s’il existe R > 0 tel que
A c B(0,R).

Définition 1.15. On dit d’une partie de R™ qu’elle est compacte si elle est fermée et bornée.

Attention, cette définition est propre a la dimension finie. Il y a d’autres définitions
équivalentes de la compacité qui elles sont encore valables en dimension infinie. Mais on ne
s’attardera pas sur la notion de compacité dans ce cours (la encore, ce sera fait dans le cours
d’approfondissements mathématiques).

FExercice 1.5. Parmi les intervalles de 'exemple 1.10, lesquels sont des parties compactes
de R?

1.4 Exercices

Ezxercice 1.6. Déterminer et représenter le domaine de définition maximal des fonctions de
deux variables suivantes :

\/? ;o fer(@y) = In(z+y) fat(x,y)H\}%~

Ezxercice 1.7. Déterminer et représenter les lignes de niveaux des fonctions de deux variables
suivantes :

fl : (I,y)l—>

f11(x,y)'_>1'+y, f2(1'7y)*_>|x|+|y|, f3>:(x7y)'_> SCQ—I—yQ,

foo(@y) = 2®+ 92, f5:(xy) = max(z,y),  fo: (2,y) — ay.

Ezercice 1.8. On considére une fonction f de [—3,3] x [—3,3] dont les lignes de niveaux
entre -2 (ligne foncée) et 4 (ligne claire) sont données a la figure 1.5. Dessiner l’allure des
graphes des fonctions x — f(x,0) et y — f(0,y).
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FIGURE 1.5 — Lignes de niveaux d’une fonction de R? dans R

Ezercice 1.9. Pour (z,y) € R? on note

Rlea) =sn@) —sut) o) =su) ) = (1-5) (1-2).

) = ) = cos()et, folwy) = sin(e —y).

Associer a chacune des fonctions f1, fo, f3, f4, f5 et fo son graphe (voir Figure 1.6) et
ses lignes de niveaux (voir Figure 1.7). NB : ce poly est disponible en couleurs a 'adresse
http://www.math.univ-toulouse.fr/~jroyer/enseignement.html.

Ezxercice 1.10. Compléter la démonstration de la proposition 1.5

Ezxercice 1.11. Montrer (par calcul direct, sans utiliser la proposition 1.7) que les trois
normes x — [|z||;,  — ||z||y et  — ||z||, sur R" sont deux & deux équivalentes.

Ezercice 1.12. Dessiner dans R? la boule de rayon 1 et de centre 0 pour les normes |||,
1l et [I-ll

Pour aller plus loin

Ezxercice 1.13. Compléter la démonstration des affirmations des exemples 1.10 et 1.11.

Ezxercice 1.14. On note E 'espace vectoriel des suites réelles nulles a partir d’un certain

rang. Pour u = (uy), cy € E on note

lally = 37 ual et = ma ful

8 J. Royer - Université Toulouse 3
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FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES. NORMES.

FIGURE 1.6 — Graphes pour I'exercice 1.9.

(la somme est une somme finie).

1. Vérifier que E est un R-espace vectoriel de dimension infinie.

2. Montrer que les applications u — ||u||; et u > ||u||, sont des normes sur £.
3. Montrer que ces deux normes ne sont pas équivalentes.

FExercice 1.15. Soit F' une partie de R™. Montrer que F' est fermée si et seulement si pour

toute suite (z,,),,cy d’éléments de F' qui converge vers un certain / € R on al € F.

Ezxercice 1.16. On appelle distance sur le R-espace vectoriel E une application d : Ex E —
R telle que pour tous z,y,z € E on a

o d(z,y) = d(y, ),

o d(z,z) <d(z,y) +d(y, 2).

Montrer que si ||-|| est une norme sur E alors Papplication d : (z,y) — |z — y|| est une
distance sur F.

Ezxercice 1.17. Pour z,y € R" on note

d(z,y) = {1 six # vy,

0 siz=y.

1. Montrer que d définit une distance sur R".
2. Existe-t-il une norme ||-|| sur R™ telle que d(z,y) = ||z — y| pour tous z,y € R

Année 2015-2016 9
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57 777 ® «\\/ | \ |
TITT Y /LY
3 74 3 3

2/ % 2 2

1 / 7 1 1

0 7 0 0

A/ 1 -1

ol 2 -2
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4 / / 4 /\ )

55 0 5 S5 o 5 55 0 5
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FIGURE 1.7 — Lignes de niveaux pour ’exercice 1.9.

Ezercice 1.18. On note |||, la norme euclidienne usuelle sur R?. On note O = (0,0)
l'origine de R2. Pour z,y € R? on note

d(z,y) = [z = yll, si les points x, y et O sont alignés,
7 Ulelly +llyll, - sinon.

1. Montrer que d définit une distance sur R2.

2. Dessiner la boule fermée de centre 2o = (0,2) et de rayon 3, c’est-a-dire ’ensemble des
points x € R? tels que d(z, zg) < 3.

3. On considére la suite =, = (1, m;-l—l) de points de R%. Montrer que la suite (Tm) men
converge vers = (1,0) pour la norme ||-||,, mais que d(2,,, ) ne tend pas vers 0 quand m
tend vers +o0.

4. Existe-t-il une norme |[|-|| sur R? telle que d(z,y) = ||z — y|| pour tous =,y € R2.

Ezercice 1.19. On a déja défini les normes |-, |||l et [|-]|,, sur R™. Plus généralement
pour p € [1,4+o0[ et = (21,...,2,) € R™ on pose

n
el = | Y ;[
j=1

1. Montrer que |||, définit une norme sur R" (L’inégalité triangulaire pour cette norme est
Uinégalité de Minkowski, qui repose elle-méme sur l'inégalité de Holder).
2. Montrer que pour tout x € R™ on a

=

lzll, — ll2]..-

10 J. Royer - Université Toulouse 3



Chapitre 2

Limites et continuité pour une
fonction de plusieurs variables

Vous devez repeindre les murs d’une piéce rectangulaire. Vous commencez par mesurer
les longueurs des cotés de la piéce et obtenez environ 3m et 4m. La hauteur des murs est de
3m environ. Vous choisissez une peinture qui permet de couvrir 14m? par litre. Vos mesures
vous permettent-elles de savoir ¢ peu prés le volume de peinture nécessaire a vos travaux ?
Un pot d’un litre de peinture est vendu 40 euros. Pouvez-vous dire combien tout cela va-t-il
vous codter ?

La différence entre les deux questions tient & la continuité ou la discontinuité des fonc-
tions qui entrent en jeu. ..

Dans le chapitre précédent on a introduit les normes, qui jouent dans R™ le role que joue la
valeur absolue dans R. Cela nous permet d’introduire maintenant la notion de limite pour une
suite de points dans R™. La définition est exactement de la méme que dans R, en remplagant
simplement la valeur absolue par une norme. De la méme fagon, on pourra ensuite adapter &
des fonctions de R™ la notion de continuité puis, modulo quelques difficultés supplémentaires,
la notion de dérivabilité au chapitre suivant.

2.1 Limites de suites dans R"

Définition 2.1. Soit [|-|| une norme sur R". Soient (x,),, y une suite d’éléments de R™ et

I € R™. On dit que la suite (2,,),,cy tend vers [ et on note

Ty — 1
m——+oo

si
Ve >0,IN e NVm > N, |z, —I|| <e.
Autrement dit z,, tend vers [ si la quantité réelle ||z, — {|| tend vers 0 au sens usuel.

Sans surprise, on retrouve les mémes propriétés de base que pour la limite d’une suite
réelle :

Proposition 2.2. Soit ||-|| une norme sur R™.

(i) Unicité de la limite. Soient (y,),,cn € RN I} € R* et ly € R, Si x,, — 1y et
T — lo quand m tend vers +oo, alors ly = ls.

(ii) Linéarité de la limite. Soient (2m),,cn €t (Ym)men deut suites d’éléments de R™. Soient
l1,l5 € Rn, /\,/L eR. Si

Ty — ll et Ym —— l2,
m—o0 m—oo

11
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alors
AT + (Y, — A + pls.
m— 00

Ezxercice 2.1. Démontrer la proposition 2.2 (ou au moins 'une des deux propriétés, la
démonstration étant la méme que pour les limites dans R).

La définition de la limite d’une suite dépend du choix d’une norme sur R”. Etant données
deux normes N et Ny sur R”, il se peut a priori que la suite (z,,),,.y converge vers une
limite [ pour la norme N7 mais pas pour la norme Ns. Heureusement, cela ne peut pas se
produire si les normes N7 et Ny sont équivalentes, et on a dit que sur R” toutes les normes
sont équivalentes. Ouf'!

Proposition 2.3. Soient Ny et Ny deux normes sur R™. Soient (xm)meN une suite de points
de R™ et l € R™. Alors on a

Ni(zm —1) ——0 <= No(am —1) — 0.

m—roo m— 00
On munit maintenant R™ d’une norme quelconque, notée ||-||.

Définition 2.4. On dit que la suite (x,) d’éléments de R™ est de Cauchy si

meN
Ve > 0,3N e N\Vj, k> N, |z; —zk] <e.

Proposition 2.5. R™ est complet. Cela signifie que toute suite de Cauchy dans R™ est
convergente.

Démonstration. Voir le cours d’approfondissements mathématiques. O

Définition 2.6. Soit A une partie de R™. On appelle adhérence de A et on note A ’ensemble
des points qui sont limites d’une suite d’éléments de A.

Ezemples 2.7. o Pour x € R™ et r > 0, ’adhérence de la boule ouverte B(z, ) est la boule

fermée B(z,7).
e L’adhérence de R?\ {(0,0)} est R2.

2.2 Limite d’une fonction de plusieurs variables

On munit R™ d’une norme notée ||-||g. et R d’une norme notée ||-||g,. Soit D une partie
de R™ et f une fonction de D dans RP.

Définition 2.8. Soit a € D et [ € RP. On dit que f tend vers [ en a et on note
flz) —1

si
Ve > 0,30 >0,Yz € D, |z —aq]

o <6 = [1f(@) ~ llg <.

Remarque 2.9. Comme pour la limite d’une suite, la limite d’une fonction en un point ne
dépend pas du choix des normes sur R" et sur RP, qui sont des espaces de dimensions
finies. Dans la suite on notera simplement |[|-|| au lieu de [|-||g. ou |||z, Cela n’aménera pas
d’ambiguité, mais attention tout de méme a ne pas s’y perdre!

Proposition 2.10. Soit f = (f1,..., fp) une fonction d’un domaine D de R™ & valeurs dans
R? (avec fi,...,f, des fonctions de D dans R). Soit | = (l1,...,l,). Soit a € D. Alors f
tend vers | quand x tend vers a si et seulement si f; tend vers l; quand x tend vers a pour
tout j € [[1,p].

12 J. Royer - Université Toulouse 3
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Puisque la notion de limite ne dépend pas du choix de la norme sur RP, on peut supposer
que R? est muni de la norme ||-|| pour démontrer cette proposition.

L’intérét de cette proposition est qu’il suffit de s’intéresser & des fonctions a valeurs dans
R. Par contre on ne peut pas se ramener au cas de fonctions d’une seule variables. . .

Les propriétés de base pour les limites de fonctions de plusieurs variables sont les mémes
que pour les fonctions d’une variable réelle. Les trois propositions suivantes se montrent en
recopiant simplement les démonstrations valable pour n = 1 en changeant les valeurs absolues
en normes. Elles sont laissées en exercice.

Proposition 2.11. Soient f, g deuz fonctions d’un domaine D de R™ a valeurs dans R. Soit
a € D. Soit A € R. Soient l1,lo € R. On suppose que f(x) et g(x) tendent respectivement
vers ly et ly quand x tend vers a. Alors

(f +29)(x) —= i+ Al

et
(fg)(z) — lilo.

En outre, sily =0 et g est bornée au voisinage de a, alors on a
(f9)(x) — 0.
T—ra

Enfin, sily # 0, alors f ne s’annule pas au voisinage de a et

1 1

—_— —— —.
f(x) z=a |y
A\ La premiére propriété pourrait directement étre écrite pour des fonctions a valeurs dans

RP, tandis que les deux suivantes de sens que si I'une des deux fonctions au moins est &
valeurs réelles. De méme, la derniére propriété n’a de sens que si f est a valeurs réelles.

Proposition 2.12. Soit f une fonction d’un domaine D de R™ a valeurs dans RP. Soit
a € D. On suppose que f(x) tend vers une limite | € RP quand x tend vers a. Soit g une
fonction d’un domaine D' de RP & valeurs dans R™. On suppose que | € D’ et que g(y) tend
vers une limite I' € R quand y tend vers 1. Alors g(f(x)) tend versl' quand x tend vers a.

On énonce maintenant le critére séquentiel pour la continuité en un point :

Proposition 2.13. Soit f une fonction de D C R™ dans RP. Soient a € D et l € RP. Alors
[ tend vers | quand x tend vers a si et seulement si pour toute suite (Tpm),, oy € DN qui tend
vers a (dans R™) la suite (f(zm))men tend vers l (dans RP).

Comme pour une fonction d’une variable réelle, cette propriété sert en général a montrer
que [ n’est pas la limite de f en a. C’est en particulier trés utile pour montrer que f n’admet
en fait aucune limite en a.

Ezemple 2.14. On considére sur R? \ {(0,0)} Iapplication f définie par

f(x,y) = Y

x2 4+ y?’

(voir figure 2.2). On montre que f n’admet pas de limite en (0,0). Pour cela, on suppose par
Pabsurde que f tend vers une limite [ € R en (0,0). Pour n € N on note

1 11
Uy = (,O) et v, = (,) .
n n'n

u, — (0,0) et f(u,)=0——0,

n—oo n—oQ

On a
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donc d’aprés la proposition 2.13 on a nécessairement [ = 0. D’autre part on a

1 1
on o (00 et floa) =5 T2 9
donc on a aussi [ = % D’ou la contradiction. Cela prouve que f n’admet pas de limite en
(0,0).

I I I I | | I I I
-1 -08 -06 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

FIGURE 2.1 — Graphe et lignes de niveaux pour le contre-exemple 2.14 : sur tout voisinage

de (0,0) on trouve toutes les valeurs entre —% et 2 : en particulier f n’admet pas de limite

27
en (0,0).
Pour montrer 'existence d’une limite on peut, en plus des propriétés de bases des propo-
sitions 2.11 et 2.12, utiliser le résultat suivant :

Proposition 2.15. Soit f une fonction d’un domaine D de R? ¢ valeurs dans R. Soient
a = (ay,a2) € D etl € R. Alors f(x) tend vers | quand x tend vers a si et seulement s’il
existe une fonction € : Ry — Ry qui tend vers 0 en 0 et telle que pour tousr > 0 et § € R
vérifiants (r cos(6),rsin(f)) € D on a
|f(ar +7cos(0),as + rsinf) — f(ay,az)| < e(r).
Démonstration. On munit R? de la norme euclidienne ||-||,. Pour r > 0 et § € R on a
(a1 +rcos(8),as +rsind) — (a1, a2)ll, =
On suppose que f tend vers [ en a. Pour » > 0 on note
e(r) = sup |f(a1 4+ rcos(8),as + rsind) — f(a,a2)| =0
0eR

(r cos(a),resin(Q))e’D
Soit g9 > 0. Il existe 6 > 0 tel que |f(z) —l| <esiz €D et ||z —al, <6, donc (r) < gq si
r < §. Cela prouve que £(r) — 0 quand r — 0. Inversement, supposons qu’une telle fonction
€ existe. Soit 9 > 0. Il existe § > 0 tel que g(r) < g si r < J. Soit alors z € D tel que
|z — all, < 0. Alors il existe 7 € [0, 6] et § € R tels que = (a1 + rcos(#), ag + rsin(F)). On
a alors

|f(a1 + rcos(8),as +rsind) — f(ar,a2)| < e(r) < .

Cela prouve que f est continue en a. O

Exemple 2.16. On considére sur R? I'application f définie sur R? \ {(0,0)} par

w2y?
f(%y)zm~
Pourr >0et @ €Ron a
4 92' 02
f(rcos(@),rsin(0 :TCOS()SIH() <r? 0.
2
r r—0

Cela prouve que f tend vers 0 en (0,0).
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2.3 Continuité d’une fonction de plusieurs variables

Maintenant que l'on a défini la notion de limite, les définitions de continuité pour une
fonction de plusieurs variables sont sans surprise.

Définition 2.17. Soit a € D.
(i) On dit que f est continue en a si f(x) tend vers f(a) quand z tend vers a.

(ii) On dit que f est continue sur D si elle est continue en tout point de D.

FExercice 2.2. 1. Montrer qu’une fonction constante est continue.
2. Montrer que 'application (21, x2) +— x1 est continue sur R2.
3. Montrer que toute norme sur R™ définit une fonction continue de R™ dans R.

Les propriétés de bases sur les limites se traduisent automatiquement en propriétés sur
les fonctions continues. Ainsi la somme de deux fonctions continues est continues, le produit
de deux fonctions continues (dont I'une au moins est & valeurs réelles) est continue, 'inverse
d’une fonction continue & valeurs réelles non nulles est continue et la composée de fonctions
continues est continue.

Définition 2.18. On appelle fonction polynémiale sur R™ une application qui s’écrit comme
une somme de termes qui sont eux-mémes des produits de fonctions coordonnées, autrement
dit une fonction de la forme

N
fi(xr, .., zn) — Z Cor,nan Xt T

a1y, =0

avec N € N et ¢q,.....0, € R pour tous ai,...,a, € [0,N]. Par exemples les fonctions
(71, 22) = z125 + 2322 ou (71, 22, 73) > 71 + T1T273 + 372500t polyndmiales. Une fraction
rationnelle est une fonction qui s’écrit comme le quotient de deux fonctions polynémiales.

Proposition 2.19. Toute fonction polynémiale sur R™ est continue. Plus généralement toute
fraction rationnelle dont le dénominateur ne s’annule pas sur un domaine D C R™ est bien
définie et continue sur ce domaine.

Les propositions 2.13 et 2.15 sont trés utiles pour montrer qu'une fonction est ou n’est
pas continue en un point :

Ezemple 2.20. On considére sur R? I'application f définie par

S st (3,y) #(0,0)
flz,y) = {0 ’ si (x,y) = (0,0)

(voir figure 2.2). La fonction f est continue sur R?\ {(0,0)} comme fraction rationnelle dont
le dénominateur ne s’annule pas. D’autre part on a

f@.0)=0—20=F(0.0) et f(0.5)=0—20=f(0.0),

et pourtant f n’est pas continue en (0,0). En effet on a vu que f n’admet pas de limite en
(0,0). En particulier elle ne tend pas vers f(0,0).

A C’est une erreur trop fréquente que de se contenter de vérifier la continuité des fonctions
x> f(z,y) et y = f(x,y) pour prouver la continuité de f. On voit bien sur cet exemple que
ce n’est malheureusement pas suffisant. . .
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Exemple 2.21. On considére sur R? I'application f définie par

2,2 .
fog) - { e s @) £ 0.0
’ 0 si (x,9) = (0,0).
La fonction f est continue sur R?\ {(0,0)} comme fraction rationnelle dont le dénominateur

ne s’annule pas. En outre on a vu que f tend vers 0 = f(0,0) en (0,0), donc f est continue
n (0,0). Cela prouve que f est une fonction continue sur R2.

La proposition suivante généralise le théoréme qui dit qu’une fonction continue sur un
segment est continue et atteint ses bornes :

Proposition 2.22. L’image d’un compact par une fonction continue est compacte.

Corollaire 2.23. Soit K un compact de R™ et f une fonction continue de K dans R. Alors
f est bornée et atteint ses bornes.

Un résultat central pour les fonctions continues de R dans R est que I'image d’un inter-
valle est un intervalle. La notion d’intervalle étant propre a la dimension 1, on ne peut pas
transposer directement cet énoncé en dimension quelconque. Ceci dit, et méme si cela dépasse
le cadre de ce cours, il est tout de méme intéressant de se demander comment le théoréme
des valeurs intermédiaire pourrait étre généralisé a notre contexte... (voir déja l'exercice 2.8).

2.4 Exercices
Ezxercice 2.3. Pour m € N on pose

1
Tm = (71—1—6_”)
1+m

1. Etudier la convergence de la suite (z,,)
2. Etudier la convergence de la suite (z,,)

dans R? muni de la norme ||-||__.
dans R? muni de la norme ||-||;.

meN
meN
Ezercice 2.4. Etudier 'existence et éventuellement la valeur de la limite en (0,0) pour les
fonctions définies (sur le plus grand domaine de R? possible) par

x2y? Ty Ty

fl(xyy)—m» f2(x7y)—my f3(x’y)_x—|—y’

22—y ) 1 T+y
flew) = 52, fotoa) =i (g )« folo) = S

1422 +92% | ASEETS 322 + zy

x,y) = —— sin(y), T,y) = ——, T,Y) = ——.
fr(z,y) ), fsley) = — vy fo(z,y) NZERT
Exercice 2.5. Les limites suivantes existent-elles :
Y3
lim ; lim SRR
(@y) =1, T~y (@y)—10) (z—1)? +y

FEzxercice 2.6. Donner le domaine de définition des fonctions suivantes, puis déterminer si
elles sont prolongeables par continuité sur R? :

44 .4 :

x*+y ysin(z + 1)
_— : _
$2+y2’ f2 (may) .’11'2—2.’1}4-1,

Ezxercice 2.7. Montrer les propositions 3.16, 2.12 et 2.13.

zy — 2y
22 +y? —dz+4°

fl:(‘r’y)}_> f3:(1’7y)+—>

FEzxercice 2.8. Soit f une fonction continue de R™ dans R. Montrer que le théoréme des
valeurs intermédiaires est vérifié : si les réels a et b sont dans I'image de f alors tous les réels
entre a et b le sont également. Autrement dit, I'image de f est un intervalle de f. Question
subsidiaire (dont la réponse sera donnée dans le cours d’approfondissement mathématiques) :
dans quelle mesure ce résultat se généralise au cas ou f est a valeurs dans R? et son domaine
n’est pas nécessairement R™ tout entier ?
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Chapitre 3

Dérivées partielles - Différentielle.

Le but de ce chapitre est de généraliser la notion de dérivée pour une fonction f de
plusieurs variables. L’objectif est évidemment de donner une définition qui permet de retrou-
ver autant que possible toutes les bonnes propriétés de la dérivation d’une fonction d’une
variable :

e En tout point xy ou la fonction est dérivable, la dérivée doit permettre de définir une
fonction simple (affine) qui approche bien f au moins pour des points proches de xg,
comme c’est le cas pour 'application x — f(xg) + (x — o) f’(20) en dimension 1.

e En particulier on attend d’une fonction dérivable qu’elle soit continue.

e La dérivée doit permettre d’étudier les variations de f, localiser et étudier les extréma.

e ctc.

3.1 Dérivabilité pour une fonction de R dans RP.
On commence par s’intéresser aux fonctions d’une variable & valeurs dans R?, pour consta-

ter que dans ce cas il n’y a que peu de différences avec les fonctions de R dans R. On se donne
donc un intervalle I de R et une fonction f de I dans R? :

f.{t = f) = (A1), ..., f1)

ou fi,..., fp sont des fonctions de I dans R.
Proposition 3.1. La fonction f est continue sur I si et seulement si les fonctions fi,..., fp
le sont.

Ezxercice 3.1. Montrer la proposition 3.1.

La dérivabilité d’une fonction d’une variable réelle est définie de la méme facon quand
elle est & valeurs dans RP que quand elle est & valeurs dans R :

Définition 3.2. e Soit ¢y € I. On dit que f est dérivable en ¢y si le quotient
t) — f(t
t—to

admet une limite dans R? quand ¢ tend vers tg. Dans ce cas on note f'(¢p) cette limite.
e On dit que f est dérivable sur I si elle est dérivable en tout point de I. Dans ce cas on
appelle fonction dérivée Papplication [’ : tg — f/(¢o).

Proposition 3.3. La fonction f est dérivable sur I si et seulement si les fonctions fi,..., fp
le sont, et dans ce cas on a pour toutt € I :

F1t) = (f1®), -, f(8).
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A la lumiére des propositions 3.1 et 3.3 on voit que I’étude de la continuité et de la déri-
vabilité d’une fonction de R dans R? ne pose pas vraiment de difficulté nouvelle. Il suffit de
travailler coordonnée par coordonnée. Ainsi on retrouve sans problémes les propriétés de base
de la dérivée (linéarité, dérivation du produit entre une fonction f: R — Ret g : R — RP,
dérivée de la composée fogoug:R - Ret f: R — RP, etc.)

Il faut tout de méme faire attention & quelques subtilités. Par exemple le théoréme de
Rolle et ses conséquences ne sont plus valables pour une fonction & valeurs dans RP.

Ezxercice 3.2. On considére 'application

f{ t +—  (cos(t),sin(t))

Montrer que f est dérivable sur R, que f(0) = f(27), et que pourtant la dérivée f’ ne s’annule
jamais.

Malheureusement, le quotient (3.1) n’a plus de sens si les variables ¢ et ¢y sont des points
de R™. Ainsi la notion de dérivabilité ne peut pas étre adaptée simplement & des fonctions
de plusieurs variables. Il va donc falloir travailler un peu plus dans ce cas. ..

3.2 Deérivées partielles

Pour la suite de ce chapitre, on se donne un ouvert & de R", une fonction f de U dans
RP et a = (ai,...,a,) € U. On note (eq,...,e,) la base canonique de R™.

La premiére idée pour généraliser la notion de dérivabilité a des fonctions sur R™ est de
définir les dérivées partielles :

Définition 3.4. Soit k € [1,n].
e On dit que la k**me dérivée partielle de f existe au point a si 'application

t'_>f(ala"'aa/k—hakr+t7a'k+17"'7an) :f(a+tek)

(définie sur un voisinage de 0 dans R et a valeurs dans RP) est dérivable en 0. Dans ce cas
on note of
——(a) ou Okf(a
Go(@) ou 3f(0)
cette dérivée.
e On dit que la k*me dérivée partielle de f existe sur U si elle existe en tout point de U.

Les dérivées partielles ne sont finalement rien de plus que des dérivées au sens usuel (au
sens du paragraphe précédent si p > 2). Pour dériver par rapport a une variable on considére
que toutes les autres sont des constantes et on dérive comme on a I’habitude par rapport a
la variable qui nous intéresse.

Remarque 3.5. Souvent, on note (x,y) et (z,y, z) plutdt que (z1,x2) et (1, x2,23) les points
de R? ou R?, respectivement. Dans ce cas on notera par exemple % ou 0, f la dérivée
partielle par rapport & la premiére variable. Les choses peuvent devenir ambigués quand
d’autres variables entrent en jeu, typiquement lorsqu’on change de coordonnées. Il faudra
donc étre (trés) vigilants en lisant et en écrivant des calculs faisant intervenir des dérivées

partielles.
Exercice 3.3. On considére sur R? les fonctions
fii(@my)—»zeR, fo:(z,y)—yeR, f3:(x,y)— (z,y) € R

Montrer que les fonctions fi, fo, f3 admettent en tout point de R? des dérivées partielles par
rapport a x et & y, et les expliciter.
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Ezercice 3.4. Etudier Iexistence et éventuellement la valeur des dérivées partielles en tout
point des fonctions définies par

filz,y) = e®cos(y), fa(z,y) =1+ 22y2, fi(z,y) =2Y (pour z > 0).

L’exemple suivant montre que 1’étude des dérivées partielles ne répond pas a toutes nos
attentes puisqu’une fonction peut avoir des dérivées partielles bien définies en tout point sans
nécessairement étre continue :

Remarque 3.6. L’application f : R2 — R définie par

fay) = {+ si (#,) # (0,0)

0 sinon

admet en tout point de R? des dérivées partielles selon z et selon y mais n’est pas continue
en (0,0) (voir 'exemple 2.20)

L’existence des dérivées partielles en (0,0) pour une fonction f définie sur R? assure que
f « parait continue » tant qu’on se déplace le long des axes des abscisses ou des ordonnées.
Dans l'exemple précédent, le probléme vient du fait que ce n’est plus du tout le cas si on
approche du point (0,0) en suivant par exemple la droite d’équation = = y.

Ce probléme peut étre évité si au lieu de ne considérer que les dérivées partielles, c’est-
a-dire les dérivées selon les directions données par les axes, on considére les dérivées selon
toutes les directions possibles :

Définition 3.7. Soit v € R™ \ {0}. On dit que f admet une dérivée en a suivant v si
Papplication ¢ : ¢t — f(a + tv) est dérivable en 0. La dérivée ¢’(0) est alors appelée dérivée
de f en a suivant v.

Remarque 3.8. Si elle existe, la k-iéme dérivée partielle de f au point a n’est autre que la
dérivée de f en a suivant ey.

Exercice 3.5. Calculer la dérivée de I'application f : (z,y) — 2% — y? au point a = (1,2)
suivant le vecteur v = (3,5).

Remarque 3.9. Malheureusement cette nouvelle définition ne résoud pas notre probléme,
puisqu’une fonction peut admettre des dérivées selon tout vecteur en un point sans pour
autant étre continue en ce point. Considérons par exemple 'application f : R? — R définie

par
fa y):{yz sixz#0

y  sinon

Alors f admet des dérivées selon tout vecteur en tout point mais n’est pas continue (voir
Pexercice 3.15).

3.3 Fonctions différentiables

Définition 3.10. On dit que f est différentiable en a s’il existe une application linéaire d, f
de R™ dans RP telle que pour tout h € R™ on a

fla+h) = fla) +duf(h) + o (Ih]).

Autrement dit, il existe une application €, définie sur un voisinage de 0 dans R"™ et a valeurs
dans RP telle que g,(h) P 0 et pour tout h € R™
—

fla+h) = f(a) +daf(h)+ [|h] a(h). (3-2)
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On écrira parfois df (a) au lieu de d, f.

Remarque 3.11. On rappelle (sinon ce sera vu en approfondissements mathématiques) qu’en
dimension finie toutes les applications linéaires sont continues. Cela signifie en particulier que

(] := sup 1a (DI
nzo Il

est bien défini.

Contrairement aux dérivées partielles ou aux dérivées directionnelles, la notion de diffé-
rentiabilité implique bien la continuité :

Proposition 3.12. Si f est différentiable en a, alors f est continue en a.
Démonstration. Avec les notations de la définition 3.10 on a pour h € R"
1f(a+h) = f(@)ll < lldaf (W) + 1Bl lea(W) < IR0 (da(HIIl + lea(m]) ——>0. D
En fait, la différentiabilité implique aussi ’existence des dérivées dans toutes les directions,
et en particulier 'existence de toutes les dérivées partielles :

Proposition 3.13. Si f est différentiable en a, alors elle est dérivable en a suivant tout
vecteur v € R™ \ {0} et cette dérivée vaut d, f(v).

Démonstration. Soit v € R™\ {0}. Pour ¢ € R assez petit on a

fla+tv) = f(a) +daf(tv) + [[tv]| ca(tv) = f(a) +tdaf(v) + o (D).

Cela prouve que lapplication t — f(a + tv) est dérivable en 0 de dérivée d, f(v). O

Exemples 3.14. e Une fonction f: R — R est différentiable en a € R si et seulement si elle
est dérivable en a et dans ce cas d, f est Uapplication h — hf’(a).

e Une application constante est différentiable en tout point de différentielle nulle.

e Soit L une application linéaire de R™ dans RP. Pour tous a € R™ et h € R™ on a

L(a+ h) = L(a) + L(h) +0.
Ainsi L est différentiable en a de différentielle d,L = L.

Proposition 3.15. On suppose que f est différentiable en a. Alors toutes les dérivées par-
tielles de f existent au point a et pour tout v = (v1,...,v,) € R™ on a

dof(v) = kaa—zk(a).
k=1
Autrement dit :
=~ Of .
daf = Z Tzk(a)ekv
k=1

ot (e3,...,e:) est la base duale de la base canonique.

Démonstration. Le fait que les dérivées partielles de f existent au point a résulte de la
proposition 3.13 appliquée avec les vecteurs de la base canonique. Par linéarité de d, f on a

dof(v) =d.f (Z vkek> = kadaf(ek) = ka%(a). O
k=1

k=1 k=1

Proposition 3.16. On suppose que f et g sont deux fonctions de U dans RP différentiables
en a. Alors pour A\, iu € R la fonction \f + pg est différentiable en a de différentielle

da(Af + pg) = Mo f + pidag.
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Ezxercice 3.5. On reprend ’exemple de 'aire L S ie--
d'un rectangle. Pour (I1,l3) € R? on note :
f(ly,15) = lily. Montrer que f est différen-
tiable en tout point de R? et représenter géo-
métriquement chacun des termes apparaissant
dans (3.2) (en remplagant la différentielle par
lexpression donnée par la proposition 3.15). . I

3.4 Plan tangent

On suppose que [ est différentiable en a. Pour tout x € R™ on note
9(x) = f(a) + daf(x —a)

(on note que cette définition a un sens méme si f n’est pas définie sur tout R™). Alors g est
une application affine (une constante + une application linéaire) telle que

f@) ~ @)= o (llz—al).

Il n’est pas difficile de voir que g est en fait la seule application affine & avoir cette propriété.
L’image de R™ par 'application g est appelée plan tangent au graphe de f au point a.

Supposons que n = 2 et p = 1. Alors le graphe de f est une « surface » de R3, et le plan
tangent au graphe de f est véritablement un plan de R3. C’est le plan qui est proche du
graphe de f quand on « zoome » sur le point (a, f(a)) (voir figure 3.1).

60

60

Yl
XD
i
// /
g/
f s[[[//

40

20

5 _5

FIGURE 3.1 — Graphe de 'application (z,y) — 222 + y? et son plan tangent au point (-1,1).

Si on zoome autour du point (—1,1, f(—1,1)), le graphe et le plan tangent paraissent quasiment confondus.

FEzxercice 3.6. On considére lapplication f : (z,y) — cos(zy). Déterminer le plan tangent
au graphe de f au point (1,0).

3.5 Vecteur gradient

On suppose dans ce paragraphe que p = 1, c’est-a-dire que f est a valeurs réelles.
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Définition 3.17. Soit a € U. On appelle gradient de f en a le vecteur

Via)= : eR™

Proposition 3.18. Pour tout a € U le gradient V f(a) est l'unique vecteur tel que pour tout
heR"™ on a

dof(h) = (Vf(a), D),

ot pour deuz vecteurs u = (u1,...,Uy) et v = (v1,...,v,) de R™ on a noté (u,v) le produit
. n
scalaire usuel Y5, ujv;.

Démonstration. Cela résulte directement de la proposition 3.15. O

Le vecteur gradient indique en chaque point la direction de plus grande pente. Dans la
montagne, si vous voulez prendre la pente la plus dure, il faut suivre le gradient de la fonction
altitude. Si vous voulez descendre le plus possible, il faut au contraire suivre la direction
opposée. Et si vous voulez garder la méme altitude, c’est-a-dire rester sur votre ligne de
niveau, il faut alors suivre une direction orthogonale. En particulier le vecteur gradient est
en tout point orthogonal aux lignes de niveaux (en un sens a préciser. . .).
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FIGURE 3.2 — Le graphe, les lignes de niveaux, et le gradient de l'application f : (x,y) —
—(&®+y?)
e .

Ezercice 3.7. Déterminer en tout point de R? le vecteur gradient de I'application f :
(z,y) — pe~ @+,

3.6 Matrice jacobienne

On revient au cas général ou f peut étre a valeurs dans RP pour n’importe quel p € N*.
On introduit maintenant la matrice jacobienne d’une application différentiable. Il n’y a pas
de concept nouveau, on donne simplement un nom & la matrice de la différentielle dans les
bases canoniques de R” et R? :
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Définition 3.19. Si f est différentiable en a, alors on appelle matrice jacobienne de f en a
et on note Jac, f la matrice de d, f dans les bases canoniques de R" et R? :

9f1 Of1
6f oz T oz,
Jac, f = Jac f(a) = ’ =1 : D € M, (R).
Oxj ) 1<igp ' ' ’
1<5<n Ofp Ofp
oz T oz,

Exemple 3.20. Coordonnées polaires : on considére sur R% x R l'application v : (r,6) —
(rcos(0),rsin(d)). Alors ¢ est différentiable sur R% x R et sa matrice jacobienne au point

(r,0) € RY x R est
_ [cos(f) —rsin(6)
Jacyp(r,0) = (sin(@) recos(6) -
Le fait que 1 est partout différentiable sera une conséquence du théoréme 4.2.

Ezxercice 3.8. Ecrire la matrice jacobienne de I'application (z,vy,2) — (zyz,z%y + ) en
tout point de R3.

3.7 Exercices

Ezxercice 3.9. Pour (r,y,z) € R? on note f(z,y,z) = (Qx(y + 22),cos(a:yz)).
1. Donner la nature de chacun des objets suivants :

; :;cacf 6. d1,23)f(1,2,3)
3. Jac £(1,2,3) 7. Vf
4.z f(z,5,2) 8. x> Oyf(z,2,4)
5. d(o,o,o)f 9. 0.f

Par exemple : f est une fonction de R? dans R?, Jac f est une fonction de R? dans ’ensemble
M, 3(R) des matrices & deux lignes et trois colonnes, etc. Il est possible que certains objets
proposés ne soient pas définis.

2. Expliciter les objets de la quantités précédentes. Par exemple : Jac f : (x,y,2) — ..., etc.

Il est trés fortement recommandé de toujours commencer par bien s’assurer que les natures
des objets qui apparaissent dans un théoréme, une démonstration, un exercice, sont bien
claires. Est-ce qu’on me demande de calculer un scalaire (un nombre), une fonction (de quoi
dans quoi), un vecteur, une matrice, une application linéaire, etc. ?

Ezxercice 3.10 (Existence des dérivées partielles n’implique pas continuité). Montrer que
la fonction de la remarque 3.6 admet bien des dérivées partielles en tout point de R?, et les
expliciter.

FExercice 3.11. On admet pour le moment que les fonctions suivantes sont différentiables.
Calculer leurs jacobiennes.

z? — 22

fi:(z,y,2) — < ,sin(x) sin(y)> s foi(zy) - (my, %2 +y%In(1+ :1:2)) .

FExercice 3.12. Soit u un endomorphisme de R™. Pour tout z € R™ on pose

f(z) = (u(z), ),
ot (-,-) désigne le produit scalaire usuel sur R”. Etudier la différentiabilité de f sur R™.

Ezxercice 3.13. Montrer que 'application = — ||z|| (ou ||-|| est une norme sur R™) n’est pas
différentiable en 0.
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Ezxercice 3.14. Soit f une fonction de R? dans R telle que
vz e R?, |f(0)| < |23

1. Montrer que f est différentiable en 0 et donner sa différentielle.
2. Interpréter ce résultat géométriquement.

. . 2 2 2
3. Mémes questions en remplacant ||z||5 par [|z||] et ||z, .

Ezxercice 3.15 (Existence des dérivées directionnelles n’implique pas non plus la continuité).
On considére I'application f de la remarque 3.9.

1. Montrer que f admet en (0,0) une dérivée selon tout vecteur et la calculer.

2. Montrer que f n’est pas continue en 0.
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Chapitre 4

Fonctions de classe C! - Inégalité
des accroissements finis.

Dans le chapitre précédent, on a commencé par définir les dérivées partielles. Puis on a
dit que ce n’était pas une notion de dérivée satisfaisante, en particulier parce que 'existence
des dérivées partielles n’implique méme pas la continuité. On a ensuite défini la notion de
différentiabilité, qui correspond mieux & nos attentes. C’est une notion plus forte, puisque
Iexistence de la différentielle implique en particulier I'existence des dérivées partielles. Mal-
heureusement c’est aussi une notion plus compliquée.

Le but de ce paragraphe est maintenant d’introduire les fonctions de classe C'. Cela géné-
ralise la notion connue en dimension 1. Mais le véritable intérét est que c’est une notion plus
forte que la différentiabilité, et pourtant souvent plus simple & vérifier. Ainsi, pour montrer
qu’une fonction est différentiable on pourra chercher 4 montrer qu’elle est en fait de classe C!
(tout en gardant & P’esprit que ce n’est pas parce qu’une fonction n’est pas C! qu’elle n’est
pas différentiable. ..). Dans d’autres cas on aura explicitement besoin de s’assurer qu’une
fonction est bien C*.

On montrera ensuite 1'inégalité des accroissements finis. On a vu que le théoréme de
Rolle et donc le théoréme des accroissements finis ne sont plus valables pour une fonction de
plusieurs variables. L’inégalité des accroissements finis est quant & elle toujours valable. Et
elle nous rendra bien des services.

4.1 Fonctions de classe C'!

Soit U un ouvert de R™ et f une fonction de U dans RP.

Définition 4.1. On dit que f est de classe C' sur U si toutes ses dérivées partielles sont
définies et continues sur U.

Théoréme 4.2. On suppose que f est de classe C* sur U. Alors f est différentiable sur U.

Démonstration. Pour alléger les notations on suppose que n = 2. Le cas général se montre
exactement de la méme maniére. Soit a = (a1,a2) € U et § > 0 tel que [a1 — d,a1 + J] X
[ag — &,a2 + 0] CU. Pour h = (hy, ha) € [4,0]? on peut définir

) = o) = 1) = (@) — e (@)

On a

fla+h) = f(a) = f(ar + hi,a2 + ha) — f(a1,a2 + h) + f(ai, a2 + h2) — f(a1,az).
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Par hypothése, les fonctions ¢ +— f(a; +t,az + ha) et t — f(ay,as +t) sont de classe C* de
[—9, 6] dans R a valeurs dans RP. D’apreés le théoréme fondamental de 1’analyse (qui s’adapte
a ce cas en travaillant simplement coordonnée par coordonnée) on obtient

fla+h) = f(a) = fla1 + h1,a2 + ha) — f(a1,a2 + h2) + f(a1, a2 + ha) — f(a1, az)

h h
7 1 af 2 af
_/O 6331 (a1 —|—t,a2 +h2)dt+/0 61‘2 (a17a2 —|—t> dt

1 1
:hl/o %(a1+3h17a2+h2)d8+h2[) %(al,az—f—ShQ)dS,

et donc

L7o 0
’I“(h) =h1/0 <8xfl(a1 +3h1,a2+h2)— ({951(&1,&2)) ds

2

Lr7a 0
+h2/0 (850(&17a2+8h2)—a£2(a17a2)> ds.

Soit € > 0. Puisque les dérivées partielles de f sont continues en a, il existe dg €]0, 0] tel que
pour tout hq, he € [—dg, o] et s € [0,1] on a

0 0

H((hfl(al—l—shhag—i—hg)—agl(al,ag) <e
°t 0 0

Hai(al,ag—i—shz)—ai(al,ag) <e.

Cela prouve que |r(h)| < emax(|hi], |ha]|), et finalement r(h) = (]|h]])- D’otu le résultat.

O

o
h—0

Définition 4.3. Soit V un ouvert de R?. On dit que f est un C! difféeomorphisme de &/ dans
V si f est une bijection de classe C' de U dans V dont la réciproque f~! est de classe C' sur

V.

Remarque 4.4. Si f est un C'-diffeomorphisme de U dans V et W C U est ouvert, alors f(W)
est ouvert comme image réciproque de W par 'application continue f~1.

4.2 Inégalité des accroissements finis

Soient U un ouvert de R™ et f : U — RP une application différentiable.
Théoréme 4.5 (Inégalité des accroissements finis). Soient a,b € U tels que
[a;0] ={(1 = XN)a+ b, A€ [0,1]} CU.
Alors on a

1£(0) = f(a)l < b= all sup |[|dxfl]-
z€[a,b]

Démonstration. On note
M = |[b—all sup |[|dsf]ll
z€[a,b]
On considére 'application

{ 0,1 — RP,
' t = flat+tb—a)).
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Par composition de fonctions différentiables (on l’admet pour le moment, ce sera vu au
chapitre 6) on obtient que g est différentiable (c’est-a-dire dérivable) sur [0, 1] et

vt e [07 1]; g/(t) = da+t(b—a)f (b - CL).
En particulier :
19" < 1 datsp—a) fII1 b = all < M.

Soit € > 0. On considére
I ={t €[0,1]] lg(t) — g(0)[| < t(M +¢)}

et s. = sup(l;). Ce supremum est bien défini car I. est borné (par 1) et non vide (il contient
0). Soit (tm),,cn une suite d’éléments de I. qui tend vers s.. Alors pour tout m € N on a
lg(tm) — g(0)|| <t (M +€). La fonction ¢ — ||g(t) — g(0)]| est continue, donc par passage a
la limite on obtient que ||g(se) — g(0)|| < se(M +¢€), et donc s, € I.. Supposons par I’absurde
que s. < 1. Alors pour h > 0 assez petit on a s, +h € [0,1] et

lg(se + ) — g(se) — hg'(se)|| < he.
Ainsi

lg(se +h) = g(O)]l < llg(se) = gO)[| + hllg'(se) || + he < se (M + &) + hM + he
<(se+h)(M+e).
Cela prouve que s. + h appartient a I. et contredit la définition de s.. Donc s, = 1. Fina-

lement pour tout € > 0 on a [|g(1) — g(0)|| < M + e. En faisant tendre ¢ vers 0 cela donne
llg(1) — g(0)|| < M, ce qui conclut la démonstration. O

Corollaire 4.6. On suppose que U est convexe. Si toutes les dérivées partielles de f sont
nulles sur U alors f est constante sur U.

Définition 4.7. Soit f une fonction d’'un domaine D de R" & valeurs dans RP. Soit K > 0.
On dit que f est K-lipschitzienne si

Ve,y €D, |If(z) = f)l < Kz -yl

On dit que f est lipschitzienne si elle est K-lipschitzienne pour un certain K > 0.

Remarque 4.8. Attention, la constante de Lipschitz K dépend du choix des normes sur R"
et RP. Par contre, par équivalence des normes, le fait qu’une fonction soit lipschitzienne ou
non ne dépend pas des normes choisies.

Souvent, pour montrer qu'une application est lipschitzienne, on utilise I'inégalité de la
moyenne : si f est différentiable sur le convexe Q et s'il existe K > 0 tel que |||df (2)|] < K
pour tout x € Q, alors f est K-lipschitzienne sur 2.

Définition 4.9. On dit que f est contractante si elle est K-lipschitzienne pour un certain
K €0,1].

Attention, cette derniére notion dépend du choix des normes considérées. . .
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4.3 Exercices

Ezercice 4.1. On considére Iapplication f : R? — R définie par

flz,y) = {wf?y? si (z,y) # (0,0),

0 sinon.

Déterminer en quels points la fonction f est continue, admet des dérivées partielles, est
différentiable. Déterminer le plus grand ouvert de R? sur lequel f est C*.

Ezercice 4.2. On considére I'application f : R? — R définie par

zy> .
9347}/“/2 S1 (x,y)sé(0,0),
0 sinon.

f(z,y) :{

Déterminer en quels points la fonction f est continue, admet des dérivées partielles, est
différentiable. Déterminer le plus grand ouvert de R? sur lequel f est C*.

Exercice 4.3. On considére l'application f : R?> — R définie par f(x,y) = inf(22,y?).
Déterminer en quels points la fonction f est continue, admet des dérivées partielles, est
différentiable. Déterminer le plus grand ouvert de R? sur lequel f est C*.

On note D la droite d’équation x = y. En dehors de cette droite la fonction f est polyno-
miale donc de classe C! (f(z,y) vaut 22 sous cette droite et y? au dessus).

FEzxercice 4.4. 1. Montrer que si f est une fonction contractante de &/ C R™ dans R"™ alors
léquation f(x) = 2 admet au plus une solution.
2. On considére le systéme d’équations

1 1
x = isin(a:er)7 y= icos(x — ).

Montrer que ce probléme admet au plus une solution (z,y) € R? (N.B. : on verra au théoréme
7.1 comment montrer que ce probléme admet effectivement une solution).

Exercice 4.5. Montrer qu'une application lipschitzienne est continue.

Ezercice 4.6. On munit R™ de la norme euclidienne ||-||,. Montrer que I’application

2
[Ed(
est de classe C'! sur R \ {0} et déterminer sa différentielle en tout point.

Ezercice 4.7. Soit 3 > 0. On considére I'application f : R? — R définie par

f(z,y) = {zgil; si (z,y) # (0,0),

0 sinon.

Déterminer pour quelles valeurs de /3 la fonction f est continue sur R?, et pour quelles valeurs
elle est différentiable sur R2.

Ezercice 4.8. Soit (fm),,cy une suite de fonctions de classe C* d’un ouvert & C R™ dans
RP. On suppose que cette suite converge simplement vers une fonction f : U — RP :

Ve elU, fm(z) m f(z).

On suppose en outre que la suite des différentielles df,,, converge uniformément sur U, c’est-
a-dire que pour tout x € U il existe une application linéaire g(z) de R™ dans RP telle que

sup |||de fm — g(@)[|| ——— 0.
2ER™ m——+oo

Montrer que la fonction f est de classe C' sur U et déterminer sa différentielle en tout point.
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Chapitre 5

Dérivées d’ordres supérieurs.
Application a I’étude d’extrema.

On s’intéresse dans ce chapitre aux dérivées d’ordre 2 ou plus d’une fonction de plusieurs
variables. Comme pour une fonction d’une seule variable, la dérivée premiére (la différentielle
ici) permet d’avoir la meilleure approximation d’une fonction en un point par une fonction
affine, mais on peut avoir besoin d’étre plus précis.

L’application que I'on va détailler ici est I’étude des extremums d’une fonction a valeurs
réelles. Comme pour une fonction d’une variable, on va voir que la différentielle premiére
s’annule 14 ou la fonction atteint ses extremums locaux, mais on aura besoin de la dérivée se-
conde pour voir s’il s’agit effectivement d’'un extremum local et, le cas échéant, s’il s’agit d’un
maximum ou d’un minimum. Cela a évidemment de nombreuses applications, les problémes
ol on cherche & optimiser une grandeur en fonction de divers paramétres étant trés nombreux.

5.1 Dérivées partielles successives

Soit f une fonction d’un ouvert U de R™ a valeurs dans RP.

Définition 5.1. e On dit que f est de classe C? sur U si elle est de classe C'! et que toutes
ses dérivées partielles sont de classe C1 sur U.

e Par récurrence, on dit que f est de classe C* sur U si elle est de classe C! et que toutes
ses dérivées partielles sont de classe C*~1 sur U.

e On dit que f est de classe C sur U si f est de classe C* sur U pour tout k € N*.

Si f est de classe C2, alors pour j, k € [1,n] on note

Of_ 0 (ofy  &f _ 0 (of
81'3 o 81']- 81‘]' 8xj8xk o 8£Ej 8£Ek ’

On a également des notations analogues pour les dérivées partielles & tout ordre.

Ezxercice 5.1. Calculer, en tout point (z,y) ou elles sont définies, toutes les dérivées par-
tielles secondes des fonctions de deux variables suivantes :

fii(wy)=a® 5 fai(zy) = atcos(y) 5 fa:(x,y) = ab

2
Les résultats de lexercice précédent semblent indiquer que les dérivées croisées 2L et
1% q q dzdy

02
adygr sont égales. C’est effectivement le cas pour une fonction de classe C2. Et c’est une trés

bonne nouvelle.
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Théoréme 5.2 (Théoréme de Schwarz). On suppose que f est de classe C? sur U. Alors
pour tous j, k € [1,n] on a surld :
*f _ f
6$ja.%'k N 8xk8x]

Remarque 5.3. Attention tout de méme! Il existe des fonctions de R? dans R telles que les
2’ f >’ f
0xdy et oyox
(voir exercice 5.6). Une telle fonction n’est donc pas de classe C2.

dérivées secondes existent en un point a¢ mais prennent des valeurs distinctes

Démonstration. Solent a € U et j, k € [1,n]. Soit o > 0 tel que a + hje; + hyer € U pour
tout hj, hy, € [0, do]. Pour hj, hy, €]0, o] on note

d(hj, hy) = fla+ hjej + hier) — fla+ hje;) — f(a+ hrer) + f(a)).

1
h/jhk(
On a

1 hi o f he o f
o(hj, hy) = o < ; &m( a+ hje; -‘rtek)dt—/o Tm(a+tek)dt

of
/ <8xk (a+ hjej + shyer) — a—xk( a-+ shkek)) ds

/ / 81:]8:ck a+ Thjej + shier) dsdr.

Soit € > 0. Par continuité de 81 aw il existe 6 €]0, dg] tel que pour tous h;, ki € [0,4] on a

o f 0 f
’mf(a"’_hjej"’_hkek)_m G)H < €
Ainsi pour hj, hy € [0,0] on a
o0 f o0 f
. — < e ) — <
Hqﬁ(h], hi) Fz,00n a H B0 (a + Thje; + shie;) D0 (a)|| dsdr < €

Cela prouve que
0% f

(hj,hi)—(0,0) 8%83%

o(hj, hu)
Mais d’autre part on a

1 hiof of
d)(hj’hk)_hhk</ 8ch(a+tej+hkek)dt_ ; 8x](a+t6])dt>

/ / 8&%3% (a+ Thje; + shye;) dr ds,

et on obtient de la méme maniére que

0% f "
(hj,hi)—(0,0) aa:k(')xj

¢(hj7 hk)

D’oit le résultat par unicité de la limite. O

Par récurrence, on peut montrer que si f est de classe C*, alors I'ordre de dérivation des
dérivées jusqu’a l'ordre k£ n’a pas d’importance.

La somme des dérivées secondes par rapport & chacune des variables joue un role treés
important dans beaucoup de problémes physiques. Cela lui vaut un nom et une notation
spéciale :
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Définition 5.4. Soit f une fonction de classe C? de & C R™ dans R. On appelle laplacien
de f la fonction définie sur U par

n 82

5.2 Formule de Taylor-Young a ordre 2

Soit U un ouvert de R™, f une fonction de U dans RP, et a € U. Pour h e R" et t € R
assez petit on note

o(t) = fla+th). (5.1)

On rappelle que si f est différentiable sur U alors ¢ est dérivable et

@' (t) = dayinf(a) = Z hj%(a +th).
j=1 J

Si les dérivées partielles de f sont elle-mémes différentiables, alors pour tout j € [1,n] on
obtient de méme

d (0f
(axj +th> thaxkaxjaﬂh).

Si f est de classe C2, la fonction ¢ est donc elle-méme de classe C? avec
3f
hjh th).

Plus généralement, si f est de classe C*, on peut vérifier que ¢ est de classe C* et calculer
explicitement ses dérivées. Ainsi, en écrivant les formules de Taylor usuelles pour ¢, on peut
obtenir des formules analogues pour la fonction de plusieurs variables f. On utilisera cette
idée dans la section suivante.

On commence par donner une preuve pour la formule de Taylor-Young a l'ordre 2 :

Théoréme 5.5 (Taylor-Young a Pordre 2). Soit f une fonction de classe C? de U dans RP.
Soit a € U. Alors on a

n 1 n an 5
fla+h)= +Zh 5j%:jlhjhkmm)Jrhgo(uhu ).

Démonstration. Pour h € R™ assez petit on note

- af
Ry(h) = f(a+h) — f(a) - Z ol Z: &,kaxl
On doit montrer que
Ra(h)
5.2
IR|I* o o2

On rappelle que si g est une fonction différentiable en a on a pour h € R™ assez petit

g+ ) = o)+ S h 5@+ o ().
j=1 ’
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Soit j € [1,n]. La dérivée partlelle ~ est différentiable en a, donc
of
h) — — hl ).
Ox; prehy (’930] Z 81:k833 hgo ( 171 )
Or
OR, of
—(h h) —
an, M = g, @t Z &’ck@x]

On en déduit que
lldnRalll = o (l]).

Soit € > 0. Il existe donc > 0 tel que pour h € B(0,0) on a |||dyRz||| < e]/h||. D’aprés
I'inégalité des accroissements finis on a alors

2
[Ra(R)|| = [[Ra(h) = Ro(O)[| < e[|l [[All = e [|A]" -
Cela prouve (5.2) et conclut la démonstration. O

Si f est une fonction de plusieurs variables a valeurs réelles, on regroupe des dérivées
partielles dans un vecteur appelé gradient. Les dérivées secondes sont quant a elles collectées
dans une matrice, appelée matrice Hessienne :

Définition 5.6. Soit f une fonction de classe C? de &/ C R™ dans R et a € I{. On appelle
Hessienne de f en a la matrice (symétrique)

2f ?f 2f
871%(0') 0x10x2 (a’) e Ox10x, (a’)
2*f 2*f *f

92 (@)  5(a) . g (a)

Hessa(f) o f a) _ Ox10x2 0x3 Ox00xy, c Mn (R)
0wi0; "/ 1<ij<n : ;
9% f 9% f d*f
Ox10x, (a) 0120, (a) e ox2 (a’)

Remarque 5.7. Si f admet des dérivées partielles secondes mais n’est pas de classe C2, alors la
matrice Hessienne peut étre définie mais ce n’est plus nécessairement une matrice symétrique.

On peut alors ré-écrire la formule de Taylor-Young en utilisant la matrice Hessienne. Pour
hy

h = € R" on a
I

flat ) = fla) + dof(n) + TSI ey,

5.3 Formules de Taylor a tout ordre

Si la fonction f de la partie précédente est en fait de classe C* pour k € N*, alors la
fonction ¢ définie en (5.1) est de classe C* et on a

(k) o"f
e\ (t) = g hj, .. J’“é) (a+th).
zj, -

Jirin=1 - O
Pour k € N et h € R™ on note

ok f
Dkf(a)(h)k: Z hj, ... h ]kﬁ

..0x;
Jis--odk=1 Tk

(a).
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Attention, cette notation est plus compacte (ce qui est sans aucun doute une bonne chose),
mais pas forcément plus claire ...

Une autre notation possible exploite le fait que dans la somme précédente beaucoup de
termes sont en fait égaux (par le théoréme de Schwarz). Pour a = (a1, ..., a,) € N™ on note
ol = a1 4+ 4+, h* = hT' ... hS" et

a\alf oot on-1 gon f

- « = (o5 . Qp—1 Qp *
ox o0z O0x," 7" Oxn

On note également a! = aq!...a,!. Pour k € N on a alors :

LD @) = 3 or fa)he.

k!
la|=k

Une fois toutes ces notations absorbées, on peut énoncer les formules de Taylor. On donne
ici la formule de Taylor avec reste intégral. Comme pour les fonctions d’une seule variable,
c’est la plus précise.

Théoréme 5.8 (Formule de Taylor avec reste intégral). Soit k € N. Soient f: U — RP une
fonction de classe C**1 a € U et h € R™ tels que le segment [a,a + h] est contenu dans U.
Alors on a

1 L
fla+h)= f(a)+Df(a)(h) + -+ kaf(a)(h)k +/ %Dk“f(a + th)(h)* 1 dt.
. O .
Démonstration. Il suffit d’appliquer entre 0 et 1 la formule de Taylor avec reste intégral
usuelle a la fonction ¢ définie par (5.1). O

On peut déduire la formule de Taylor-Young de la formule avec reste intégral en estimant
simplement le reste. On observe qu’on a alors besoin d’une fonction de classe C**! au lieu
de C*. On peut donc préférer généraliser la démonstration du théoréme 5.5 pour obtenir le
résultat suivant.

Théoréme 5.9 (Formule de Taylor-Young). Soit f : U — R une fonction de classe C* et
a €U. Alors pour h € R™ on a

flat 1) = f(a) + DF(@)(R) + -+ DA @) + o (I4]").

5.4 Application a I’étude des extremums locaux

Soit U un ouvert de R™ et f une fonction de & dans R. On cherche maintenant a trouver
les extremums locaux de f.

Définition 5.10. Soit a € U.

e On dit que f admet un maximum (minimum) local en a s’il existe r > 0 tel que pour tout
z € B(a,r) on a f(x) < f(a) (f(z) = f(a)).

e On dit que f admet un maximum (minimum) local strict en a s’il existe r > 0 tel que pour
tout z € B(a,r) \ {a} on a f(x) < f(a) (f(z) > f(a)).

e On dit que f admet un extremum local en a si elle admet un maximum ou un minimum
local en a.

Proposition 5.11. On suppose que f est de classe C' et admet un extremum local en a.
Alors dof =0 ou, ce qui est équivalent, V f(a) = 0.

Démonstration. Soit j € [1,d]. L’application ¢ — f(a + te;) est définie et dérivable au
voisinage de 0 et admet un extremum en 0. Cela implique que sa dérivée en 0, c’est-a-dire
g%(a), est nulle. O
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Définition 5.12. On dit que f admet un point critique en a si Vf(a) = 0.

Remarque 5.13. Comme en dimension 1, le fait que a soit un point critique de f n’implique
pas que f admet un extremum local en a.

2 2

FIGURE 5.1 — La fonction (z,y) — (2% — 2y2)e*2$2*y2 admet deux maximums, deux mini-
mums, et un point critique qui n’est pas un extremum local.

On suppose maintenant que f est de classe C? et que a est un point critique de f. D’aprés
la formule de Taylor-Young on a

flath) = f(a) +Quf(h)+ o (In]*),

ol on a noté .
Quf(h) = L Hesal D)2

Le signe de la quantité Q. f(h) va nous permettre de déterminer si pour h petit f(a+ h) est
plus petit ou plus grand que f(a), ou si les deux cas se présentent.

Définition 5.14. On dit que (la forme quadratique) Q,f est
e positive si Q. f(h) = 0 pour tout h € R™,

e négative si Q,f(h) < 0 pour tout h € R",

e définie positive si Q4 f(h) > 0 pour tout h € R™ \ {0},

e définie négative si Q,f(h) < 0 pour tout h € R™\ {0}.

On observe que la forme quadratique ), peut n’étre ni positive ni négative. La proposition
suivante donne une condition nécessaire pour qu’un point critique soit un minimum ou un
maximum local.

Proposition 5.15. Soit a un point critique de f.
e Si f admet un minimum local en a, alors Q.(f) est positive.
e Si f admet un mazimum local en a, alors Q.(f) est négative.

Démonstration. On montre la premiére propriété. La deuxiéme s’obtient en appliquant la
premiére & —f. On suppose donc que f admet un minimum local en a et on considére
h € R™. Pour t € R assez petit on a

fla+th) — f(a) > 0.
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Or
5 (Flatth) — £(@) = Qu(AB) + 0, (1) — Qu(F)(h).
Cela prouve que Q. (f)(h) = 0. O

2

Ezercice 5.2. Montrer que I'application (z,y) + 22 — y? admet un point critique mais

n’admet aucun extremum local (voir figure 5.2)

Malheureusement la réciproque de la proposition 5.15 n’est pas vraie. Ainsi cette propo-
sition permet de dire qu’un point critique n’est pas un maximum local ou pas un minimum
local, mais elle ne donne pas de conclusion positive.

On admet pour ce cours le résultat suivant :

Proposition 5.16. La matrice Hess, f est orthodiagonalisable : cela signifie qu’il existe une
A1 (0)

matrice diagonale réelle D = et P € GL,(R) tels que P~ ="P et
(0) An

Hess,(f) = P"'DP = ‘PDP.

Avec ce résultat on est capable de donner une condition suffisante pour qu’un point
critique soit un minimum ou un maximum local :

Proposition 5.17. Soit a un point critique de f.
o S5i Qu(f) est définie positive, alors f admet un minimum local strict en a.
o S5i Qu(f) est définie négative, alors f admet un mazimum local strict en a.

Remarque 5.18. Si Qu(f) est positive mais pas définie positive, ou négative mais pas définie
négative, alors ni la proposition 5.15 ni la proposition 5.17 ne permettent de dire si f admet
ou non un extrumum en a.

Démonstration. On suppose que Qq(f) est définie positive. On a D = P Hess,(f)"P. Donc
pour tout j € [1,n] on a

\j =tejDej = (' Pej) Hess,(f)' Pe; = 2Qu(f) (' Pej) > 0.
h
On note A = min(Ay,...,A,) > 0. Soit h € R". On note Ph= | : |. On a alors

b,

n

Qa(f)(h) = "hHess,(f)h = "(Ph)D(Ph) = \;(h;)*

j=1
>\ (h)* = X(Ph) - (Ph) = A'h-h=\||hl|;.
j=1

Et comme

fla+h) = f(@) = Qu(N(A) + o (Ih]3),

il existe » > 0 tel que f(a + h) — f(h) > 0 pour tout h € B(0,7) \ {0}, et donc f admet un
minimum local strict en a. O

Définition 5.19. Soit @ un point critique de f. On dit que a est un point selle de f si
Qo (f)(h) prend des valeurs strictement positives et strictement négatives.
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FIGURE 5.2 — Le point (0,0) est un point selle pour la fonction (x,%) + 22 — y2.

Remarque 5.20. Si a est un point selle de f, alors f n’admet pas d’extremum local en a.

Proposition 5.21. On suppose que n = 2. Soit a un point critique de f.
e SidetHess,(f) < 0, alors a est un point selle de f.

o SidetHess,(f) > 0, alors a admet un extremum local strict en a.

- Si Af(a) 20, c’est un minimum local.
- Si Af(a) <0, c’est un mazimum local.

Démonstration. On note A1 et Ao les valeurs propres de Hess,(f). Alors avec les notations
précédentes on a det Hess, (f) = det D = A\ Ay et Af(a) = TrHess,(f) = TrD = A1 + Ao. Si
A1 A2 < 0, on en déduit que Q. (f)(Pe1) = A1 et Qu(f)(Pez) = Az sont non nuls et de signes
distincts. Le point a est donc un point selle de f. Si Ay s > 0, les deux valeurs propres sont
non nulles et de méme signe, positif si Af(a) > 0 et négatif si Af(a) > 0. Le calcul de la
preuve précédente montre que f admet alors en f un minimum local strict (respectivement

maximum local strict).

5.5 Exercices

O

Ezercice 5.3. Etudier sur R? les extrema locaux et globaux des fonctions définies par

freo(@y) =ty 5 fo

Dwy) —at—yt

fs:(w,y) =z

4

)

fa:(@y) = —(@"+y").

Ezxercice 5.4. Etudier les extrema locaux et globaux des fonctions définies par
o fi(x,y) =2® +y® — 3zy sur R?,

o fo(z,y) = 2* +y* — 4wy sur R?,

o f3(x,y) = y(z? + (Iny)?) sur R x R,

o fi(z,y) =y*+2? + zy + 2z — 2y sur R2.

Ezxercice 5.5. Soit A € M, (R) une matrice symétrique définie positive et b € R™. On admet

(ou pas) que l'application

o:xT > %(Ax,z}—(b,z)

admet un minimum global sur R”. Montrer que ce minimum est atteint au point A~1b.

Ezxercice 5.6 (Contre-exemple pour le théoréme de Schwarz). On considére I'application

f : R? — R définie pour (z,

y) € R? par

= () v

0 sinon.
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1. Etudier la continuité de f.
2. Etudier 'existence et éventuellement la valeur des dérivées premiéres et secondes de f.
3. Déterminer le plus grand domaine de R? sur lequel f est C', C2.

Ezercice 5.7. Soit f une fonction de classe C? de R dans R telle que f(0) = 0 et f/(0) # 0.
Pour (z,y) € R? on pose F(z,y) = f(z)f(y).

1. Montrer que F est de classe C? sur R?.

2. La fonction F' admet-elle un extremum local en (0,0) ?

FEzxercice 5.8. Déterminer

. 1 1

inf ([ —+-+uzy).
x>0 \ & Yy

y>0

Année 2015-2016 37



L2 Parcours Spécial - S3 - Calcul différentiel et intégral

38 J. Royer - Université Toulouse 3



Chapitre 6

Composition de fonctions

différentiables - Application aux
EDP

6.1 Composition de fonctions différentiables

En dimension 1, on sait que si f et g sont deux fonctions dérivables de R dans R, alors la
composée f o g est également dérivable et pour tout x € R on a

(fog)(z) = f'(9(x)g (x). (6.1)

Cette propriété se généralise aux dimensions supérieures en suivant exactement la méme
démonstration. Comme souvent dans ce cours, les problémes sont dus & un énoncé un peu
plus «lourd » et des notations parfois trompeuses. Un peu de pratique est donc nécessaire
(et, a priori, suffisante) pour que tout se passe bien.

Proposition 6.1. On suppose que g : U C R™ — R" est différentiable en a € U. Soient V
un ouwvert de R™ contenant g(U) et f :V — RP une application différentiable en g(a). Alors
Uapplication f o g est différentiable en a de différentielle

da(fog) :dg(a)fodag'

En particulier si g et f sont de classe C' surU et V respectivement, alors f o g est de classe
C' sur U. En termes matriciels I’égalité précédente s’écrit

Jacy(f o g) = Jacy(,) f @ Jaca g.

Si on note Y1, ...,Ym les coordonnées dans R™ et x1,...,x, les coordonnées dans R™ cela
donne

A109) 4y = 3 0T (4 00)) 2% (4,

Vi € [1,m],

g
0y; = Oy, 0y;

La derniére formule de cette proposition n’est pas trés sympathique & priori, mais une fois
passée la légitime appréhension on se rendra compte qu’elle permet de calculer concrétement
(et finalement sans trop souflrir) les dérivées partielles d’une fonction composée.

Ezercice 6.1. On suppose que f et g sont des fonctions dérivables de R dans R. On se
donne a € R. Rappeler ce que désignent les objets do(f o g), dg(a)f et dog dans ce cas et
retrouver la formule (6.1).
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Soit f une fonction différentiable de R™ dans R. Soit I un intervalle de R. Soient z1,...,z,
des fonctions dérivables de I dans R. Pour t € I on pose

p(t) = f(x1(t), ..., zn(t)).
Alors d’aprés la proposition 6.1 la fonction ¢ est dérivable sur I et pour tout ¢t € I on a

o'(t) = x’l(t)%(xl(t), L (t) 4 +x;(t)%(x1(t),...,xn(t)).

Dans cette formule il faut faire attention & la confusion entre la fonction x; : ¢ — x;(t) et le
nom donné a la 7*™° variable pour la fonction f. Le temps de s’habituer & ce type d’écriture,
il est peut-étre plus prudent d’utiliser la notation d; f au lieu de ngj, ou bien de donner un
autre nom aux fonctions coordonnées. Une fois que tout est bien clair, il est en fait pratique
de donner le méme nom & la variable et & la fonction coordonnée. En général, les abus de

notation vont méme bien au-dela, sans quoi les formules deviennent vite extrémement lourdes.

On remarque que dans le cas ot la fonction z; est de la forme ¢ — a; +tv; avec aj,v; € R

pour j € [1,n], on retrouve la formule donnant la dérivée de f en a = (ay,...,a,) et dans
la direction v = (vq,...,v,).
Ezxercice 6.2. Avec les notations précédentes, on note X : ¢ — (z1(t),...,x,(t)). Soit t € I.

Ecrire les matrices jacobiennes de f au point X (t) et de X au point ¢, et retrouver la formule
donnée pour ¢’ (t).

Si vous avez bien compris le cas m = p = 1 alors vous avec tout compris. En effet, si
p > 2 alors on peut étudier les différentielles coordonnées par coordonnées, ce qui revient
& étudier p fonctions qui ont chacune une seule variable a 'arrivée. Et si m > 2, on peut
calculer les dérivées partielles, qui se comportent chacune comme une dérivée usuelle. Ceci
étant dit, il est parfois plus simple d’utiliser directement la formule de la différentielle ou de
la jacobienne.

Ezemple 6.2. On considére une application différentiable f de R? dans R. Pour r > 0 et
0 € R on note
F(r,0) = f(rcos(f),rsin(0)).
Alors F est différentiable sur R* x R et pour (r,0) € R} x R on a
oF d(rcos(0)) Of d(rsin(9)) Of

o (r,0) = —a X %(r cos(8), rsin(f)) + — X a—y(r cos(6),rsin(f))

= cos(0) % (rcos(6), rsin(8)) + sin(6) %ch (rcos(), rsin(8)).

FEzxercice 6.3. Avec les notations de ’exemple précédent, calculer %—5 en tout point de

R* x R.

Maintenant que ’on est convaincu que la proposition 6.1 n’est pas si terrible, il convient
de s’assurer qu’elle est vraie. ..

Démonstration de la proposition 6.1. Comme f est différentiable en a, il existe une fonction
€1 définie sur un voisinage U de 0 dans R™ a valeurs dans RP telle que

e1(h) 752 0

et pour h € u
fla+h) = f(a) +daf(h) +[[h]| e1(h).

De méme g est différentiable en f(a), donc il existe une fonction 5 définie sur un voisinage
V de 0 dans R? & valeurs dans R™ telle que

62(k) —0
k—0
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et pour k € %
9(f(a) + k) = g(f(a)) + dy(a)g(k) + [kl e2(k).

Quitte a réduire U on peut supposer que fla+h)— f(a) € Y quand h € U. Pour h € U on
note k(h) = daf(h) + ||h|| e1(R). On a alors

g(fla+h)) =g(f(a)+ k(h))

= g(f(a)) + ds(ayg(k(h) + |k(h)] 2 (k(h)) (6.2)
= g(f(a)) + dfg(daf(h)) +r(h)
r(h) = dp@g( Rl e1(h)) + k()| 2 (k(R))
o () k()]
]TH =dswag(e1(h)) + 1] e2(k(h)) o O
donc d’aprés (6.2) (g o f) est bien différentiable en a de différentielle df(,)g o do f. O

Avant d’aller plus loin, on revient sur les coordonnées polaires, qui fournissent un chan-
gement de variables extrémement utile pour bien des problémes.

Exercice 6.4. Pour (r,0) € R x R on note v(r,0) = (rcos(#),rsin(f)). On considére une
fonction différentiable f de R? dans R, puis on note f = f o .

1. Montrer que f est une fonction différentiable de R*% x R dans R.

2. Soit (r,0) € R% xR. On note (z,y) = 1(r, ), w, = (cos(0),sin(0)) et uy = (—sin(6), cos(h)).
Faire un dessin.

3. Montrer que &f(r, 0) est égale a la dérivée de f au point (x,y) et dans la direction ur,
tandis que 8y f (r,0) vaut r fois la dérivée de f au point (z,y) et dans la direction .

A\ Bien souvent pour « simplifier » les notations on écrit f(r,0) au lieu de
f(r,0). Par suite on consideére les dérivées partielles 0, f et 9p f. Elles ne désignent
rien d’autre que les dérivées partielles de la composée f = fo. Cet abus de
notation peut éventuellement étre pratique pour celui qui a bien ’habitude, mais
il est aussi trés perturbant dans un premier temps. Car si les fonctions f et f
désignent la méme quantité physique en coordonnées cartésiennes ou polaires, ce

sont bel et bien des fonctions différentes.

6.2 Equations aux dérivées partielles

On appelle équation aux dérivées partielles une équation dont I'inconnue est une fonction
de plusieurs variables et qui fait intervenir les dérivées partielles de cette inconnue.

L’étude des équations aux dérivées partielles (EDP pour les intimes) est une branche
importante de la recherche en mathématiques et ses applications sont trés nombreuses en
physique. Beaucoup font intervenir 'opérateur laplacien introduit au chapitre précédent.
L’équation de Schrodinger pour la mécanique quantique est un exemple bien connu et pour-
tant encore trés étudié d’E.D.P. Elle s’écrit

., 0 h?

Zha(tvx) = 7%A¢(tﬂ 1') + V(I)a
oll ¥ est une fonction inconnue de ¢t € R et z € R3, A désigne le laplacien par rapport
a la variable x, V est un potentiel (une fonction de R® dans R), A ~ 1,05.1073% J.S est la
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constante de Planck (réduite) et m est la masse. On peut également mentionner ici I’équation
des ondes libres. Elle s’écrit
1 0%w

cjﬁ(t,x) — Aw(t,z) = f(t,2),

ou c est une vitesse, f : R x R” — R est un terme source et A désigne a nouveau le laplacien
par rapport a la variable x € R™.

La théorie « générale » des EDP dépasse largement le cadre de ce cours, mais on est déja
capables de discuter les cas les plus simples. En guise de premier exemple, on considére le
probléme de transport suivant :

Ezemple 6.3. Etant donnés ¢ € R et ug € C'(R), déterminer I'’ensemble des fonctions u de
classe C! sur R? telles que

Ou ou
2 —
Y(t,z) € R, m (t,x) + e (t,z) =0 (6.3)
et
Ve eR, wu(0,z)=ug(x). (6.4)

On connait la fonction u & I'instant initial ¢ = 0, on cherche a déterminer ce qu’elle de-
viendra dans le futur (ou ce qu’elle était dans le passé) a partir d’une égalité faisant intervenir
sa dérivée par rapport au temps. Il se trouve que cette dérivée est en fait liée a la dérivée par
rapport a la variable d’espace.

Une approche possible est la suivante. On commence par supposer que u est solution et on
considére la fonction @ qui & (t,y) € R? associe (¢, y) = u(t,y + ct). i est alors une fonction
de classe C! (comme composée des fonctions u et (¢,y) — (t,y + ct) qui sont de classe C1).
En outre pour tout (¢,y) € Ry xR on a

ou ou ou
E(t,y) = E(t,y—i—ct) +e—(t,y+ct) =0.

oz
Cela prouve que pour tout y € R lapplication t — a(t,y) est constante, et donc pour tout
(t,y) € R? on a
a(t,y) = (0, y) = uo(y).

Ainsi pour tout (t,r) € R? on a
u(t,z) = a(t,x — ct) = uo(x — ct). (6.5)

Cela prouve que s'il existe une solution, c’est forcément cette fonction la. Inversement on
vérifie la fonction u ainsi définie est bien solution. Il s’agit encore de calculer les dérivées
partielles d’une fonction composée : pour tout (¢,z) € R% x R on a bien u(0,z) = ug(x) et

de plus

%(t,x) + c%(t, r) = —cuj(x — ct) + cuy(z — ct) = 0.

Cela prouve que u est solution. Finalement le probléme (6.3)-(6.4) admet une unique solution,
c’est la fonction u donnée par (6.5).

6.3 Exercices

Ezxercice 6.5. Soit f une fonction dérivable de R dans R. Aprés en avoir vérifié I'existence,
exprimer en fonction de f’ les dérivées partielles des fonctions

JRExXR — R _ R3 — R
9'{ (ry) = f(r) h{ (z,9,2) = f(zsin(z))

42 J. Royer - Université Toulouse 3



COMPOSITION DE FONCTIONS DIFFERENTIABLES - APPLICATION AUX EDP

Ezercice 6.6. Soit f : R? — R une fonction de classe C'. Pour z,y € R on pose

g(@) = flx,=x),  go(z,y) = f(y,2),  g3(2) = fla, f(z,2)),  ga(z,y) = f(y, f(x,2)).

Montrer que ces fonctions sont de classe C! sur R ou R?, et calculer leurs dérivées (partielles)
en fonction des dérivées partielles de f.

Exercice 6.7. Si une mole de gaz parfait occupe le volume V & la température T et a la
pression P alors on a PV = RT, ou R est une constante. Montrer qu’on a

oPovor o opov
oV oT oP oT or
Attention, s’il n’y a pas de difficulté calculatoire dans cet exercice, il faut faire attention a

lutilisation des motations « physiques ».

Ezercice 6.8 (Coordonnées polaires, acte IIT1). On note D = R_ x {0} C R2. Pour (r,0) €
R* x] — 7, 7[ on note ¥ (r, ) = (r cos(d), rsin(f)). Soit f une fonction de classe C* sur R?\ D
et g=fou.

1. Montrer que t réalise un diffeomorphisme de classe C' de R% x ] —m, [ dans R? \ D
(on verra au chapitre suivant un résultat permettant de montrer facilement que 1! est une
fonction de classe C'!, mais en attendant il va falloir le faire 4 la main).

2. Montrer que g est une fonction de classe C! sur R* x| — 7, 7| et exprimer les dérivées
partielles de g en fonction de celles de f.

3. Sans utiliser d’expression explicite pour 1!, exprimer les dérivées partielles de f en fonc-
tion de celles de g.

Ezercice 6.9 (Laplacien en coordonnées polaires). Soit f une fonction de classe C? sur
R?\ {(0,0} et F définie sur R%. x R par F(r,6) = f(rcos(d),rsin(9)).

1. Montrer que F est de classe C2 sur R} x R.

2. Montrer que pour tout (r,f) € R% x R on a

10 oF 1 92F
Aftreos(o).rsin(®) = 1 - (150 ) (:0) + 7 i (r0)

Ezxercice 6.10 (Equation des cordes vibrantes). Soit ¢ € R*. Déterminer I’ensemble des
fonctions f de classe C2 sur R? telles que pour tout (¢,7) € R? on a

0% f 20%f

V(t,x) €R27 W(f,I)*C @(tv

x) =0.

Indication : on pourra effectuer le changement de variables u =z + ct, v = x — ct.

Exercice 6.11. Pour (z,0) € R} x ] -5, g[ on pose Y(x,0) = (x,x tan(h)).
1. Montrer que v est un difféomorphisme de classe C! de R x ] -5 g[ dans R} x R.
2. Soit f une fonction de classe C'* sur RY xRet g= for.

a. Montrer que g est une fonction de classe C! sur R% % ] - 5,5 [

b. Calculer 0, ¢ en fonction des dérivées partielles de f.

c. Interpréter « géométriquement » la différence entre 9,9 et 9, f.

Ezxercice 6.12. Soit k € R. Déterminer I’ensemble des fonctions f de classe C! de R% xR
dans R telles que

Wo) SRy xR, o (00) ~ y5 (0.0) = f(e).

Indication : on pourra effectuer le changement de variables x = r cos(6), y = rsin(0).
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Ezercice 6.13. Déterminer ’ensemble des fonctions f de classe C'! de R xR dans R telles

que
x 0 0
V(z,y) €RL xR, xa—i(x,y) +ya—§(w,y) = Va2 + 2.

Ezercice 6.14 (Equation d’Euler). Soient f : R™ \ {0} — R une fonction de classe C! et
a € R. Montrer qu’'on a

Ve e R"\ {0} ,Vt e RY, f(tx) =1t"f(x)
(f est positivement homogeéne de degré «) si et seulement si

Vo = (z1,...,2,) € R"\ {0}, xl%(x) ++xn§7f(x) = af(z).
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Chapitre 7

Théoréme du point fixe -
Théoréme de I'inversion locale

Dans ce chapitre et le suivant, on montre deux applications importantes de la notion de
différentiabilité : le théoréme de I'inversion locale et le théoréme des fonctions implicites. Ces
deux théorémes sont assez proches dans la mesure ot on obtient assez facilement I’'un comme
conséquence de l'autre, mais les énoncés et surtout les applications sont bien distincts.

7.1 Théoréme du point fixe

On commence par discuter rapidement du théoréme du point fixe, sur lequel reposent les
théorémes de 'inversion locale et des fonctions implicites. C’est un théoréme qui est également
trés utile par ailleurs. Par exemple, c’est aussi sur le théoréme du point fixe que repose le
théoréme de Cauchy-Lipschitz, point de départ de la théorie des équations différentielles. On
renvoie & ’exposé a venir de Jordan et Nicolas pour plus de détails sur le théoréme du point
fixe, et & celui d’Alexis et Magl pour le théoréme de Cauchy-Lipschitz.

Théoréme 7.1 (Théoréme du point fixe). Soit Q une partie fermée de R™ et f une fonction
contractante de Q0 dans Q. Alors [ admet un unique point fize a (solution de l’équation f(a) =
a) dans Q. En outre si on se donne xo € § et si on définit par récurrence Tmi1 = f(xm),
alors ., tend vers cet unique point fize quand m tend vers linfini. Plus précisément, si
K €[0,1] est tel que f est K-lipschitzienne alors on a

Km
1-K
Exercice 7.1. Dans chacun des cas suivants, montrer que la conclusion du théoréme du
point fixe n’est pas vérifiée, puis expliciter I’hypothése qui n’est pas satisfaite :

(i) Q=]0,1[ et f:z— x/2,

(i) Q=1[0,1] et f:z— Va2 +1,

(iii) Q=Ret f:a+— Va2 +1,

(iv) @=10,%] et f: 2~ sin(z).

’2

[2m — al| < [l = ol -

En fait on aura besoin d’une version & paramétre de ce théoréme du point fixe :

Théoréme 7.2 (Théoréme du point fixe & paramétre). Soit Q une partie fermée de R™ et A
une partie de R™. Soit f une fonction continue de Q x A C R*™ dans Q. On suppose que f
est uniformément contractante : il existe K € [0,1] tel que pour tous z,y € Q et A€ A on a

1z, A) = fly, VI < K flz =yl

Alors pour tout X € A Uapplication x — f(x,\) admet un unique point fixe ay (solution de
Uéquation f(ax,\) = ax) dans Q. En outre Uapplication X — ay est continue de A dans Q.
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7.2 Théoréme de ’'inversion locale

On considére une application f de classe C! d’un ouvert &/ de R™ dans RP et a € U.

On a dit que V'application affine x — f(a) + do f(z — a) est une bonne approximation de
la fonction f au voisinage du point a, et que des propriétés de cette appoximation on espére
déduire des propriétés de f. Le but de ce paragraphe est de voir s’il est possible de faire
un lien entre le fait que f est une bijection et le fait que sa différentielle en tout point de
U est elle-méme bijective. Tout d’abord il est facile de voir que si f est inversible, alors sa
différentielle Iest également en tout point :

Proposition 7.3. On suppose que f réalise un C'-difféomorphisme de U dans V C RP.
Alors n = p et pour tout a € U la différentielle d,f est un isomorphisme de R™ d’inverse

(daf)_l = df(a)(f_l)'

La démonstration repose simplement sur le calcul de la différentielle d’une fonction com-
posée :

Démonstration. On a f~' o f = Idy. En différentiant on obtient que pour tout a € U on a

df(a)(fil) o daf = Idg~ .

De méme on a f o f~! = Idy, donc pour tout b € V

df—l(b)f o db(f_l) = Id]R:D .

Avec b = f(a) on obtient que
dof 0 dpy(f7') = Idgs .

Cela prouve que R"™ et R? sont isomorphes (ce qui implique que n = p), et d f et dy(q)f -1
sont des isomorphismes inverses I’'un de ’autre. O

En dimension 1, on sait qu'une fonction de classe C! d’un intervalle I C R dans R dont la
dérivée ne s’annule pas est injective, et en particulier elle réalise une bijection de I dans f([I).
En outre la réciproque est-elle méme de classe C'', donc f réalise un C! difféomorphisme de
I dans f(I). 1 s’agit méme d’'un C*-difféomorphisme si f est de classe C*.

Malheureusement, tout cela repose sur le théoréme de Rolle dont on a déja dit qu’il n’était
plus valable en dimension supérieure. . .

Ezxercice 7.2. On considére 'application

- R2 — RQ

1. Montrer que f est de classe C™°.

2. Montrer que la différentielle de f est inversible en tout point.

3. Montrer que f n’est pas injective.

4. On consideére I'application ¢ qui a 6 € [0, 27] associe ¢(0) = £(0,0). Montrer que ¢ est de
classe C*°, que sa dérivée ne s’annule jamais, et que ¢(0) = ¢(27).

A la lumiére de cet exemple on comprend qu’on ne pourra pas obtenir I'injectivité (pro-
priété globale) a partir de Uinversibilité de la différentielle (propriété locale).

On va néanmoins I'obtenir localement : si la différentielle de f est inversible en un point,
alors f réalise un difféeomorphisme au voisinage de ce point. Ce n’est pas aussi fort qu’en
dimension 1, mais c’est déja un résultat trés important qui illustre bien l'intérét d’étudier la
différentielle (il est bien plus facile de montrer qu’une application linéaire est inversible que
de montrer directement qu’une fonction est localement inversible en un point).
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Sous Uhypothése que dqo f est inversible, le théoréme de
linversion locale assure l'existence du voisinage VW de
a tel que f réalise un difféomorphisme de W sur f(W).
Cependant rien n’empéche Uexistence de b € U\ W tel
que f(b) = f(a), donc on ne pourra pas conclure a
linjectivité globale. Cependant
o le difféomorphisme entre W et f(W) va tout de méme
nous rendre bien des services,
e et si par ailleurs on peut montrer 'injectivité globale,
alors on aura un difféomorphisme global (c’est le corol-
laire 7.5).

FIGURE 7.1 — Théoréme de l'inversion locale

Théoréme 7.4 (Théoréme de l'inversion locale). Soit f une fonction de classe C* (avec
k>1) dun ouwvert U de R™ & valeurs dans RP. Soit a € U. Si d,f est un isomorphisme de

R™ dans RP alors n = p et il existe un voisinage W de a dans U tel que la restriction de f a
W réalise un C difféomorphisme de W dans f(W).

Heuristique. Soit a € U. Etant donné y proche de f(a), on cherche a4 montrer que I’équation
y = f(x) admet une unique solution x proche de a. Pour cela on écrit

f(@) = fla) +dof(z—a)+...

ou les points de suspension désignent un petit reste. Si d, f est inversible et si on s’autorise
a oublier ce reste, alors on peut écrire

y=Ffz) <= w=a+(df) (¥~ fla)+...

~

On obtient bien une unique solution, qui se trouve étre proche de a. La démonstration
rigoureuse du théoréme repose sur le théoréme du point fixe :

Démonstration. Pour y € RP on considére 'application ¢, : &/ — R™ définie par

py(x) =& — (daf) " (f(2) = y).

Pour tout y € R?, ¢, est de classe C* sur (, sa différentielle ne dépend pas du paramétre v,
et au point @ on a

da¢y = da(bO =0.

Par continuité des dérivées partielles et donc de la différentielle, il existe r > 0 tel que

B(a,r) CU et pour tout y € R? et z € B(a,r) on a
1
oIl < 5
Pour y € R? et 1,25 € B(a,r), on a alors d’aprés I'inégalité des accroissements finis :

1
19y (21) = @y (z2) || < 5 ll21 — 22l -

Cela prouve que ¢, est contractante. D’autre part, par continuité de ’application linéaire
(dof)~! il existe § > 0 tel que pour tout y € B(f(a),d) on a

[(da )" (f(a) —v)|| <

N3

Pour z € B(a,r) et y € B(f(a),d) on a donc

1
¢y (2) = all < llgy() = dy(a)]| + lI¢y(a) —all < 5 llz —all + g ST
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Ainsi ¢, envoie la boule fermée B(a,r) dans elle-méme. On peut donc appliquer le théréme
du point fixe. Pour tout y € B(f(a),) il existe un unique = € B(a,r) tel que ¢, (z) = x, soit
f(x) = y. Notant g(y) ce point fixe, g est donc une bijection de B(f(a),d) dans son image
W C B(a,r) par g, et g est la réciproque de la restriction de f a W.

Il reste & montrer que g est une application de classe C*. En utilisant la version continue
du théoréme du point fixe (théoréme 7.2) et le fait que P'application (z,y) — ¢y(x) est
continue, on obtient directement que g est continue. Pour obtenir le caractére C*, il faudrait
montrer une version C* du théoréme du point fixe, ce qu’on ne fera pas ici. O

Corollaire 7.5 (Théoréme de l'inversion globale). Soit f une application de owvert U C R™
dans Uouvert V C RP. On suppose que f est bijective, de classe CF (k > 1) et que pour tout
a € U la différentielle d, f est un isomorphisme. Alors n = p et f est un difféomorphisme de
classe C* de U dans V.

On obtient finalement dans ce corollaire une propriété globale, mais la propriété d’in-
jectivité qui faisait défaut pour l'exemple vu en début de paragraphe est ici ajoutée aux
hypothéses. Rien d’extraordinaire donc. . .

Cet énoncé du théoréme de 'inversion globale est bien pratique, mais il faut étre conscient
qu’il n’apporte pas grand chose par rapport au théoréme de I'inversion locale 7.4. Il suffit de
regarder la preuve pour s’en convaincre.

Démonstration. 11 suffit de montrer que f~! est de classe C* au voisinage de tout point de
V. Soit b € V et a = f~1(b). D’aprés le théoréme de I'inversion locale appliqué en a, il existe
des voisinages ouverts U de a dans U et V de b dans V tels que f réalise un difféomorphisme
de classe C* de U dans V. En particulier la restriction de f=1 a V est de classe C*. D’ou le
résultat. O
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7.3 Exercices

Ezxercice 7.3. On considére de nouveau 'application f de I’exercice 7.2. On rappelle que f
est de classe C*.
1. Montrer que f définit une application surjective de R? dans R? \ {(0,0)}.
2. Soit (xg,y0) € R?.

a. Calculer la matrice jacobienne de f en (zg,yo).

b. Montrer que f définit un C!-diffeomorphisme local au voisinage de (g, yo)-
3. L’application f réalise-t-elle un diffeomorphisme de classe C' de R? dans R?\ {(0,0)}?
Ezercice 7.4. Montrer que 'application f : R%\ {(0,0)} — R?\{(0,0)} définie par f(z,y) =
(22 — y?,22y) est bien définie et réalise en tout point un difféomorphisme local de classe C?,
mais n’est pas un difféomorphisme global.

Ezxercice 7.5. On considére 'application

Iy R = R3
T\ (@) = (€M e et — e a—y)
Montrer que I'image de f est un ouvert strictement inclus dans R3.

Ezercice 7.6. Montrer qu’il existe r > 0 tel que pour tout (a,b) € R? vérifiant |a| + [b] < r
le probléme

2x + 3y + 52%y3  =a

r—y+sin(z3) =b
admet une solution (z,y) € R2.

Ezxercice 7.7. Soient a,b € R. On considére 'application

[ R = R?
I { (,y) — (x4 acos(y),y+ bsin(z))
1. A quelle condition sur (a,b) la fonction f est-elle un difféomorphisme local en tout point
de R%? On suppose par la suite que cette condition est vérifiée.
2. Montrer que pour tous t1,t2 € R on a [sin(t1) — sin(t2)| < |t1 — 2.
3. En déduire que f est un difféomorphisme global de R? sur son image.

Ezxercice 7.8. On considére 'application f: R — R définie par

fla) = {x—i—xQSin(g) six #0,

0 siz =0.

1. Montrer que f est différentiable sur R.

2. Montrer que la différentielle de f en 0 est un isomorphisme de R.

3. Montrer qu’il n’existe pas de voisinage de 0 sur lequel f est injective.
4. Quel est le but de cet exercice ?

Ezercice 7.9. Soit f une fonction de classe C' de R™ dans R". On note (-,-) le produit
scalaire usuel sur R™ (en particulier (z,z) = ||x||§ pour tout € R™). On suppose qu’il existe
a > 0 tel que pour tous © € R™ et h € R" on a

(dof(h),h) > a|[h]]3.
1. Montrer que pour tous a,b € R™ on a
(f() = f(a),b—a) = ab—al;.

On pourra considérer la fonction ¢ :t € [0,1] — f(a+t(b—a)).

2. Soit F' un fermé de R™. Montrer que f(F) est également un fermé de R”™.

3. Montrer que I'image par f d’un ouvert de R™ est un ouvert de R™.

4. Montrer que f est surjective. On pourra utiliser la connexité de R™ : () et R™ sont les seules
parties & la fois ouvertes et fermées de R™.
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Ezercice 7.10. Soit {2 un ouvert borné de R" et f une fonction de € dans R™. On suppose
que f est continue sur Q et de classe C' sur Q. On suppose que d, f est inversible pour tout
x € Q. Montrer que la fonction x — || f(x)]| atteint son maximum en un point de la frontiére
Q\ Q de Q.

Ezercice 7.11. On se place dans 'espace M, (R) des matrices carrées de taille n X n et a
coefficients dans R. Montrer qu’il existe o > 0 tel que toute matrice A € M, (R) vérifiant
|A — IL,]| € o admet une racine carrée (cela signifie qu'il existe B € M,,(R) telle que B2 = A).

Ezercice 7.12. Soient f et g deux fonctions de classe C' de R? dans R, et o I’application qui
a (z,y) € R? associe (f(x,y),g(z,y)). Soit (u,v) € R%. On considére le systéme d’équations

f(z,y) = u,
{g(x,y) = . )

1. On suppose pour cette question qu’il existe a,b,c,d € R tels que pour tout (z,y) € R? on
a
flzy) =ax+by et g(z,y) =cx+dy.

a b

A= ( d) |
Discuter selon le rang de la matrice A 'existence et 'unicité d’une solution pour le probléme
(9).
2. On revient au cas général pour toute la suite de 'exercice. On suppose dans cette question
que la matrice jacobienne de ¢ est inversible en tout point de R?. Montrer que si le systéme
(S) admet une solution, alors elle est localement unique (en un sens a préciser).
3.On suppose maintenant que la matrice jacobienne de ¢ est nulle en tout point de R2.
Montrer que ¢ est constante sur R?. Discuter l’existence et 1'unicité d'une solution pour le
systéme (S).
4. Enfin on suppose que la matrice jacobienne de ¢ est de rang 1 en tout point de R%. On
suppose par exemple que la dérivée partielle g—i est non nulle sur un ouvert I/ de R2.

a. Montrer que 'application ¢ : (z,y) — (f(z,v),y) est de classe C! sur R2.

b. Soient (zg,y0) € U et (Xo,Ys) = (o, yo). Montrer qu’il existe un voisinage ¥V C U
de (z9,%0) dans R?, un voisinage Wy de X, dans R et un voisinage Wy de Y, dans R tels
que si on note W = Wx x Wy alors v réalise un C'-difféomorphisme de V dans Wx x Wy
(qu’on notera ).

c. Onnote ® = pop~! et G = gotp~t. Justifier que ® et I' sont des fonctions de classe
Ct sur W.

d. Soient (z,y) € Vet (X,Y) = ¢(x,y) € W. Montrer que (z,y) est solution de (S) si et

seulement si

X =u, ,

_ (S7)
G(X,Y)=w.

On note

e. Montrer que la fonction G ne dépend pas de Y (on pourra commencer par s’intéresser
au rang de la jacobienne de ® en tout point de W ).
f. Discuter I'existence et I'unicité d’une solution pour le systéme (S’).
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Chapitre 8

Théoréme des fonctions implicites

Le but de ce chapitre est d’étudier les ensembles de R™ défini par une équation de la forme
F(xy,...,2,) =0,

ou F est une fonction de R™ dans R™. Cela signifie que I'on considére la partie de R™ définie
par
{(x1,...,2n) ER"|F(xy,...,2,) =0}

On sait déja étudier quelques cas simples. Par exemple, on est capable de représenter les
ensembles de R? d’équations

20 +3y —1=0, y—cos(zm)z®=0, z+cos(y)y>=0, 2°+y*>—-2=0.

Dans les deux premiers cas, le plus simple pour étudier I’ensemble considéré est de ré-
écrire 1’équation sous la forme y = (). L’ensemble étudié n’est alors rien de plus que le
graphe de la fonction ¢. On en déduit qu’on a affaire & une courbe, et peut obtenir toutes
sortes d’informations utiles. Par exemple, en calculant la dérivée de la fonction ¢, on peut
obtenir la tangente & cette courbe en tout point.

Dans le troisiéme cas on ne peut pas mettre 'équation sous la forme y = ¢(x), mais
on peut la mettre sous la forme x = p(y). On peut alors procéder exactement de la méme
fagon, a ce détail prés qu’il faut étudier le graphe d’une fonction pour laquelle c’est 'abscisse
qui dépend de 'ordonnée. Il faut étre prudent car c’est inhabituel, mais cela ne pose pas de
difficulté profonde. Pour le dernier cas, on a simplement reconnu I’équation bien connue d’un
cercle.

FExercice 8.1. Représenter les quatres ensembles considérés ci-dessus et donner dans chaque
cas une équation de la tangente au point (1,-1).

Les choses se compliquent si on considére par exemple ’ensemble de R? d’équation
3 —2xy+ 2y —1=0.

Il ne s’agit pas d’un ensemble que I'on est capable d’identifier a I’ceil nu, et il n’est pas clair
du tout qu’on puisse mettre 'équation sous la forme y = ¢(z) ou & = ¢(y) pour une certaine
fonction .

Revenons au cas du cercle. Il est bien clair qu’'un cercle n’est le graphe d’aucune fonction,
ni d’une fonction exprimant y en fonction de x, ni d’une fonction exprimant x en fonction de
y (pourquoi?). On peut tout de méme dire que le cercle est 'union de deux demi-cercles, le
demi-cercle supérieur qui est le graphe de la fonction ¢y, : 2+ v/2 — 22 pour = € [—v/2,v/2],
et le demi-plan inférieur, graphe de la fonction ¢y : 2 + —v/2 — 22 pour x € [—/2,V/2].
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Cette observation est suffisante par exemple pour étudier la tangente au point (1,-1) :
il suffit d’oublier la partie supérieure du cercle et d’utiliser le fait qu’au voisinage du point
(1,-1) le cercle est le graphe de la fonction y.

Cette astuce ne suffit pas pour les points (—v/2,0) et (v/2,0). Aux voisinages de ces points
le cercle ne coincide pas simplement avec le graphe de ¢, ou celui de ¢;,. Mais au voisinage
de (—v/2,0) on peut voir le cercle comme le graphe d'une fonction qui donne 'abscisse en
fonction de I'ordonnée, ¢, : y — /2 — y2 pour y € [—v/2,v/2]. Et de méme au voisinage de
(v/2,0) avec la fonction g : y + —+/2 — 42 pour y € [—/2,v/2]. Pour I’étude au point (1,-1)
on peut utiliser indifféremment la fonction ¢, ou la fonction ¢g.

Le but du théoréme des fonctions implicites est de montrer que sous certaines hypothéses
sur la fonction F', I’ensemble d’équation F'(x,y) = 0 peut étre vu au voisinage de certains de
ses points que le graphe d’une fonction (donnant y en fonction de  ou z en fonction de y).

On remarque qu’au début du cours on a introduit les lignes de niveaux d’une fonction
pour mieux comprendre la fonction en question. Ici la démarche est inverse. On va étudier la
fonction F' pour mieux comprendre 'une de ses lignes de niveaux.

Avant de chercher a montrer un théoréme, il est bon de se demander sur un dessin ce qu’il
est raisonnable d’espérer.

Ezercice 8.2. Les figures 8.1 & 8.3 représentent un méme ensemble E de R2. Sur la figure
8.1, marquer les points pour lesquels il est impossible de trouver un voisinage U tel que ENU
est le graphe d’une fonction continue donnant y en fonction de z. Sur la figure 8.2, méme

question en remplacant « fonction continue » par « fonction de classe C*° ». Et sur la figure,
8.3, échager les roles de x et y.

AU ORS

FIGURE 8.1 — Ou 'on ne peut décrire localement y comme une fonction continue de x.

AU ORS

FIGURE 8.2 — Ou 'on ne peut décrire localement y comme une fonction lisse de x.

AU ORS

FIGURE 8.3 — Ou l'on ne peut décrire localement x comme une fonction lisse de y.

On énonce maintenant le théoréme des fonctions implicites dans le cas particulier d’une
« courbe » de R2. Le théoréme général et la démonstration seront donnés plus loin.
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Théoréme 8.1 (Théoréme des fonctions implicites, version R?). Soit U un ouvert de R? et
F :U — R une application de classe C*, avec k > 1. Soit (a,b) € R? tel que

F(a,b)=0 et %(a,b) #0.

Alors il existe des voisinages V et W de a et b dans R et une application ¢ : V — W de
classe C* tels que V x W C U et

VeeV,VyeW, F(x,y)=0 <= y=o¢x).
En outre on peut choisir V et W de sorte que la dérivée partielle OyF ne s’annule pas sur
YV x W et alors )
9w, 4(a))
(@, 6(x))

Remarque 8.2. Si la dérivée partielle de F' par rapport a x est non nulle en (a, b), alors de la
méme fagon I'ensemble d’équation F'(x,y) = 0 coincide au voisinage de (a,b) avec le graphe
donnant x en fonction de y.

Ve eV, ¢'(z)=

Heuristique. Si on oublie les restes d’ordre 2 ou plus on peut écrire

F(z,y) ~ F(a,b) +(x — a)aa—i(a,b) + (y— b)g—};(a,b).
=0

On obtient alors

Flz,y)=0 <<= (z —a)g—i(a,b) + (y —b)g—g(mb) ~0

3 (a,b)

O (q,5)

— yx~b—(r—a)

C’est bien une formule donnant y en fonction de z. Bien entendu, le symbole ~ n’a pas de
sens et ce calcul n’est en aucun cas une démonstration.

Remarque 8.3. Il est fortement déconseillé de chercher a retenir la formule pour la dérivée
de ¢. Par contre il faut savoir qu’elle existe et comment la retrouver : une fois I'existence de
¢ démontrée, on écrit que pour tout x € V on a

F(z,¢(z)) = 0.
En dérivant par rapport & x on obtient pour tout x € V

OF ,, \OF

—(x,0(x)) + ¢ () =—(x,p(x)) =0

gy (£:0(2)) + 0/ (2) 5 (2.0()) = 0
ce qui donne bien la formule attendue pour ¢’. En pratique il faut refaire ce raisonnement
simple, et non apprendre la formule puis se tromper en 1'utilisant.

Exemple 8.4. On revient sur le cercle
C={(z,y) eR*|1—2®—y*>=0}.

Alors on a C = {(z,y) € R?| F(z,y) =0}, ot F : (z,y) — 1 — 2% — y? est de classe C™. Les
dérivées partielles sont 0, F : (z,y) — —2z et 0,F : (z,y) — —2y. La dérivée par rapport a
y est non nulle en tout point de C sauf en (1,0) et (-1,0). Autour de tout point de C exceptés
(1,0) et (-1,0) on peut effectivement voir le cercle comme le graphe d’une fonction donnant
y en fonction de x. La dérivée par rapport & = est non nulle en tout point de C sauf en (0,1)
et (0,-1). Et c’est effectivement autour de ces deux points qu’on ne peut pas voir le cercle
comme le graphe d’une fonction donnant x en fonction de y.
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2,/(0.1) #0

C’est une bonne idée de bien avoir cet exemple du cercle en téte. Il peut par
exemple arriver qu’on oublie quelle dérivée doit étre non nulle pour pouvoir
exprimer telle variable en fonction de telle autre. Il est bon de se remémorer
le cercle et les quatre points pour lesquels on sait quelle dérivée est nulle et
quelle variable peut étre exprimée en fonction de l’autre.

FIGURE 8.4 — Théoréme des fonctions implicites pour F : (z,y) — 1 — 22 — 3.

Ezxercice 8.3. On considére ’équation
20y =22 +y—2=0 (%)

1. Montrer qu’il existe une fonction ¢ sur un domaine D, C R telle que pour tout (z,y) € R?
on a
(x,y) est solution de (¥) <= x € D, ety=¢(z).

2. Montrer qu'il existe une fonction ¢ sur un domaine D, C R telle que pour tout (z,y) € R?
on a
(x,y) est solution de (¥) <= y € Dy et z=19(y).

3. Quel lien peut-on faire entre les fonctions ¢ et 1 ?

Exercice 8.4. Pour (z,y) € R? on pose f(x,y) = 2+y?—1. Montrer que pour x suffisament
proche de 0 il existe un unique y(z) > 0 tel que f(x,y(z)) = 0. Montrer, sans résolution
explicite, que la fonction y ainsi définie au voisinage de 0 est dérivable et pour = proche de
0:

Ezercice 8.5. Décrire l'allure de I'ensemble C = {(z,y) € R? [2* +y® —2? —y? + 2 —y =0}
au voisinage des points (0,0) et (1,1).

Ezercice 8.6. On considére la courbe C d’équation x® — 2zy + 2y?> — 1 = 0. Déterminer
l’équation de la tangente a cette courbe au point (1,1) et préciser la position de la courbe
par rapport a cette tangente.

On s’intéresse maintenant a la version générale du théoréme des fonctions implicites.
Le principe est le méme, sauf que l'on considére des ensembles de R™ pour n’importe quel
n € N*, définis par m équations pour n’importe quel m € N* (ou, ce qui est équivalent, par
une équation dans R™).

Ezxercice 8.7. Décrire les ensembles définis de la fagon suivante.

E1:{(x,y72)€R3|x2+y2—z2:O},

24yt +22-1
EQZ{(x,y,z)€R3|( xiy+z =0¢,

2 2 2
_ 4y (e +y"+27 -1\ _
Eg—{(m,y,z,t)6R|< Tyt e )—0}.

et

On note que dans les deux derniers cas, 0 désigne le vecteur nul de R2.

On peut énoncer le théoréme des fonctions implicites de la fagon suivante :
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Théoréme 8.5 (Théoréme des fonctions implicites, version générale). Soit U un ouvert de
R™xRP et f : U +— RP une application de classe C*, avec k > 1. Soit (a,b) € R™ xRP tel que
f(a,b) =0 et la différentielle partielle D, f(a,b) est inversible. Alors il existe un voisinage V
de a dans R™, un voisinage W de b dans RP et une application ¢ : V — W de classe C* tels
que V X W CU et

VeeV,VyeW, flz,y)=0 <= y=o¢(x).

En outre on peut choisir V et W de sorte que la différentielle D, f(x,y) est inversible pour
tout (z,y) €V X W et

d¢(x) = _Dyf(mv (b(m))_l o Dxf(mv ¢($))

Ici Dy f(a,b) est la différentielle de Papplication y € R? — f(a,y) € R? au point b. Au
départ f est une fonction de n + p variables & valeurs dans RP. Si on fixe n variables, on
obtient une fonction de p variables & valeurs dans RP. La différentielle partielle D, f(a,b)
est alors la différentielle de cette fonction au point b, les n premiéres variables étant fixées a

a = (ay,...,a,). Sa matrice dans la base canonique de R? est
) 3
. j; ~(a,b) ... %ﬁ ~(a,b)
Jacy f(a,b) = € M,(R).
%) %)
gel—(a,b) ... ol ~(a,b)

Remarque 8.6. Dans le cas ot m # p, pour se souvenir quelle différentielle est supposée
inversible, il suffit de se rappeler qu’une différentielle ne peut étre inversible que si c’est une
application entre espaces de mémes dimensions.

Ezxercice 8.8. On reprend les ensembles de I'exercice 8.7.

1. La conclusion du théoréme 8.1 fournit un paramétrage de ’ensemble considéré par une
fonction qui donne une variable en fonction d’une autre. Sans chercher pour le moment &
vérifier les hypothéses du théoréme, dire quel type de paramétrage on attend aux voisinage
des points ot on pourra effectivement appliquer le théoréme (combien de variables exprimées
en fonction de combien d’autres).

2. Décrire ’ensembles des points de F, Fy et E5 pour lesquels on peut appliquer le théorémes
des fonctions implicites.

Ezxercice 8.9. En s’inspirant des théorémes 8.1 et 8.5, écrire une version du théoréme des
fonctions implicites adaptée a un ensemble d’équation F'(z1,...,2,) =0 oun > 3 et F est
une fonction de R™ dans R.

La démonstration du théoréme des fonctions implicites repose sur le théoréme de ’'inver-
sion locale :

Démonstration. Pour tout (z,y) € U on pose g(x,y) = (z, f(z,y)) € R™ x RP. Cela définit
une fonction de classe C* sur U. En outre on a

I, Om.p

det Jac g(a,b) = Jacy f(a,b) Jacy f(a,b)

= det Jacy f(a,b) # 0,

ot I, est la matrice identité de taille m x m et 0,, , la matrice & m lignes et p colonnes dont
tous les coefficients sont nuls.

On peut donc appliquer le théoréme de 'inversion locale. Il existe un voisinage U de (a b)
dans U tel que g réalise un difféomorphisme de classe C* de U sur son image. Soient V un
voisinage ouvert de a dans R™ et W un voisinage ouvert de b dans R? tels que ¥ x W C U.
Comme g(V x W) est un ouvert de R™*? contenant (a,0), il existe un voisinage V C V de
a dans R™ tel que V x {0} C g(f/ x W). Etant donné x € V il existe donc un unique y € W
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(qll’OD note ¢($)) tel que (1370) = g|V><W ({E7¢({E)) Comme (1’,(]5(1')) = (g|V><W)_1(x7O)7 (b
est une fonction de classe C*. Pour tout € V on a donc

f(z, o(x)) = 0.

En différentiant on obtient

D, f(z,¢(x)) + Dy f(z, p(x))dé(x) = 0,
ce qui donne ’expression pour la différentielle de ¢. O

Ezercice 8.10. On considére application f : R? — R? définie par
f(‘r7y72) = (xQ _y2 +22 - 1,$y2 - 1)

Soit (z0,%0,20) € R3 tel que f(zo,yo0,20) = (0,0). Montrer qu'il existe un ouvert I de R
contenant zg et une application ¢ : I — R? telle que op(x¢) = (o, 20) et f(z,o(z)) = (0,0)
pour tout z € I.

Ezxercice 8.11. On considére le systéme d’équations

o+ oy 2+ 2 = 0,
2+ 2+ 22+t = 2
zx + yv + z 4+ t = 0

1. Montrer qu’il existe un voisinage V de (0,-1,1,0) et une fonction ¢ : ¢t — (x(¢t),y(t), 2(¢))
de classe C'! au voisinage de 0 tels que (z,y, 2,t) € V est solution du systéme si et seulement
si (2,9, 2) = o(t).

2. Calculer la dérivée de ¢ en 0.

Ezercice 8.12. On considére application f : R? — R définie par
flz,y,2) = 2® —ay® —y?2 + 2%,

puis la surface § d’équation f(z,y,z) = 0.

1. Déterminer 1’équation du plan tangent a S au point (1,1,1).

2. Vérifier qu’au voisinage du point (1,1,1), la surface S est décrite par une équation de la
forme z = ¢(x,y) o ¢ est une fonction de classe C*° définie au voisinage de (1,1).

3. Ecrire le développement limité de ¢ a I'ordre 2 au point (1,1).

4. Donner la matrice Hessienne de ¢ au point (1,1).

5. Quelle est la position de S par rapport a son plan tangent au point (1,1).

Ezxercice 8.13. Soient a,b € R avec a < b. Montrer que pour € > 0 assez petit I’équation
(¥ —a)(b—x) + ex® = 0 admet trois solutions distinctes (qu’on note x1(¢), z2(g) et x3(e)
avec x1(€) < z2(e) < x3(¢)). Donner un développement asymptotique de x1, x2 et x3 jusqu’a
I'ordre 0(g?).

Ezxercice 8.14. Soient n € N* est Ay € M, (R) une matrice possédant n valeurs propres
réelles distinctes. Montrer que si A € M,,(R) est proche de Ag, alors A posséde également n
valeurs propres réelles distinctes, et ces valeurs propres dépendent continuement de A.
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Chapitre 9

Intégrales multiples

On commence dans ce chapitre a parler d’intégration pour une fonction de plusieurs va-
riables. Les intégrales multiples sont I'objet principal de ce chapitre. On évoquera également
les intégrales a paramétre (que le sous-groupe des matheux verra plus en détail par ailleurs).

Considérons par exemple une fonction de deux variables, définie et continue sur le rec-
tangle [a, b] X [c,d]. Pour tout x € [c,d] I'application ¢ — f(¢,z) est une fonction d’une seule
variable, continue et donc intégrable sur le segment [a, b]. Pour tout « € [¢,d] on peut donc
considérer la quantité

b
o) = [ fit.a)at

Dans cette intégrale, x est considéré comme une constante (vous étes maintenant habitués a
ce petit jeu). Mais vous n’étes pas dupes, vous vous doutez bien qu’on a maintenant envie
d’étudier la fonction = — ¢(z). Est-elle continue ? Ce n’est pas clair, mais on verra que c’est
effectivement le cas. Les choses se compliquent un peu si on remplace le segment [a, b] par un
intervalle quelconque de R. Bien sir il n’est déja plus si clair que 'intégrale définissant ¢(x)
a bien un sens pour tout x, et il est ensuite un peu plus subtile de s’assurer que la fonction
¢ obtenue est bien continue.

Une fois qu’on aura assuré la continuité de la fonction ¢, on pourra se demander a quelle
condition sur f l'intégrale ¢ est dérivable, de classe C*, etc.

On observe que comme la continuité et la dérivabilité sont des propriétés locales, on n’aura
pas trop de difficulté a remplacer le segment [c,d] par un intervalle quelconque de R. Pour
toutes ces questions les deux variables ¢ et = jouent vraiment des roles trés différents. ¢ est
une variable d’intégration, = est plutét vu comme un paramétre.

Une autre question, pour laquelle ¢ et x ont des roles plus symétriques, est de chercher
a intégrer ¢. En effet, si ¢ est continue sur le segment [c, d], elle est intégrable sur ce méme
segment. On peut donc considérer la quantité

I:/qub(x)da::/cd (/{ff(t,x)dt) dz.

Evidemment, on aurait pu commencer par intégrer la fonction x ~— f(¢,z) sur [c,d] pour
chaque t € [a,b] fixé, puis intégrer la quantité obtenue par rapport a ¢t. Autrement dit on

aurait pu considérer
b d
I:/ </ flt,x) dx) dt.

Les intégrales I et I sont-elles égales? Que représentent-elles ? Peut-on intégrer sur autre
chose qu’un rectangle ? Réponses (partielles) dans les quelques pages qui suivent. . .
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9.1 Intégrales a paramétres

On donne (trés) rapidement les résultats principaux concernant les intégrales a parameétre.
On énonce également le théoréme de convergence dominée pour une suite d’intégrales (plutot
que pour une intégrale dépendant d’un paramétre x continu).

Les hypothéses utilisées ici peuvent étre affaiblies. En outre, on intégre ici par rapport
& une variable réelle ¢t et on obtient une fonction d’une variable réelle x. En partant d’une
fonction f & p + n variables on pourrait également (aprés avoir vu les intégrales multiples)
intégrer par rapport & p variables t1,...,t, et obtenir une fonction de n variables x1, ..., ;.
Néanmoins il est complétement raisonnable, au moins dans un premier temps, de se contenter
des énoncés présentés ici.

9.1.1 Théoréme de convergence dominée

Théoréme 9.1. Soit I un intervalle de R. On considére une suite (fn),cy de fonctions
continues sur I. On suppose que la suite (f,), oy converge simplement® vers une fonction f
et qu’il existe une fonction g intégrable sur I telle que

VneNVtel, |fu(t) <g(t).

Alors f est intégrable sur I et on a

/fn(t) dt —— | f(t)dt.
I n—oo I

A\Attention, le fait de pouvoir passer a la limite sous l'intégrale n’a rien d’évident, il
n’est d’ailleurs pas difficile de trouver des contre-exemples dés qu’on retire 'hypothése de
domination.

9.1.2 Cas d’une intégrale sur un segment

Soient a,b € R avec a < b et J un intervalle non vide de R. On considére une fonction f
de [a,b] x J dans R. On cherche a étudier Papplication ¢ définie sur J par

b
qb(x):/ f(t,x)dt.

Proposition 9.2. On suppose que f est continue sur [a,b] x J. Alors ¢ est définie et continue
sur J.

Proposition 9.3. On suppose que J est un intervalle ouvert. On suppose que f est continue
sur [a,b] x J et admet une dérivée partielle %, elle-méme continue sur [a,b] x J. Alors
Papplication ¢ précédente est bien définie sur J, elle est de classe C' et
b
0
Veed ¢(x)= a—f(t,x) dt.
x

a

Les démonstrations de ces deux propositions, ainsi que des deux théorémes ci-dessous,
sont par exemple dans [Liret-Martinais, Analyse 2°™m¢ année].

9.1.3 Cas d’une intégrale généralisée

Soient a € R, b € [a, +oo[U{+0o0}, J un intervalle de R et f une fonction de [a, b[xJ dans
R. On s’intéresse, lorsqu’elle est bien définie, a la fonction ¢ définie sur J par

b(x) = / F(t, ) dt.

1. Cela signifie que fr(t) tend vers f(¢t) quand n tend vers +oo pour tout ¢ € I.
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Théoréme 9.4 (Théoréme de continuité sous l'intégrale). On suppose que f est continue
sur [a,b[xJ et qu’il existe une fonction g continue de [a,b| dans R telle que

(i) Vt € [a,b[,Va € J, | f(t z)] < g(t).
(i) L’intégrale f; g(t) dt est convergente.

Alors lapplication ¢ est bien définie et continue sur J.

Théoréme 9.5 (Théoréme de dérivation sous l'intégrale). On suppose que lintervalle J est
ouvert. On suppose que f est continue sur [a,b[xJ et que lintégrale généralisée f: f(t)dt est

convergente pour tout x € J. On suppose que la dérivée partielle % est définie et continue
sur [a,b[xJ. Enfin on suppose qu’il existe une fonction g continue de [a,b] dans R telle que

(i) Vt € a,bl, Vo € J, |3 (t, )| < g(0),

(i) Uintégrale généralisée f; g(t) dt est convergente.
Alors pour tout x € J lintégrale fab %(t,x) dt est absolument convergente. En outre la fonc-
tion ¢ est définie et de classe C' sur J, et

b
Ve e, ¢f(x) :/ %(t,x) dt.

Ezemple 9.6. Pour x € R on pose :

+oo 5
o(x) :/ e~ ' cos(tx) dt.
0

Alors @ est bien définie et de classe C! sur R. En outre pour tout z € R on a

p(x) = e T p(0).
Démonstration. e Pour t € Ry et z € R on note
F(t,z) = e " cos(tz).
La fonction f est de classe C! sur R, x R et

VteR,,VzeR, |f(ta)<e = 0O (e7).

t——+oo

Or lintégrale f0+°° e~tdt est convergente, donc f0+oo f(t,x) dt est absolument convergente
pour tout x € R. Ainsi ¢ est bien définie sur R.
o PourteRyetxzcRona

of
%(L l’)

= ’ftsin(tx)eft2 <te

Or 'application ¢ — te=t" est continue sur R, et pour tout A > 0 on a
A A
1 1 1 1
/ te ¥ dt=|—ce | = eV g —— 2,
0 2" ], 2 2 Asrtoo 2

donc l'intégrale f0+oo te=t" dt est convergente. D’aprés le théoréme de dérivation sous l'inté-
grale, ¢ est donc de classe C! sur R et

+oo 5
Vz eR, ¢'(x)= —/ te™"" sin(tx) dt.
0
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Soit A > 0. En faisant une intégration par parties on a
A

A 2 1 _p 1[4 e
/ —te”" sin(tz) dt = {2et sin(tx)} — f/ e "z cos(tz) dt
0 0

0 2

1 A
= 5e_Az sin(Ax) — %/0 et cos(tx) dt . —ggo(x).

Cela prouve que

et donc que

O

Remarque. Pour avoir la dérivabilité de ¢ sur J, il suffit de montrer la dérivabilité en tout
point de J. En pratique il suffit donc de vérifier 'hypothése de domination localement (en
x) autour de chaque point xg € J.

9.2 Construction de l'intégrale de Riemann sur R”

On s’intéresse maintenant a l'intégrale d’une fonction de plusieurs variables. Il s’agira
ici de l'intégrale de Riemann. On rappelle que l'intégrale de Riemann d’une fonction sur un
segment de R est définie de la fagon suivante :

e l'intégrale de la fonction indicatrice d’un intervalle est définie de fagon évidente,

e par linéarité, on définit 'intégrale d’une fonction en escalier (ou étagée),

e et enfin, lorsque c’est possible (dans un sens particulier, et dans ce cas on parle de fonction
Riemann intégrable), on approche la fonction étudiée par des fonctions en escalier, puis
on définit I'intégrale comme la limite des intégrales de ces fonctions,

e on montre ensuite qu’en particulier les fonctions continues, ou au moins continues par
morceaux, sont toujours Riemann intégrables sur un segment.

L’intégrale de Riemann d’une fonction de plusieurs variables se construit de fagon ana-
logue, méme s’il y a un certain nombre de subtilités supplémentaires. On ne donnera ici que
les étapes de la construction, sans s’attarder sur les démonstrations (pour plus de détail,
consulter par exemple le paragraphe IV.3 [Ramis-Warusfel, Tout-en-un pour la licence, ni-
veau L2]. La raison est que vous verrez en L3 une autre facon de définir I'intégrale d’une
fonction, a savoir I'intégrale de Lebesgue. Cet autre point de vue sera bien plus efficace pour
obtenir les résultats d’intégration théoriques.

Par contre, tant qu’il s’agit de calculer les intégrales de fonctions simples sur des domaines
simples (en des sens & préciser), cela revient au méme de définir 'intégrale d’une fagon ou
d’une autre. Ainsi il est pertinant de s’entrainer & calculer concrétement des intégrales méme
avant de connaitre l'intégrale de Lebesgue. C’est 'objectif de ce chapitre.

Ainsi je vous conseille de lire ce paragraphe, mais vous pouvez sans trop de scrupules le
passer et vous concentrer sur les suivants, qui constituent le véritable objectif de ce chapitre.

Comme en dimension 1, on commence par définir 'intégrale dans le cas trivial. L’intégrale
de la fonction constante égale & « sur le pavé
P(ay,by;...5an,bn) = [a1,b1] X -+« X [an, by]
est définie comme étant égale &

a=aVol(P)=a || (b; —aj).
/P(al,b1;-~;ambn) H ’ !

Jj=1
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On définit ensuite par linéarité 'intégrale d’une fonction f définie sur un pavé P et telle
qu’il existe un nombre fini de pavés P, ..., Py tels que P est égal a 'union de ces pavés, ils
sont d’intérieurs disjoints (cela signifie que si on oublie les bords il n’y a pas d’intersection)
et f est constante sur chacun de 'intérieur de ces pavés (on ne se préoccupe pas de la valeur
sur les bords des pavés, de méme qu’une intégrale en dimension 1 ne dépend pas de la valeur
en un point donné).

On se donne maintenant une fonction f sur un pavé P. Si on se donne des sous-pavés
Py, ..., P, d'intérieurs disjoints et tels que P = U?:l Py, ainsi que des points z; € Py, ...,
x), € Pg. On sait alors donner un sens a I'intégrale de la fonction qui vaut f(x;) sur 'intérieur
du pavé P; pour tout j € [1,k] :

I(Py,ay,..., Peyx) =Y f(x;) Vol(P)).

Jj=1

On dit alors que f est intégrable sur P si cette quantité tend vers un réel I quand les longeurs
des cotés des sous-pavés tendent toutes vers 0 (le nombre de sous-pavés tend lui vers +00),
indépendamment du choix de ces sous-pavés. On dit alors que cette valeur I est 'intégrale
de f sur le pavé P. On vérifie ensuite qu’en particulier les fonctions continues sur P sont
intégrables.

Ce qui précéde permet de définir I'intégrabilité et I'intégrale sur un pavé. Par linéarité on
peut étendre sans difficulté la définition & une union finie de pavés. Mais on aimerait pouvoir
intégrer des fonctions sur des domaines qui ne sont pas des unions de pavés, par exemple
un simple disque de R2. On se donne donc une fonction continue (on pourrait chercher a
considérer des fonctions plus générales, mais cela ne nous intéressera pas ici) sur un domaine
ouvert et borné U de R™. On peut alors trouver une suite (Pj)j en de pavés inclus dans U,
d’intérieurs deux & deux disjoints, et tel que tout & € U appartient & P; pour au moins un
j € N. Pour tout j € N on note I; I'intégrale de f sur le pavé P;. On dit alors que f est
intégrable sur U si la série

oo
D1
j=1

est absolument convergente et dans ce cas on appelle intégrale de f sur ¢/ la somme de cette
série. Pour que cela ait un sens il faut que cette limite soit indépendante du choix de la suite
(Pj) jen ce qui est effectivement le cas.

De méme qu’on utilise rarement les sommes de Riemann pour calculer l'intégrale d’une
fonction continue sur un segment de R, la construction qu’on vient d’esquisser ne permet
pas de calculer concrétement des intégrales de fonctions sur des domaines de R™. C’est le
théoréme de Fubini 9.9, qui permet de ramener le calcul d’une intégrale de R™ au calcul de
n intégrales unidimensionnelles, que ’on utilisera en pratique.

S’il n’est pas primordial & ce stade de retenir en détail la construction de l'intégrale de
Riemann sur R™, il sera par contre indispensable de bien savoir utiliser ce théoréme pour
savoir calculer concrétement des intégrales « simples ».

9.3 Intégrale d’une fonction continue sur un domaine simple

9.3.1 Intégration sur un domaine de R?

On arrive maintenant au cceur de ce chapitre, ou on cherche & calculer des intégrales de
fonctions « simples » sur des domaines « simples » de R?. On commence par définir le type
de domaines sur lesquels on va intégrer.
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Définition 9.7. Une partie A de R? est dite élémentaire s’il existe a,b,c,d € R avec a < b
et ¢ < d, et des fonctions 1, w2 continues sur [a,b] et 11,12 continues sur [c, d] telles que
v1(z) < pa(z) pour tout = € [a,b], ¥1(y) < 2(y) pour tout y € [¢,d] et

2(15)}

A={(z,y) eR?*|a< ¢
< Va(y)} -

= {(z,y) eR?|c
Dans ce cas 'intérieur de A est

A= ER?|a<z<bpi(r) <y<paz)}

{(z,y)
{(z,y) eR?[e<y < di(y) <z <a(y)}.

Exemples 9.8. o Le pavé [a,b] x [c,d] avec a < b et ¢ < d est une partie élémentaire de R
e Le disque unité

D= {(z,y) e R?*|2” +y* < 1}

peut s’écrire

ou encore

D:{(x,y)GRz\ —1<y<l,—vV1—-y?<z< lny}.

Théoréme 9.9 (Fubini). Soient A une partie élémentaire de R* et f une fonction continue
sur A. Avec les notations de la définition précédente, on a

| Hedeay= [ b < / (()) f(x,y>dy> o= | ' ( /w w(()) f(x,y>dx> dy.

Remarque 9.10. e Le théoréme précédent peut étre lu de deux fagons différentes. Si vous avez
bien compris la construction de I'intégrale d’une fonction continue sur un domaine A de R2,
le théoréme dit que cette intégrale est en fait égale a ce qu’on obtient en intégrant d’abord
par rapport & une variable puis par rapport a ’autre, comme présenté en introduction, et
indépendamment de 'ordre d’intégration. Si vous avez esquivé le paragraphe précédent,
le théoréme dit que les deux derniéres intégrales de 1’égalité sont égales, et on prend leur
valeur commune comme définition de I'intégrale de f sur A. Dans tous les cas ce théoréme
est admis.

e On écrit parfois [[, f(z,y)dz dy pour insister sur le fait que c’est une intégrale qui porte
sur deux variables. On peut faire de méme pour les intégrales portant sur trois variables,
mais en général on abandonne cette convention au-dela. . .

Evemples 9.11. On cherche & calculer 'intégrale de la fonction (z,y) — xy? sur le pavé
P=10,1] x [1,2]. On a

1 2 1 1
8z = Tz 7
2 2
xy da;dy:/ (/ Ty dy)dx:/ (—)dm:/da?:
/p o \J1 o \3 3 o 3 6

mais aussi
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y
Ezemple 9.12. On note p2(x) =

T={(x,y) €[0.1° |y <z}

On a alors
//Tx2y3dxdy/ol</0 ydy)d:p/ 7dz,74. \ T .
$1(x) =0

Définition 9.13. On appelle partie simple de R? un ensemble S qui s’écrit comme union
finie de parties élémentaires Aq, ..., A, d’intérieurs deux & deux disjoints :

Vije[ln], i#j = AinA;=0.

Si f est une fonction continue sur .S, on définit alors
n
= f

Ezemple 9.14. La couronne {(m, y) ER?|1 < a2 +y2 < 2} est une partie simple de R?.

Définition 9.15. Soit A une partie élémentaire de R%. Alors on appelle aire de A la quantité

// 1dx dy.
A

Exemple 9.16. On  considére le triangle T =
{(z.y) €[0,1?[z+y <1}. Ona

Aire(T):/Ol(/ol_mldy> dsc:/ol(l—w)dm:; T

\qzbl(x) =0

pa(r)=1—x

Exemple 9.17. On considére le disque D de centre 0 et de rayon 1. Alors on a

1 Vi—a? 1 z
Aire(D) = / (/ 1 dy) dx = 2/ V1—a2de = 2/ 1 — sin?(#) cos(0) df
T r=—1

r=—1 —V1—x2

M)

™

- 2/2 cos(0) do = / (1+ cos(26)) d = 7.

3 3
Définition 9.18. Soit A une partie simple de R2. Alors on appelle centre de gravité de A le
point de coordonnées

(ra, ya) = A1re (// zdx dy, // ydxdy)

Ezemple 9.19. Le centre de gravité du disque D de centre (zg,yo) et de rayon R et le point
(20,90). En effet on a

a+R b+ a+R
// :cdxdy—/ / xdydxz/ 22/ R? — (x — a)? dx
R2 (z— a)2 a

—R

:/ 2z\/ R? — x2dx—|—/ 2a+/ R? — 22 dx = a Aire(D).
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La deuxiéme coordonnée s’obtient de fagon analogue.

9.3.2 Intégration en dimensions supérieures

On définit exactement comme dans R? les domaines élémentaires et simples de R3, puis

I'intégrale
][ t@y2rdzdydz= [ fGo.y.z)dwaya
1% 1%

d’une fonction continue sur un tel domaine, en écrivant cette intégrale comme une intégrale
en z d’une intégrale en y d’une intégrale en z. On dans un ordre différent.

Définition 9.20. Soit V une partie simple de R3. Alors on appelle volume de V la quantité

J[[ raan

On définit le centre de gravité d’une partie simple de R? de fagon analogue & la dimension 2.

Ezemple 9.21. On considére le simplexe T3 = {(z,y,2) € [0,1*|z+y+2<1}. Ona

Vol(T3) :/01 (/OH </01_w_y1dz> dy> dx:/ol (/01_1(1—m—y)dy> dx

:/01 ((1—x)—m(1—x)—(1_2x)2) d:c:%.

Ici on aurait pu gagner une étape de calcul en observant que pour tout = € [0, 1] on sait

calculer
l1—-z l—z—y
0 0

qui est laire du triangle Th(z) = {(y,2) € [0,1 — z]? |y + 2 <1 -z} ’est-a-dire 7(17;)2. On
a alors

Y
A-27, 1

1 1

Vol(T5) = / Aire(Ty(z)) dx = /
Ezemple 9.22. On considére la boule unité B = {(,y, z) € R*|2? + y? + 22 < 1}. Pour tout
z € [-1,1] on considére le disque D(z) = {(z,y) € R?|2? + y*> <1—22}. On a alors

Vol(B) = /: Aire(D(z))dz = /1 7(1—2%)dz=m7 {1 — ZT = i

L 5 3 3

Bien siir, toutes ces définitions se généralisent en fait & des domaines de R™. Le théoréme
de Fubini rameéne le calcul d’une intégrale sur un domaine de R™ au calcul de n intégrales
successives sur des intervalles de R. On parlera encore de volume en dimension n > 4.

9.4 Exercices

9.4.1 Intégrales a paramétre

+oo 1

Ezercice 9.1. Montrer que I'intégrale I,, = [," " 37z dt converge pour tout n € N. Etudier

la convergence de la suite (I,),,cy-

Ezxercice 9.2. On définit deux fonctions f, g : R — R par les formules
z 1 —(t2+1)z?

flz) = / e at et g(z) = / .

0 o t2+1

1. Montrer que g est dérivable.
2. Montrer que la fonction h(x) = g(z) + f?(x) est constante.
3. En déduire que f0+°O et dt = /7)2.
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Exercice 9.3. Pour x > 0, on définit

+o0 e—(t2+1)x
= ——dt.
(@) /0 241

1. Montrer que % est continue sur [0, +00].
2. Montrer que ¥ est de classe C! sur |0, +ool.
3. Calculer ¥(0) et la limite limmﬁ+Oo Y(x).

4. Moutrer que ' (z e~ ds.
5. Montrer que fo )dx = —2( > e~ ds)2.
6. En déduire que fo e~ du = %

9.4.2 Intégrales multiples

Ezxercice 9.4. Calculer / f(z,y) dz dy dans les cas suivants :
D

L fz,y) =< et D=[-1,1] x [1,2],
2. f(x,y) =sin(z +y) et D =1[0,3] x [0, Z],
3. f z et D =[3,7] x [-2,2].

(z,y) = Viteyra®
Ezercice 9.5. On note D = {(x,y) € R? |2 >0,y > 0, v +y < 1}. Calculer

11:// 1Ldx dy, 12:// (2* +y°) dz dy, 13:// zy(x +y) de dy.
D D b

Ezxercice 9.6. Calculer / f(x,y) dz dy dans les cas suivants :
D

1. f(z,y) ==z +y, D={(z,y) eR?|1>2>0,22<y<a},

2 f(x,y):wjy)s, D={(z,y) eR*|3>z>1,y>2 z+y<5}

3. flz,y) =cos(zy), D={(z,y) eR*|2>2>1,0<ay <2},

4. fla,y) =u, D={(z,y) eER*|y>0,2—y+1>0,z+2y—4<0},
5. f(z,y) = 2y, D={(z,y) eER?|2 >0,y >0, 2y +x+y <1}

Exercice 9.7. Calculer les aires des domaines suivants :
Dy ={(z,y) eR?| -1 <2< 1,22 <y<4-2°},
Dy = {(z,y) eR?|0< 2 < 7, —sinz < y < sinx},
D3 ={(z,y) eR*|y 20,2 —y+1>0,y < —2*+ 2z +1}.

Y

Ezercice 9.8. Soit D = {(z,y) € R?|x € [0,1],y € [0,1], 2% +y? > 1}. Calculer //D H:fiw dx

Exercice 9.9. On considére le domaine
D={(v,y,2) €R¥|2>0,y>0,2>0,z+y+2z<1}.

Pour 2, € R, on définit le plan P,, = {(x,y,2) € R® |z = 2,}.
1. Pour quelles valeurs de z, l'intersection P,, N D est-elle non-vide ?
2. Soit 2, € R tel que P,, N D est non-vide. Calculer [f, _,xdxdy.

3. Calculer [[[, xdxdyd:z.

Ezxercice 9.10. Onnote D = {(x,y, 2) € R? |22 +y?+22 < 1}. Calculer /// cos(z) dx dydz.
D
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Chapitre 10

Changement de variables dans une
intégrale multiple

Dans ce chapitre on poursuit I’étude des intégrales multiples. Pour calculer une intégrale
double, la méthode de base donnée par le théoréme de Fubini consiste & intégrer sur les
« tranches » correspondant aux segments donnés par les intersections du domaine d’inté-
gration avec les droites d’équation x = cte, puis d’intégrer le résultat par rapport & z. On
peut également commencer par intégrer sur les tranches horizontales y = cte puis intégrer le
résultat par rapport a y.

Cette alternative n’est pas toujours satisfaisante.

Imaginons que l'on veuille intégrer la fonction f : (z,y) — /22 +y? sur le disque
D = {(z,y) € R?|2? + y*> < 1}. On n’a pas trés envie d’intégrer ni sur des tranches ver-
ticales ni sur des tranches horizontales. Comme la valeur de f ne dépend que de la distance
(euclidienne) du point (z,y) a lorigine, f est constante sur les cercles de centre O. Ainsi
il est tres facile d’intégrer f sur ces cercles. De plus il est trés facile de voir le domaine D
comme union de tels cercles. Pour ce type d’exemples on a donc tout intérét a introduire et
utiliser les coordonnées polaires. Pour cela on devra faire un changement de variables. C’est
I’objet de ce chapitre.

Bien stir pour d’autres exemples on préférera utiliser d’autres coordonnées. Physiquement,
le choix des coordonnées est directement lié aux symétries du probléme étudié.

Toutefois il peut arriver pour certains problémes que 'expression de la fonction incite
a utiliser certaines coordonnées tandis que la forme du domaine d’intégration incite a en
préférer d’autres. La vie est parfois affaire de compromis. . .

10.1 Enoncé du théoréme et idées de démonstration

Théoréme 10.1 (Théoréme de changement de variables). SoientU etV deux ouverts bornés
de R™ et ¢ : U — V un difféomorphisme de classe C1. Alors pour toute fonction f :V — RP
continue et intégrable on a

£ dy = [ F(6(@)) et Jac o(a)] da.
dU) u

On ne donnera pas de démonstration détaillée pour ce résultat. On commence par donner
des exemples élémentaires, qui servent en fait 8 démontrer le théoréme. On donnera ensuite
les idées pour la démonstration (pour une démonstration compléte, voir par exemple le pa-
ragraphe I1V.3.4 de [Ramis-Warusfel, L2]), puis on introduira les changements de variables
usuels (coordonnées polaires, cylindriques et sphériques).
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Ezemples 10.2 (Exemples de base). On considére un ouvert élémentaire A comme & la défini-
tion 9.7. On commence par tester la formule de changement de variables sur des cas simples
ot elle peut étre obtenue « a la main ».

e Pour (z9,y0) € R? on note

T ' R? R?
@ov0) 1 (z,y) = (z+ 20,y + y0)

T(zo,y0) Téalise un C!-diffésomorphisme de R? dans R? (sa réciproque est T(—2,—y,)) €t donc
de tout ouvert simple sur son image. En outre pour tout (x,y) € R? on a

1 0
JaCT(mo,yo)(xviw = (0 1) )

et donc
’det Jac T(xo,yo)’ =1

La formule de changement de variables donne alors

/f(x+xo,y+yo)dxdy:/ f(z,y) dz dy,
A

T(wo ,Y0) (A)

ce qui s’écrit encore

b+zo pa2(x—x0)+Yo
/ / :c+9:o,y+yo)dydx—/ / f(z,y) dy dx.
y=p1(x) a+zo Jy=p1(z—x0)+yo

Cette formule s’obtient en fait facilement en faisant deux changements de variables successifs
dans des intégrales simples.
e Pour A € R on note

R?2 - R2
Tion: (@ A\
y) = (T4 Ay)
T1 2. réalise un C'-diffSomorphisme de R? dans R? (sa réciproque est 77 2 —») et donc de
tout ouvert simple sur son image. En outre pour tout (z,y) € R? on a

1 A
JaCT1,2,)\(xay) = (0 1) )

et donc
|det Jac Ty 25| = 1.

La formule de changement de variables donne dans ce cas :

P2(y) P2 (y)+Ay
/ / (x+ My, y)dedy = / / flz,y) dzdy.
x= =11 (y)+Ay

A nouveau, il est facile de vérifier directement que cette formule est bien valable.
e On note maintenant

Plgl

)

{ RZ — R2
(z,y) = (y,z)

Py > réalise un C'-difféeomorphisme de R? dans R? (sa réciproque est P o) et donc de tout
ouvert simple sur son image. En outre pour tout (z,y) € R? on a

0 1
JaCPI,Q(‘T7y) = (1 0) )

et donc
|det Jac Py o] = 1.
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Que donne la formule de changement de variables dans ce cas?
e Pour a # 0 on note finalement

D RZ = R2
L (my) = (az,y)

D;  réalise un C'-difféomorphisme de R? dans R? (sa réciproque est D; 1) et donc de tout
ouvert simple sur son image. En outre pour tout (z,y) € R? on a

|det D1 o] = | .

La formule de changement de variables nous dit alors que si on dilate le probléme par un
coefficient |«| dans une direction, on muliplie les aires par a, ce qu’on aurait encore pu vérifier
directement.

On rappelle que le déterminant permet de mesurer des volumes. Des aires en dimension
2. En effet pour u et v dans R? la valeur absolue du déterminant det(u,v) est l'aire du
parallélogramme engendré par u et v. Ainsi le facteur |det Jac ¢(x)| mesure le fait que le
difféomorphisme ¢ a tendance a dilater ou contracter les aires au voisinage de x.

Idées de démonstration pour le théoréme de changement de variables. # On commence par
remarquer que si le résultat est vrai pour les diffeomorphismes f et g, alors il est vrai pour
f o g (sous réserve que cette composition ait un sens).

e On a vu que le théoréme est vrai si ¢ est une transvection, une permutation ou une
dilatation. Or tout isomorphisme de R? s’écrit comme composition finie de tels isomorphismes
élémentaires (voir le cours d’algébre linéaire, cela peut se montrer en utilisant 1’algorithme
du pivot de Gauss). Ainsi on obtient le théoréme dans le cas ol ¢ est un isomorphisme.

e On découpe le domaine en un grand nombre de domaines de plus en plus petits. A la
limite, pour chaque petit domaine D et pour n’importe quel xy € D on peut approcher f
par f(xg) sur D et ¢(D) par Jac ¢(D — xz¢) + ¢(x0), obtenu & partir de D en appliquant une
translation, un isomorphisme, puis une nouvelle translation. O

Exemple 10.3. Soient a,b > 0. On considére lellipse

2 2
5={(w,y)€R2|Z2+i2<1}.

L’application ¢ définie par

p(z,y) = (az, by)

réalise un C*-difféomorphisme du disque unité ouvert D dans £. On a alors
Aire(€) :/ 1dxdy:/ 1 x |Jace(X,Y)| dX dY = abr.
©(D) D \—7’17_/

On peut dire qu’on a effectué le changement de variables (z,y) = ¢(X,Y), avec dedy =
Jaco(X,Y)| dX dY = abdX dY.

10.2 Exemples importants de changements de variables
On introduit maintenant des changements de variables particuliérement utiles. En fonc-

tion des symétries du probléme étudié, ces changements de variables peuvent permettre de
considérablement simplifier '’expression des intégrales & calculer.
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10.2.1 Coordonnées polaires

Proposition 10.4. L’application

o (B nl o BAE (0)
’ (r,0) —  (rcos(9),rsin(0))

est un C*-difféomorphisme. En outre pour tout (r,0) € R x| —m, 7| on a
det Jac ®(r,0) = r.

Démonstration. On vérifie « facilement » que ® est une bijection. D’aprés le théoréme de
I’inversion globale, il reste a vérifier que sa matrice jacobienne est partout inversible. Or pour
tout (r,0) € RY. x] —m, [ on a

_|cos(f) —rsin(F)|
det Jac &(r, 0) = sin(f)  rcos(f) | r#0.
D’ou le résultat. O

Ce changement de variables est agréable quand la frontiére du domaine d’intégration
s’exprime plus facilement comme courbe paramétrée en polaire et/ou que la fonction a intégrer
présente une symétrie radiale :

Proposition 10.5. Soit A une partie élémentaire de R? telle qu’il existe une fonction p :
R — R continue, 21 périodique, et vérifiant

A ={(rcosf,rsin(f)),0 e R,0<r < p(9)}.

Alors pour toute fonction f continue sur A on a

flz,y)dedy = T f(rcos(6),rsin(0)) rdr de.
/1, /.

Démonstration. Si on note

A ={(rcos,rsin(0)),0 €] — m,7[,0 <r < p(0)}

/Af(x,y)dwdy/A] F(a, ) do dy.

—m,[

alors on a'!

® réalise alors un C'-diffeomorphisme de {(r,0) € Ry x| — 7, 7[|r < p(0)}, il ne reste plus
qu’a appliquer le théoréme de changement de variables. O

Ezemple 10.6. L’aire du disque de rayon R peut étre obtenue par le calcul suivant :

T R T 7,2 R
Aire(Dg) :/ / rdrdo :/ {2} df = TR
—7 JO -7 0

Remarque 10.7. On a un résultat analogue a la proposition précédente lorsque A est un
domaine de la forme

A= {(rcosf,rsin(f),0; <0 <02,0<r<p(d)}.

Dans ce cas on obtient

//A f(x,y)dedy = /(:2 /09(9) f(rcos(9),rsin(8)) rdrdf.

1. on ne détaille pas ce point, on peut par exemple décomposer A en A[_r o) U Ao x]- A[—x,0] €t Ajo, x]
sont des domaines simples, et on utilise le fait qu’on ne change pas la valeur d’une intégrale en enlevant des
parties du bord
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10.2.2 Coordonnées cylindriques

Dans R3, les coordonnées cylindriques sont utiles lorsque le probléme étudié présente une
symétrie autour d’'un axe.

Proposition 10.8. Soit V une partie simple de R3 tel qu’il existe a,b € R avec a < b et une
fonction p : R x [a,b] — R continue, 21 périodique par rapport a la premiére variable, et
vérifiant

V = {(rcos(f),rsin(),z),0 € R,z € [a,b],0 < r < p(b,2)}

Alors pour toute fonction f continue sur V on a

// Vf(x,y,z) dxdydz = /ab /7; /OP(O)Z) f(rcos(9),rsin(8), z) r dr df dz.

Démonstration. Pour z € [a,b] on note T'(z) = V N (R? x {z}). Alors on a

T(z) = {(rcos(f),rsin(d),z),0 e R,0< r < p(,2)}.

b
/ [ sz dwaya: = / ( / [ 1@ dwdy) dz,

il suffit de passer en coordonnées polaires sur chaque tranche 7T'(z). O]

Puisque

10.2.3 Coordonnées sphériques

Les coordonnées sphériques sont adaptées aux problémes qui présentent une symétrie
autour du centre du repére.

Proposition 10.9. L’application
Rix]—ma[x] —Z%,5[ — R¥\(R-x {0} xR)
r cos(0) cos(p)

(r,0,p) — rsin(6) cos(p)
rsin(p)

est un C*-difféomorphisme. En outre pour tout (r,0,¢) € R x] — 7r,7r[><] -7, %[ on a
det Jac ®(r, ) = r* cos(ip).
Démonstration. On vérifie le calcul du jacobien. Pour (7,6, ) € R x| —, 7r[><] — 5.5 [ on a
cos(f) cos(p) —rsin(f) cos(p) —rcos(d)sin(p)

det Jac ®(r,0) = |sin(f) cos(p)  rcos(f)cos(e)  —rsin()sin(yp)
sin(ep) 0 r COS(QO

)
= rQ(sin(go) x cos(ip) sin(p) + cos(p) x cos®(¢))
=72 cos(yp) # 0. O

Exemple 10.10. On retrouve facilement le volume de la boule de rayon R :

z T R 3
Vol(Br) :/2 / / r2 cos(ip) dr df dp = 4”3R :
-5 J-mJO
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10.3 Exercices

Ezercice 10.1. En passant aux coordonnées polaires, calculer l'aire du domaine
21 2, .2
D=4 (z,y) eR |§<x +y*<3ety>0

(et veérifier qu’on obtient bien le résultat attendu).

Ezercice 10.2. On note D = {(z,y,2) € R?|2? + y*> < 4, 0 < 2 < 2}. Calculer

dx dydz.

z
/ / /D Va? + y?
Ezercice 10.3. Soient a,b,c € R’} Calculer le volume de I'ellipsoide d’équation

1.2 y2 22

an + b72 + 672 < 1.
Ezercice 10.4. On considére le domaine D = {(z,y) € R? |z? + y* — 2z < 0}. Calculer

/ Vx4 y2dxdy.
D

Ezercice 10.5. Soient a,b € R% . On considére le domaine

2 ? y2
D:{(:c,y)ER |x>0,y>07a2+62<1}.

Calculer
/ (223 — 5) dx dy.
D

Ezercice 10.6. Calculer l'intégrale de la fonction f : (z,y) — (y* — 22)*¥(2? + ¢?) sur le
domaine D = {(amy) ER?|0<z<y,a<ay<by’—2’< 1}7 ou b > a > 0. On pourra
effectuer le changement de variables v = xy, v = y? — 2.

Exercice 10.7. 1.Pour R > 0, calculer
Ir = / e~ (@ +v%) gy dy,
B(0,R)

ou B(0, R) désigne la boule euclidienne de centre 0 et de rayon R. Montrer que I admet
une limite que 'on explicitera quand R tend vers —+oo.
2. En déduire la valeur de l'intégrale
/ e~ da.
R

Y dxdy, ot D est I'ensemble des points de [0, 1]? qui ne

Ezercice 10.8. Calculer [}, Tty

sont pas dans le disque de centre (0,0) et de rayon 1.

Exercice 10.9. Soit a > 0 et B la boule euclidienne unité de R3. Calculer

5 dxdydz.

/B NCE +y21+ (z—a)
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Chapitre 11

Intégrales curvilignes

En mécanique, le travail infinitésimal d’une force ? sur une particule ponctuelle qui se
déplace de = & z + dz (avec dx petit) est

ﬁ

oWo = ?(az) o

Si la particule se déplace de A & B en suivant le chemin ~, I’énergie totale apportée par la
force F' est donnée par

W=(A— B) :/?(z) . da.

Selon si la force ? est conservative ou non, ce travail dépend effectivement du chemin
emprunté ou bien seulement des points de départ et d’arrivée A et B.

Intuitivement, la signification de cette derniére formule a un sens relativement clair. On
approche le chemin ~ par une somme de petits déplacements, on calcule le travail corres-
pondant & chacun de ces petits déplacements, et on somme le tout pour obtenir le travail
total. _

Rigoureusement, le « petit déplacement » dx n’a pas de sens précis. Et §’il est bon, voire
indispensable, de garder en téte ’approche intuitive pour comprendre ce qu’il se passe, on
a besoin de définitions rigoureuses pour pouvoir faire concrétement des calculs et des dé-

monstrations. Evidemment, I'idée est de faire tendre le pas

—
dx|| vers 0 comme pour une

intégrale classique sur un segment de R (pour laquelle on approche aire sous la courbe par
une somme de rectangles dont les bases sont de plus en plus petites). En fait on va direc-
tement se ramener au calcul d’'une intégrale sur un segment de R en paramétrant le chemin ~.

11.1 Formes différentielles de degré 1 sur un ouvert de R"

On commence par introduire les formes différentielles sur un ouvert U de R™, qui ne sont
rien de plus qu’une application de U dans l'espace des formes linéaires sur R™. Par exemple
I’application « travail de F' au point x » qui au vecteur dx associe le réel ?(m) - 0x est une
forme linéaire. Puisque la force dépend du point z, cette forme linéaire dépend elle-méme du
point . On a donc défini une forme différentielle.

Définition 11.1. Pour j € [1,n] on note
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Remarque 11.2. (dzi,...,dx,) est une base de L(R™,R) (c’est la base duale de la base
canonique). Toute forme linéaire ¢ sur R™ s’écrit de fagon unique sous la forme

n
=) p;d
j=1

avec @1, ...,¢; € R. Et pour u = (u1,...,u,) € R” on a alors ¢(u) = Z?:l ©;U;.

Remarque 11.3. Dans R? on pourra noter (dx,dy) au lieu de (dzy,dxs) la base duale de la
base canonique. De méme dans R? ot on peut préférer noter les coordonnées (z,y, 2) plutot
que (1,72, 73).

Définition 11.4. Soit & un ouvert de R™. On appelle forme différentielle de degré 1 (ou 1-
forme différentielle, ou 1-forme) de classe C* une application w de classe C* de U dans I’espace
L(R™ R) des formes linéaires sur R™. Cela signifie qu’il existe des applications «y, ..., a, de
classe C* de U dans R telles que pour tout = € I on a

ZaJ x) dx;.

Remarque 11.5. Pour x € U on notera parfois w, au lieu de w(z). Pour u = (uy,...,u,) € R”
on a alors
n
wolu) = wlziu) =) ay(z)y
j=1

Remarque 11.6. En dimension 2 on note souvent, pour (z,y) € R2,
w(z,y) = Pz, y) do + Q(z,y) dy,

et pour (u,v) € R? on a alors
W(z,y) (u,v) = P(z,y)u+ Q(z, y)v.

Exemple 11.7. Soit f une fonction de classe C* de &/ C R™ a valeurs dans R, avec k > 1
Pour tout x € U la différentielle de f au point x est donnée par

Vh = (hy,....hn) €R", dof Z jaz

Autrement dit,
dof = Z ax x) dz;.

Puisque les fonctions 8— pour j € [1,n] sont de classe C*~!, la différentielle de f définit

une 1-forme de classe C’k LsurU :
df = Z . da;.
Jj=1

Dans cet exemple, la premiére égalité est une égalité entre réels (pour chaque z et h fixés), la
deuxiéme est une égalité entre formes linéaires (pour chaque z fixé) tandis que la troisiéme
est une égalité entre formes différentielles sur U.

Définition 11.8. Une 1-forme w sur I/ est dite exacte s’il existe une fonction f de classe C!
sur U telle que df = w.
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Ezemples 11.9. o La 1-forme zdz + ydy est la différentielle de la fonction f : (z,y) —
(2% 4 y?) sur n’importe quel ouvert de R2.

o La l-forme w = y dx n’est exacte sur aucun ouvert de R2. En effet, supposons par I’absurde
qu’il existe (xg,y0) € R?, § > 0 et une fonction f de classe C! sur V =]z — 6, 29+ [ x]|yo —
0,yo + 0[ tels que df = w sur V. Alors pout tout (x,y) €V on a

7] 0
afi(sc,y) =y et afz(x,y) =0.

Par la deuxiéme égalité on obtient qu’il existe une fonction g de classe C'* sur [xg—d, 2o+ 4]
telle que f(x,y) = g(z). Ainsi on devrait avoir

) =g)

pour tout (x,y) € V. Mais cela n’est pas compatible avec I'expression précédente.

11.2 Intégrale d’une 1-forme le long d’une courbe para-
métrée

Ce qu’on avait noté 6W= en introduction peut donc étre vu comme une forme différentielle
et a maintenant un sens précis. Pour définir le travail total fourni quand la particule va de
A & B en suivant +, il nous faut maintenant introduire 'intégrale d’une forme différentielle
de degré 1 le long d’une courbe.

Définition 11.10. e Une courbe paramétrée de classe C* est une application v de classe
C* d’un intervalle I & valeurs dans R”.

e On dit qu'une courbe paramétrée continue ~ : [a,b] — R™ est C'' par morceaux s’il existe
une subdivision a = ag < -+ < a,,, = b telle que la restriction de v & [ar_1,ax] est de
classe C'* pour tout k € [1,m].

e On dit que v est fermée si v(a) = v(b), et qu'elle est simple si sa restriction a |a, b[ est
injective.

e Enfin on appelle support de v I'ensemble supp(y) = {v(t),t € [a,b]} C R".

Définition 11.11. e Soit w une 1-forme différentielle continue sur un ouvert & de R™. Soient
[a,b] un segment de R et 7 : I — U une courbe paramétrée C'!. Alors on définit I'intégrale

de w le long de y par
b
/w = / wy(t) (V' (¢)) dt.
v a

Si on note w = 2?21 ajdr; et y(t) = (x1(t), ..., 2n(t)), cela donne

Lw:éél%ﬂ%M@@Mt

e Si v est C! par morceaux, on considére une subdivision @ = ag < --- < a,, = b adaptée et

on pose
m

Lw = ;/: wy(w (7' (1)) dt.

La proposition suivante montre qu’une intégrale curviligne ne dépend pas du paramétrage
mais seulement du sens de parcours :

Proposition 11.12. Soit [c,d] un autre segment de R, ¢ un C*-difféomorphisme de [c,d]
dans [a,b] et ¥ =y o ¢. Alors on a
/w:/w
¥ v
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st ¢ est croissant, et

si ¢ est décroissant.

Démonstration. On effectue le changement de variables t = ¢(s). Si ¢ est croissant on obtient

b d
/w'y(t)<7/(t))dt:/ wy(o(s)) (7 (8(5))) @' (s) ds.

Par linéarité de 'application wg() on obtient

b d d
() dt = [y (00060 ds = [ s (70 ds = [

Si ¢ est décroissant on obtient de méme

b c
/a wy(ny (V' (1)) dt = /d wWa(p(s)) (V' (6(5))) ¢/ (5) ds = —Lw.

O

Définition 11.13. Soient 71 : [a,b] — R™ et ¥2 : [¢,d] — R™ deux courbes paramétrées.
On dit que v; et 7o définissent la méme courbe (géométrique) orientée s’il existe un C'1-
difféeomorphisme croissant de [c, d] dans [a, b] tel que v3 = 71 0 .

Ezemple 11.14. On considére sur R? \ {(0,0)} la forme différentielle

i Y

w:x2+y2 dy_x2+y2 dx.

On note C le cercle unité parcouru une fois dans le sens trigonométrique. On considére le
paramétrage

' [O, 27‘(’] — R2
v { 9 > (cos(0),sin(0))

Alors on a

fe- /f B /0% (cos(e)c‘f ies)inw)? os(0) - cos(9>s2m+(9s)in(9)2 . sm(a”) "

2m
:/ 1df = 2x.
0

Le paramétrage

_ [O,Tr] — RQ
v { 6 — (cos(20),sin(26))

donne le méme résultat :
T cos(26) sin(26) .
= = 2 20) — -2 20 do
/C“ /{” /0 (cos(20)2+sin(9)2 cos(20) = 52017 1 smpzgyz  2sn(20))

:/ 2d6 = 27.
0

Par contre

[ [0,2n] — R?
Y- { —  (cos(—6),sin(—0))
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donne

/_ v /027r (_ cos(;)c;S(_zzl(a)Z cos(=6) - COS(;;S(J:Z)H(Q)Q (Sin(—e))) do
=/Oﬂ(—1)d9: o

Et si on fait k tours :

J0.2kn] - R?
’Yk-{ 0 —  (cos(6),sin(f))

donne

/v o /om <cos(9)020 Tgs)in(e? cos{f) - cos(efélﬁmw = Si“(e))) v

2km
= / 1d0 = 2km.
0

11.3 Intégrale d’une forme différentielle exacte

On rappelle le théoréme fondamental de I'analyse, qui fait le lien entre intégration et
dérivation :

Théoréme 11.15. Soit f une fonction de classe C* sur le segment [a,b] de R. Alors on a

F(b) - f(a) = / £(t)dt.

Autrement dit, I'intégrale de la dérivée de f sur un segment s’exprime simplement en
fonction des valeurs de f sur les bords du segment. Notre but est maintenant de généraliser
ce résultat a une intégrale curviligne :

Proposition 11.16. On suppose que w est une forme exacte sur U, et on considére une
primitive f de w (ie. f est Ct surU et df = w). Si vy : [a,b] — U est une courbe paramétrée
C' par morceauz alors on a

/ w = F(v(b) - F(r(a)).

Cette proposition simplifie grandement le calcul de I'intégrale curviligne, et explique 'in-
térét de s’intéresser aux formes différentielles exactes. On observe en outre que l'intégrale
dépend des points de départ et d’arrivée mais pas du chemin ~ parcouru entre les deux.

Démonstration. On suppose d’abord que v est de classe C'. Pour t € [a,b] on note g(t) =
f(7(t)). La fonction g est alors de classe C'* sur [a, b] et pour tout t € [a,b] on a

g'(t) = dfy ) (7' (1))

D’aprés le théoréme 11.15 on obtient
b b b
[o= [ wwe@i= [ doe©id= [ gwa=gw- .
v a a a
D’ou le résultat si v est C'. Si v n’est que C' par morceaux, on considére une subdivision

a=ay<-- < ay = b adaptée. Pour chaque k € [1,m] on applique le résultat précédent a
la restriction de v sur [ax_1,ax], et on obtient

[o=3 (6@ = fla) = F60) - f6().
v k=1
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Corollaire 11.17. Siw est une forme différentielle exacte sur U et v est une courbe fermée
de classe C' par morceauz, alors
/ w = 0.
~

Ny y
w = -
21y YT e

Ezxemple 11.18. La forme différentielle

dx.

n’est pas exacte sur R? \ {(0,0)}.

On revient sur la notion de travail associé & une force. Lorsqu’une force ? peut étre vue
comme le gradient (ou 'opposé du gradient) d’un potentiel V' (c’est le cas par exemple pour
la force de gravitation ou une force électrique), alors la forme différentielle

5t s F(z) 00 = —VV () o2 = —d,V(62)

est exacte (et —V est une primitive), donc le travail fourni entre A et B ne dépend que de A
et B:
Wz(A— B)=V(A) - V(B).

En particulier si on revient au point de départ (ie. si on suit une courbe fermée), le travail
fourni est nul.

Mais ce n’est pas toujours le cas, par exemple une force de frottement n’est pas conser-
vative, et méme si on revient au point de départ le frottement nous a bel et bien couté de
I’énergie. Mathématiquement, cela signifie que la forme différentielle associée n’est pas exacte.
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11.4 Exercices

Ezercice 11.1. On considére sur R? la 1-forme w telle que pour (x,y) € R? on a Wzy) =
xy? dx + e® dy. On note u = (1,0) et v = (2,1). Calculer ws,2) (1) et w1 (v).

Exercice 11.2. Calculer les intégrales curvilignes fr w dans les situations suivantes :

l.w =aydz + (x +y)dy et T est Parc de la parabole d’équation y = 22 pour x allant de -1
a 2.

2.w=ysinzdxr + zcosydy et I est le segment de droite allant de A = (0,0) a B = (1,1).
3.w = 2%y dx + xydy et T est le cercle unité centré en 0 et parcouru dans le sens trigonomé-
trique.

Ezercice 11.3. On considére sur R? la forme différentielle w = z2 dx — xy dy.
1. Calculer 'intégrale de w le long des courbes suivantes :

a. le segment de droite allant de A = (0,0) & B = (1,1),

b. I'arc de parabole d’équation y = x? pour z allant de 0 & 1.
2. La 1-forme w est-elle exacte 7

Ezxzercice 11.4. On considére la forme différentielle

_ —ydr+xdy
w2 4y?

1. Soit a > 0. Calculer I'intégrale curviligne fCa w lorsque

a. C, le cercle de rayon a centré en 0 et parcouru dans le sens trigonométrique,

b. C, le carré orienté de sommets successifs A = (a,a), B = (—a,a), C = (—a,—a) et
D = (a,—a).
2. La forme w est-elle exacte ?

Exercice 11.5. Calculer I'intégrale curviligne [i.y* dz + 22 dy lorsque

1.T est la courbe d’équation 22 + % — ay = 0 (avec a € R*), orientée dans le sens trigono-
métrique.

2.T est la courbe d’équation z—z + Z—z — %I — %y =0 (avec a > 0 et b > 0), orientée dans le
sens trigonométrique.

FEzxercice 11.6. On considére
D= {(z,y) eR*|2” +y* — 2z < Oet 2® +y> — 2y < 0}.

Calculer l'intégrale curviligne de la forme différentielle w = y dx + 2z dy le long du contour
de D parcouru une fois dans le sens direct.
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Chapitre 12

Théoréme de Poincaré - Formule
de Green-Riemann

Ce chapitre s’inscrit dans la continuité du précédent. On a vu a la proposition 11.16 que
les formes différentielles sont bien plus agréables a manipuler lorsqu’elles sont exactes. Le
théoréme de Poincaré va nous donner un critére relativement simple pour s’assurer qu’une
forme est exacte.

Toujours & la proposition 11.16, on a commencé a généraliser le théoréme fondamental
de l'analyse en exprimant l'intégrale le long d’une courbe v d’une forme différentielle w en
fonction des valeurs d’une primitive de w sur le bord de 7. La formule de Green-Riemann est
une généralisation en dimension 2 de ce résultat. Plus précisément, on va exprimer I'intégrale
d’une fonction sur un ouvert simple © de R? en fonction de I'intégrale d’une certaine forme
différentielle w (qui sera une primitive, en un sens & préciser) sur le bord de Q (qui est une
courbe).

12.1 Dérivée extérieure d’une 1-forme

On commence par introduire la dérivée d’une 1-forme sur un ouvert de R? (cela se gé-
néralise en dimension supérieure, voir le chapitre 14). Plus généralement, on définit dans ce

paragraphe les 2-formes différentielles.
Définition 12.1. e On note dx A dy 'application
[ (R?)? — R
dr N dy : { (u,v) +—  uvy — ugvy = det(u,v)

ol on a noté u = (uy,us) et v = (vy,vs).
e Plus généralement, si ¢; et g sont deux formes linéaires sur R?, on note ¢ A @y Iappli-
cation qui au couple (u,v) € (R?)? associe le réel 1 (u)p2(v) — pa(u)pi(v).

Remarque 12.2. En particulier on a de Adx =0, dy Ady =0 et dy Adx = —dx A dy.

Définition 12.3. Soit I/ un ouvert de R?. On appelle 2-forme différentielle de classe C* une
application de la forme
w: (z,y) = f(z,y)de Ady,

ol f est une application de classe C* de U dans R. w est en particulier une application de
classe C* de U dans I’espace des formes bilinéaires sur R2.

Définition 12.4. Soient I un ouvert de R? et w = f(z,y) dz A dy une 2-forme continue sur
U. Lorsque cela a un sens on note

//uw://uﬂx,y)dxdy.
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Définition 12.5. Soit w = P(z,y)dz + Q(x,y) dy une 1-forme sur un ouvert & de R?. On
appelle dérivée extérieure de w sur U la 2-forme

~[0Q oP
dw = (ax(%y) o”!y(x’y)) dx A dy.
Remarque 12.6. On a en fait
dw = dP ANdzx +dQ Ady.

Exemple 12.7. Si w = cos(x + y) dx + 2y dy alors dw = (2xy + sin(z + y)) dz A dy.

Définition 12.8. On dit que la 1-forme différentielle w est fermée sur U si dw = 0 sur Y.
Si on note w = P(z,y) dz + Q(z,y) dy alors w est fermée sur U si et seulement si pour tout
(x,y) €U on a

oP

Viz,y) e, —(z,y)= a—y(:c,y)

12.2 Théoréme de Poincaré

Soit U un ouvert de R2. On fait maintenant le lien entre les 1-formes exactes (utiles en
pratique) et les 1-formes fermées (propriété facile a vérifier par un simple calcul de dérivées
partielles).

Proposition 12.9. Une 1-forme ezacte de classe C' sur U est fermée sur U.

Démonstration. Soit w = P(x,y)dxr + Q(z,y) dy une 1-forme exacte sur Y. Il existe une
fonction f différentiable telle que pour tout (z,y) € U on a

%(x7y) = P({E,y) et %(!E,y) = Q(w,y)

Comme P et @ sont de classe C! sur U, f est en fait une fonction de classe C2. Pour tout
(z,y) € U on a alors par le théoréme de Schwartz

0Q 0 0f 0 0f _op
%(fﬁay) = %@($,Q) = @%(x’y) = Ay (xay)'

Cela prouve que dw = 0. O

Bien stir, il serait plus intéressant de montrer la contraposée, a savoir qu’une forme fermée
est exacte. Ce n’est malheureusement pas vrai en général, mais le théoréme de Poincaré nous
assure que c’est vrai dés que 'ouvert U est étoilé :

Définition 12.10. On dit de ouvert U qu’il est étoilé s’il existe a € U tel que pour tout
w € U on a [a,w] CU. On rappelle que [a, w] est par définition Pensemble

{ta+ (1 —tyw,t € [0,1]}.

Exemples 12.11. o R? est un ouvert étoilé de R2.
e Une partie convexe de R? est étoilée.
e L’ouvert R?\ {0,0} n’est pas étoilé.

Théoréme 12.12 (Théoréme de Poincaré). On suppose que U est un ouvert étoilé. Alors
toute 1-forme différentielle fermée de classe C' surU est ezacte.
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QOXr 7

FIGURE 12.1 — Domaines convexe et donc étoilé, étoilé mais pas convexe, et non étoilé.

Démonstration. On suppose que 'ouvert U est étoilé par rapport au point (a,b) et on consi-
dére une forme w fermée sur Y. Pour (z,y) € U on considére la courbe paramétrée

(0,1 — u

f(z,y) L w.

Notant w = P(z,y) dz + Q(x,y) dy cela donne

puis on pose

fa.y) = / (P(ay (D) (& — @) + Qe (1)) — b)) .

Soit (z9,yo) € U. 11 existe un voisinage V de xo dans R tel que (x,yq) appartient a Y pour
tout x € V, et donc 7y, , (t) € U pour tous x € V et ¢ € [0, 1]. L’application

(t, ) = P(Ya.y0 (1) (z — @) + Q(Va.y0 (1)) (yo — b)
est de classe C* sur [0,1] x V et sa dérivée partielle par rapport & z est donnée par

PC1aanl) +1 (G s )@ = )+ G2 (o) 10 =)

Par le théoréme de dérivation sous l'intégrale, on obtient que f est dérivable par rapport a x
et

1 1
o) = [ Pl et [ (G Cronn) 00— 0) + 52 s (D)0 =) .

Soit (z,y) € U. Pour t € [0,1] on note g(t) = P(7Vx44(t)). g est de classe C! et pour ¢ € [0,1]

on a
50 =50 (G (0)w = )+ 5 (4 (0) (0~ ).

Comme w est fermée, on a également

910 = I (g (1) & — )+ 02 (e (1) (5~ ).

Ainsi L

aof ! d
Lww) = [ (o0 +tg'0)dt = [ (tgle)) dt = 1) = Plavy).
81: 0 0 dt
De la méme fagon on montre que f est dérivable par rapport a y sur U et pour tout (x,y) € U

on a
of

gy (&) = Q.y).
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Cela prouve que
df = P(z,y)dr + Q(z,y) dy = w.

En particulier w est une forme exacte. O

Remarque 12.13. On note qu’on obtient en outre une expression explicite pour une primitive.

Ezxemple 12.14. Attention, la forme différentielle

T Y
w:x2+y2 dy_z2+y2 dx.

est fermée mais n’est pas exacte sur R? \ {(0,0)}.

12.3 Formule de Green-Riemann

On dira qu’un ouvert bornée Q de R? a un bord C' par
morceaux si sa frontiére 9¢) est union finie de supports
de courbes v; pour i € [1,N] (avec N € N) fermées,
simples, et C'! par morceaux.

On dira que 02 est orienté de sorte que 2 soit a sa
gauche si pour tout ¢ € [1, N] et lorsque ¢ croit, le point
~i(t) « se déplace en laissant €2 & sa gauche ». Cela signi-
fie qu’en tout point ;(¢), la base (v,v.(t)) est directe,
ol v est un vecteur normal sortant au point v;(t).

FIGURE 12.2 — Orientation du bord d’un ouvert de R2.

Si U est un ouvert contenant I’adhérence  de Q et w est une 1-forme continue sur I, on

note alors
N

[e=2]

=1 2

On considére maintenant un ouvert élémentaire Q2 de R? :

Q={(z,9) eR?*|la<z <bpi(z) <y <paz)}
={(z.y) eR*[c <y <d.¥u(y) <z <¥a(y)},

avec a < b, ¢ < d, 1 et o sont C! par morceaux sur [a, b], 1 et 1o sont C! par morceaux
sur [c,d], et on a 1 < @2 et Y1 < Po.

Lemme 12.15. Soit P(x,y) dr et Q(x,y) dy deux I-formes continues sur un ouvert U conte-
nant 2. Alors on a

b
/ Pla,y)de = / (P(t, o1 () — Pt a(t)) dt
onN

a

et
d
Q) dy - / (= QU 1 (1)) + QUt, ¥a(1))) dt

Démonstration. On montre la premiére égalité. On paramétre le bord de 2 a l'aide des
quatres courbes suivantes :

e v, définie sur [a,b] par v1(t) = (¢, ¢1(t)),

72 définie sur [p1(b), 2(b)] par 12(t) = (b, 1),

3 définie sur [a, b] par y3(t) = (¢, p2(1)),

4 définie sur [p1(a), p2(a)] par 'y4( ) = (a,t).

a
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Pour toute 1-forme continue sur un ouvert contenant §2 on a

/w:/w+/w—/w—/w.
o Y1 Y2 V3 Ya

En particulier
b p2(b)
/ P(z,y)dz :/ P(t, ¢1(t)) x 1dt+/ P(b,t) x 0dt
99 a @1(b)
p2(a)

b
_ﬂ/ f«u¢2@»:<1dt+l/ P(a,t) x 0dt

\ , w1(a)
- / P(t, 1 (1)) di — / Pt, a(t)) dt.

Cela prouve la premiére égalité. La deuxiéme se montre de fagon analogue. O
On montre maintenant la formule de Green-Riemann :

Théoréme 12.16. [Formule de Green-Riemann] Soit Q un ouvert élémentaire de R* et w
une 1-forme de classe C' sur un ouvert contenant Q. Alors on a

/dw:/ w.
Q o0

On rappelle que si on note w = P(z,y) dx + Q(z,y) dy on a

[

Démonstration. D’aprés le théoréme de Fubini et le lemme précédent on a

oQ oP
/de:/Qa—x(a:,y)dxdy—/ﬂa—y(:v,y)dxdy

B d Y2 (y) oQ b p2(2) gp
_/C (/wl(y) az(m,y)d:v> dy—/a <~/¢1(1‘) ay(ac,y)dy) dx

d b
— [ (@aw)1) - Qa0 dy | (Plavia(@) ~ Plaga(w) da
=/‘@%w@+/'ﬂawm

a0 a0

[ w
o0

Remarque 12.17. o Ce résultat peut étre étendu & des ouverts plus généraux, par exemple
des ouverts simples. Les intégrales sur les frontiéres communes aux différentes parties
élémentaires se compensent.

e La formule de Green-Riemann est utile dans les deux sens. Selon le probléme considéré,
on peut vouloir ramener un calcul d’intégrale double au calcul d’une intégrale curviligne
ou l'inverse.

O

Ezemple 12.18. La formule de Green-Riemann peut par exemple servir a calculer ’aire d’un
ouvert de R? via 1'une des égalités suivantes :

1
Aire(Q):/ xdy:f/ ydac:f/ rdy — ydx.
09 o9 2 Joa
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12.4 Exercices

Ezercice 12.1. On considére sur le demi-plan U = {(z,y) € R?|z > 0} la forme différen-
tielle

_xdy—ydzx

a2 4y?

Montrer que w est exacte et déterminer ses primitives.

Ezercice 12.2. On considére sur le demi-plan U = {(z,y) € R? |y > 0} la forme différen-

tielle

I2

2z
w:—dgc——2
Yy Yy

dy.

1. Montrer que w est exacte et déterminer ses primitives.

2. Soit T' une courbe C! par morceaux allant de A = (1,2) & B = (3,8). Calculer /w.
r

Ezercice 12.3. On considére la forme différentielle w = (y* — 6xy?)dz + (3zy* — 62%y)dy.
1. Montrer que w est exacte sur R2.

2. Calculer l'intégrale de w sur le demi-cercle supérieur de diamétre [AB], allant de A = (1, 2)
vers B = (3,4).

3. On considére maintenant la courbe paramétrée ~ : [0,1] — R? définie par v(¢) = (1 + 3t —
2,2 + 4t — 2t%). Calculer l'intégrale de w le long de 7.

Exercice 12.4. 1.Déterminer 1’ensemble des fonctions ¢ de classe C! de R dans R telles
que ¢ = 0 et la forme différentielle w définie sur R? par

2xy
w=-—""—=dx+ p(x)dy,
est exacte.
2. Déterminer alors une primitive de w.
3. On considére la courbe I' d’équation 322 = —7y? + 21 orientée dans le sens direct. Quelle

est la nature de cette courbe ? Calculer I'intégrale de w sur I'.

Ezercice 12.5. On considére 'anneau A = {(z,y) € R? |1 < 22 +y? < 4} . Retrouver laire
de A en utilisant la formule de Green—Riemann.

FEzxercice 12.6. On note 0D le contour du domaine D défini par
D={(x,y) eR*[2 >0,y >0,2° +y* < 1}.

Calculer l'intégrale curviligne de w = zy?dz + 2zydy le long de OD parcouru dans le sens
direct

1. en utilisant un paramétrage de 0D,

2. en utilisant la formule de Green—Riemann.

Ezxercice 12.7. Utiliser le théoréme de Green—Riemann pour calculer les intégrales curvi-
lignes suivantes (les courbes sont parcourues dans le sens trigonométrique)

1. fCR —a2ydx + zy dy ou Cr est le cercle centré en (0,0) et de rayon R > 0,

2. fCR (22 — y) dx + (y* + 2) dy ot Cg est comme précédemment,

3. [5r2(z® + y?) dx + (x + y)? dy ou OT est le contour du triangle de sommets A = (1,1),
B =(2,2) et C = (1,3), parcouru dans le sens direct.

Ezxercice 12.8. Utiliser le théoréme de Green—Riemann pour calculer I'aire du domaine
délimité par la courbe paramétrée par 6 — (cos® 6, sin® 0) pour 6 allant de 0 & 2.
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sin(x) i

+oo
FEzxercice 12.9. Le but de cet exercice est de calculer la valeur de l'intégrale /
O x

1. Montrer que cette intégrale est convergente.
2. On considére sur R? \ {(0,0)} la forme différentielle

w= % ((x sin(z) — ycos(a:)) dx + (m cos(z) +y sin(:c)) dy).

Montrer que w est fermeée.

3. Soit R > 1. On considére le domaine

1 2 2 2

Yy > 07 D2 <z 4y < R )

DR{(:E7y)€R2 R

et on note I'p son contour, orienté de sorte a laisser Dp sur sa gauche. Déterminer la valeur

de / w.
'r

4.Pour r > 0 on note 7, le demi-cercle {(x,y) € R? |y >0, 22 +y? =12 }, orienté dans le
sens trigonométrique, puis I, = f,y‘ w.

a. Etudier la limite de I, lorsque r tend vers 0.

b. Montrer que I,. tend vers 0 lorsque r tend vers +oo.

5. En déduire la valeur de / sin(z) dx.
0 X
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Chapitre 13

Sous-variétés de R"

Apreés avoir considéré des fonctions définies sur des intervalles de R (autrement dit des
morceaux de droites) puis sur des morceaux de plans ou d’espaces de dimensions quelconques,
on souhaite maintenant s’intéresser a des fonctions définies par exemple sur des courbes ou
des surfaces. Par exemple sur des cercles, des sphéres. . .

Le but de ce chapitre est de commencer par définir et bien comprendre ce qu’on va consi-
dérer comme courbes ou surfaces. Plus généralement on va introduire les sous-variétés de
dimension p dans R". Une courbe sera une sous-variété de dimension 1, une surface une
sous-variété de dimension 2, etc. On notera tout de méme que la définition d’une sous-variété
de dimension 1 ne correspondra pas & la notion de courbe paramétrée déja introduite.

On va donner trois définitions d’une sous-variété, chacune ayant son intérét propre. Mais
dans tous les cas il s’agira d’une définition locale. Cela signifie qu’on ne se préoccupe pas de
la forme globale de I'objet, mais seulement de ce & quoi il ressemble au voisinage de chaque
point. Plus précisément, on dira qu’une partie de R™ est une sous-variété de dimension p si
elle ressemble au voisinage de chacun de ses points & un sous-espace affine de dimension p. Le
sous-espace en question (qui est en fait le sous-espace qui approche le mieux la sous-variété
au point considéré) sera appelé plan tangent a la sous-variété en ce point.

Par exemple une sphére est une sous-variété de dimension 2 dans R3. La terre est (grosso
modo) une sphére, mais & notre échelle ot on n’en voit qu’une toute petite partie on a
Pimpression de marcher sur un plan (a tel point qu’on a longtemps pensé que la terre était
effectivement plate . ..).

Ainsi une sous-variété de dimension 1 est une partie de R" telle que si on « zoome »
sur n’importe lequel de ses points, on finit par avoir 'impression qu’il s’agit d’un morceau
de droite. Avec cette idée en téte, pouvez-vous dire lesquels parmis ces ensembles du plan
seront considérés comme des sous-variétés de dimension 17 Lorsque c’est le cas, pouvez-vous
dessiner la droite tangente en chaque point ?

O )
/

FI1GURE 13.1 — Courbes ou pas courbes ?
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Le but de ce chapitre est maintenant de donner des définitions rigoureuses pour donner
un sens précis a I'idée intuitive que 'on peut se faire d’une courbe ou d’une surface.

13.1 Définitions et exemples

13.1.1 Deéfinition par une équation

Bien souvent, les ensembles avec lesquels on travaille sont définis par des équations. On
a déja fait la remarque que le cercle de R? de centre 0 et de rayon 1 peut étre vu comme
I'ensemble des points (z,y) tels que 22 + y? — 1 = 0. Dans R? on obtient encore un cercle en
considérant 1’ensemble des points tels que 2 +y?> — 1 =0 et z = 0, ce qui revient & dire que
I'équation (22 +y% — 1,2) = (0,0) est satisfaite.

Définition 13.1. On dit que M C R"™ est une sous-variété de R™ de dimension p si pour
tout a € M il existe un ouvert & de R™ contenant a et une application F' de classe C*° de U
dans R™ 7P telle que d,F' est de rang n — p et

MnU={xeU|F(x)=0}.

Remarque 13.2. On pourrait définir des sous-variétés de classe C* avec k > 1 en demandant
seulement que lapplication F qui intervient dans la définition est de classe C*. Cela ne
change pas grand chose a tout ce qui suit, et on ne s’embétera pas avec cette distinction ici.

Ezemples 13.3. (i) Un ouvert V de R™ est une sous-variété de R™ de dimension n (consi-
deérer lapplication F': V — {0} constante égale a 0).
(ii) Un hyperplan affine de R™ est une sous-variété de R™ de dimension n—1 (il est donné par
une équation de la forme L(z) —b =0 ot L est une forme linéaire non nulle et b € R™.
Plus généralement tout sous-espace affine de R™ de dimension p est une sous-variété de
dimension p. Par exemple une droite est une sous-variété de dimension 1.

(iii) Les cercles de R? sont des sous-variétés de dimension 1. En effet le cercle C de centre
(%0,90) € R? et de rayon r > 0 est 'ensemble des (z,y) € R? tels que

F(z,y) = (x — 20)* + (y — ) —r* = 0.

Or pour (z,y) € C on a VF(z,y) = (2(z — 20),2(y — y0)) # 0, donc d(, ) F est
nécessairement de rang 1. On vérifie de méme que les sphéres de R? sont des sous-
variétés de dimension 2.

(iv) Soit f une application lisse d’'un ouvert Y C RP dans R™. Alors le graphe I'y =
{(z, f(z)),z €U} C U x R™ est une sous-variété de dimension p dans RPT™. En effet

on a
Iy ={(z,y) €U xR™|F(z,y) =0} ot F(z,y) =y — f(z).
F' est bien lisse sur U x R™ et sa différentielle est de rang constant égal & m, puisque
pour (z,y) €U x R™ et n € R™ on a n = d(,,,)F(0,1) € Im(d,,,)F).

Remarques 13.4. o Tous les exemples précédents sont globalement définis par une seule équa-
tion. Ce n’est pas nécessaire. La définition est locale et ’équation utilisée peut dépendre
du point autour duquel on regarde.

e Il n’y a pas unicité de I'équation définissant un ensemble. En particulier une sous-variété
peut étre définie par I'équation F'(z) = 0 avec F ne vérifiant pas les conditions de la
définition. Considérer par exemple ’ensemble

{(;v,y) ER? |23 — g3 = 0}.
C’est bien une sous-variété de R? car c’est aussi ’ensemble défini par

{(x,y)€R2|x—y=O}.
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13.1.2 Définition par coordonnée rectifiante

On montre dans cette partie que la définition 13.1 est équivalente & une propriété plus
proche de lintuition qu’on a d’une sous-variété. Une partie M de R" est une sous-variété de
dimension p si on peut tordre (via un difféomorphisme) le voisinage de chacun de ses points
de sorte que M soit envoyé sur un morceau d’un sous-espace de dimension p.

Proposition 13.5. M C R" est une sous-variété de R™ de dimension p si et seulement si
pour tout a € M il existe un C°°-difféomorphisme ¢ entre un voisinage U de a dans R™ et
un voisinage V de 0 dans R™ tel que ¢(a) =0 et

oM OU) ={(y1,--Yn) EV|Ypy1 = =yn = 0}.

Dans ce cas ¢ est appelée une coordonnée rectifiant M en a.

T

FIGURE 13.2 — ¢ « redresse » M au voisinage de a.

Démonstration. Soit a = (ai,...,a,) € M. On suppose qu'un tel difféomorphisme ¢ =
(¢1,...,pn) existe, défini sur un voisinage U de a. La définition d’une sous-variété est alors
vérifiee avec F' = (¢pi1,...,¢n) : U — R"P. En effet on a bien M NU = F~1({0}), et
d. F' est surjective car d,p l'est. Inversement supposons que M est une sous-variété de R"
de dimension p et considérons a = (ay,...,a,) € M. Par définition il existe une fonction
F = (Fy,...,F,_,) de classe C* d’un voisinage U de a dans R™ & valeurs dans R" "7 et
telle que d, F' est surjective. De la matrice Jac F'(a) on peut donc extraire une matrice carrée
inversible de taille n — p. Autrement dit, il existe une permutation o de [1,n] telle que la
matrice

OF IF,
3%<p1+1> (@) - 3%<ln> (a)
OF,_ OF,
3Ia?p+pl> (@) - 81’:(;)) (a)

est inversible. D’aprés le théoréme des fonctions implicites, il existe un voisinage WV de a dans
R™, un voisinage W' de (ay(1), ... y(p)) dans RP et une fonction lisse f : W' — R™ P tels
que

MNW= {33 = (acl,...,xn) eEW x R"P ‘ (atg(erl),...,xa(n)) = f(.’l?a(l)7...,$g(p))}.

Pour = dans un petit voisinage U de a on note alors

gp(l‘l, e ,a:n) = (a:[,(l) - ag(l), ‘e ,Z‘g(p) - ag(p),
To(pr1) = [1(Ta1)s s Ta(p)s -5 Tatn) = Fup(To)s - > Top)))-
Si U est assez petit et V = f(U) alors ¢ : U — V convient. O

Définition 13.6. Soit M une sous-variété de R™ de dimension p. On appelle paramétrage
local de M en a une bijection lisse v d’un voisinage V de 0 dans RP vers Y N M (ot U est un
voisinage de a dans R™) telle que v(0) = a et d,y est injective pour tout y € V.
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La preuve de la proposition précédente montre qu’une sous-variété M admet un paramé-
trage local en tout point a de M. Dans le cas ou o = Id il suffit de considérer

" <y17"'ayp) — (al+y17"' aap+yp7f1<al+yl7'"7ap+yp)a"'7fnfp(a/1+y17"'7a/p+yp))'

A la lumiére de ces définitions, on peut & nouveau se poser la question de savoir lesquels
parmi les ensembles de la figure 13.1 sont des sous-variétés de dimension 1.

Définition 13.7. Soient M une sous-variété de dimension p de R™ et N une sous-variété de
dimension ¢ dans R™. Soit f une fonction de M dans N. On dit que f est de classe C* si
pour tout a € M, tout paramétrage local v de M en a (défini sur un voisinage V de 0 dans
RP) et tout paramétrage local ¥ de N en f(a) (défini sur un voisinage W de 0 dans R?) tels
que f(v(V)) C #(W) alors l'application

A lofoy: VoW
est de classe C*.

Remarque 13.8. Pour chaque a € M, il suffit en fait de vérifier la définition pour un paramé-
trage v et un paramétrage 7.

~ f
/—>
’y/
—— RP

1%

FIGURE 13.3 — Via les paramétrages, on rameéne ’étude de la régularité a des fonctions définies
sur des ouverts de RP.

13.2 Plan tangent

Proposition 13.9. Soient M une sous-variété de R"™ de dimension p et a € M. On suppose
que sur un voisinage U de a, M est définie par Uéquation F(x) =0 oo F : U — R P est
lisse et d, F' est de rang n — p. On suppose d’autre part que v :V CRP - UNM C R" est
un paramétrage local de M au voisinage de a, avec v(0) = a. Alors on a

kerd, F' = Im dy~.

Démonstration. L’application F' oy est nulle au voisinage de 0 dans V, donc d,F o dpy = 0,
ce qui implique que Imdyy C kerd,F. Comme dyy est injective, son image est un sous-
espace de R™ de dimension p. D’autre part la différentielle d, F' : R™ — R™ P est de rang
n — p donc par le théoréme du rang son noyau est de dimension p. Cela prouve qu’on a bien
Imdyy = kerd, F. L

Définition 13.10. Soient M, a, F et ¢ comme précédemment. Alors on définit l'espace
tangent & M au point a comme étant

ToM = kerd, F = Imdyy C R".
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FIGURE 13.4 — Plan tangent.

Remarque 13.11. Soient F : U C R™ — R une application lisse,a e U et M = {x e U| F(z) = F(a)}.
Alors pour tout h € R™ on a
doF(h) = (VF(a),h).

Ainsi M est une sous-variété de dimension n—1 au voisinage de a si et seulement si VF(a) # 0,
et dans ce cas le plan tangent T, M est 'orthogonal de VF(a) dans R™.

13.3 Champs de vecteurs

Définition 13.12. Soit M une sous variété de R™. On appelle champ de vecteur de classe
C* sur M une application X : M — R" de classe C* telle que X (z) € T, M pour tout = € M.

Exemple 13.13. Le vecteur gradient d’une fonction de classe C' sur un ouvert de R™ définit
un champ de vecteur sur cet ouvert. D’un point de vue physique, une force ou la vitesse en
chaque point d’un fluide en mouvement définissent des champs de vecteurs.

Soient U un ouvert de R”, X : z — > X,(x)e; un champ de vecteur sur U et f une
fonction différentiable sur &. Alors on note X - f la dérivée de f selon X donnée par

(X F)(a) = du f(X(a) = zxmg‘;(a»

Jj=1

Pour cette raison le champ de vecteur X est souvent noté

0
Xi—.
]8.Tj

j=1
Définition 13.14. Soient U et V deux ouverts de R™ et ¢ un difféomorphisme de classe C*

de U dans V. Soit X un champ de vecteurs sur Y. Alors on définit un champ de vecteurs
s« X sur V (image de X par ¢, ou « poussé en avant » de X par @) par

Va eV, (0:X)(a)=dy-13)e(X(¢ " (a))).

13.4 Exercices

Ezxercice 13.1. Les sous-ensemble suivants sont-ils des sous-variétés de R?

[ )
—
N
Il
—~
~
N
~
w
:—/
~
m
7
+ %
b/—/

e o o o
=

[} (o3 -
Il

A A A Ay

y
,y) € R? |zy = 0},
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Exercice 13.2. Montrer que I’ensemble
C= {(:I:,y,z) GR3|4zy+2xz+4y—z:asy+mz+2xfz:0}

est une courbe au voisinage de l'origine et déterminer l’espace tangent a cette courbe &
Porigine.

Ezxercice 13.3. Montrer que I’ensemble
S={(z,y,2) ER’|ay+ 22+ 20 +2y — 2z =0}

est une surface au voisinage de l'origine et déterminer ’espace tangent & cette surface a
Porigine.

Ezxercice 13.4. Soit F : R?> — R l'application définie par F(z,y) = 22 — y2. Pour quelles
valeurs de o € R I’ensemble défini par I'équation F(z,y) = « est-il une sous-variété de R? ?

Ezercice 13.5. 1.Pour quelles valeurs de a € R l’ensemble M, d’équation z? — 3> = «

est-il une sous-variété lisse de R? ?
2. Pour de telles valeurs de «, et pour (zg,yo) € M,, donner une équation de I’espace tangent
a M, au point (xq,yo)-

Ezxercice 13.6. Soit M7 une sous-variété de R™ de dimension p; et Ms une sous-variété de
R™ de dimension p,. Montrer que

My x My = {(al,ag) S Rn+m|a1 S Ml,ag S MQ}

est une sous-variété de R"*™ et préciser sa dimension. On pourra le faire en utilisant chacune
des trois caractérisations d’une sous-variété.

Ezxercice 13.7. Soit M une sous-variété de R".

1. Soient a,b € R tels que a < b et 7 :]a,b[— M une courbe de classe C'. Montrer que pour
tout ¢ €]a, bl on a ¥'(t) € Ty M.

2.Soient a € M et h € T,M. Montrer qu’il existe & > 0 et une courbe v :] — e,e[— M de
classe C! telle que v(0) = a et 7/(0) = h.

Ezercice 13.8 (Double puits). Pour z € R on pose V(z) = 42%(2% — 1). Pour E € R on
note

Ce={(z,6) eR*|+V(z)=E}.

Pour quelles valeurs de E l’ensemble Cp est-il une sous-variété de R™? (indication : pour
E = 0 on pourra par exemple utiliser le paramétrage (z, &) = (cos8,sin(20))).

Ezxercice 13.9. Soit ¢ : R? — R? 'application définie par p(x,y) = (22 + 1 — 2y, ).
1. Montrer que ¢ est un C*°-difféomorphisme.
2. Déterminer ¢, X lorsque

0 0 0 1fx+y2g

_ 9 — 27 = Yy— I —
Xl(a:,y) = 6377 X2(£7y) Y ay’ X3(.Z‘,y) y[“):ﬂ + 2 ail/
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Chapitre 14

Vers le théoréme de Stokes

Le but de ce chapitre est de voir comment les résultats des chapitres 11 et 12 peuvent
étre généralisés & des problémes en dimension supérieure. En particulier on aura & intégrer
sur des sous-variétés de R™ de dimension p, typiquement des courbes ou des surfaces de R3.

On a vu au chapitre 12 la formule de Green-Riemann, qui est un analogue du théoréme
fondamental de ’analyse pour la dimension 2. On rappelle que dans tous les cas il s’agit
d’exprimer une intégrale sur un domaine en fonction d’une intégrale sur le bord de ce domaine.
La version générale est le théoréme de Stokes, qu’on énonce dés maintenant :

Théoréme 14.1 (Théoréme de Stokes). Soit M une sous-variété de R™ & bord, compacte,
orientée, de dimension p € N* (et de classe C?). On munit le bord OM de l'orientation
induite par Uorientation de M. Soit w une forme différentielle de degré p—1 et de classe C*

dans un voisinage de M. Alors on a
/ w= / dw.
oM M

L’objectif principal de ce chapitre est d’avoir au moins une vague idée de ce que signifie ce
théoréme. En effet, ce résultat est utilisé assez tot dans les cours de physique, alors qu’il utilise
des outils mathématiques sophistiqués. On n’entrera pas ici dans les détails, et en particulier
on ne donnera aucune démonstration. Le but est pour le moment de se convaincre que ce
théoréme a un sens, qu’il est crédible, et d’avoir une petite idée d’otu il vient. Les plus curieux
pourront par exemple trouver une présentation détaillée dans [Ramis-Warusfel-Moulin, Cours
de mathématiques pures et appliquées, Volume 1 : algébre et géométrie, p.892-942].

14.1 Formes p-linéaires alternées

On a vu au chapitre 11 que sur une courbe on n’intégre non pas une fonction mais une
forme différentielle de degré 1, une forme différentielle de degré 1 étant une application qui
a chaque point associe une forme linéaire. De méme on a vu que l'intégrale usuelle sur un
domaine de R2, peut-étre vu comme l'intégrale d’une 2-forme différentielle, ¢’est-a-dire d’une
application qui a chaque point du domaine associe une forme bilinéaire bien particuliére.

De fagon générale, sur une sous-variété de dimension p on pourra intégrer une p-forme
différentielle, et une p-forme différentielle sera une application qui & chaque point associe une
forme p-linéaire alternée, objet que I’on introduit maintenant.

Définition 14.2. On appelle forme p-linéaire alternée une application ¢ : (R™)? — R telle
que
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e Pour tous k € [1,p] et u1,...,up—1,Uk+1,...,up € R™ Iapplication

Up = o(ur, .. Uk, o, Up)

est linéraire.
e Pour tous ui,...,u, € R" et j <k € [1,p] ona

OUL, ey Ufm1y Wk Wt Ty« ey U1y Uy Wkt 15« - -5 Up) = — (UL, -0 Up).
On note AP(R™) I'espace des formes p-linéaires alternées.

Autrement dit une forme p-linéaire alternée sur R" est une application & p variables dans
R™, a valeurs dans R, linéaire en chacune de ces variables (forme p-linéaire. . .) et telle qu'on
change le signe de l'image si on permute deux variables (.. .alternée). Cette derniére propriété
a quelques conséquences immédiates, qu’on 'on pourra démontrer en guise d’exercice :

Proposition 14.3. Soit ¢ une forme p-linéaire alternée et uy,...,u, € R™.
o Sl existe j # k € [1,p] tels que uj = uy alors p(uq, ..., up) =0.
o Sila famille uq,...,up est liée, alors p(u1,...,up) =0.

e Sip > n, alors la seule forme p-linéaire alternée sur R™ est lapplication nulle de (R™)P
dans R.

FEzemples 14.4. o L’espace des formes 0-linéaires alternées peut-étre identifié a R.
e Les formes 1-linéaires alternées sont les formes linéaires sur R™.

e Le déterminant est une forme n-linéaire alternée sur R™.

e Pour j, k € [1,n] lapplication

dz; Adzy : (u,v) = doj(u)deg(v) — deg(u)de; (v) = wjvg — ugv; = Zj Z)}j
ko Uk
est une forme 2-linéaire alternée sur R”.
e Pour ji,...,jp € [1,n] lapplication
1 P
Ujy o Uy
dwj, Ao Aday, : (uh,. o uP) | : (14.1)
1 P
ujp T u-]p

est une forme p-linéaire alternée sur R™. En particulier le déterminant usuel n’est autre
que dxy A -+ Adx,.
e On rappelle que si ¢ et 1 sont deux formes linéaires alors

A (u,0) = p(u)(v) = p(v)P(u)

définit une forme 2-linéaire alternée sur R"™.

On peut préciser les propriétés des formes p-linéaires alternées du type (14.1) :

Proposition 14.5. Soient ji,...,j, € [1,n].

o Siles ji,...,Jp ne sont pas deux & deuz distincts alors la forme p-linéaire alternée dxj, A
<+ Ndxj, est nulle.

o Pourk <le(l,p] ona

d!l?jl AR /\dxj,c_l /\dle /\dxjk+1 s /\dl’jl_1 /\dil?jk /\d.’EjH_1 ce /\dxjp = _dle AR /\dxjp.

Les formes (14.1) sont trés importantes puisqu’elles forment une base de espace AP(R™).
En particulier lorsqu’on veut montrer une propriété sur les formes p-linéaires alternées on
le montre sur ces formes particuliéres et, lorsque c’est possible, on conclut simplement par
linéarité.
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Proposition 14.6. Toute forme p-linéaire alternée ¢ sur R™ est de la forme

> Qjy .o gp gy A Ny,

1< <+ <jp<n

ot les coefficients a;, ... ;i sont réels. Plus précisément on a
J1y--5Jp

ajl,m,jp = gp(ejl,. .. ejp).

Ezxercice 14.1. Soient u = (0,1,3,—1), v = (2,2,2,—1) et w = (1,0,1, —1) des vecteurs de
R4.

1. Calculer p(u,v) pour ¢1 = dxg A dxy, @3 = dxy A dxg et @3 = 2dxs Adxy — dzy A dee +
4dxs A dxo 4+ dry N dry.

2. Calculer p(u, v, w) pour ¢ = dxg A dxy Adxs + 2dxs A dxs A dx;.

14.2 Formes différentielles

On peut maintenant introduire les formes différentielles :

Définition 14.7. Soit & un ouvert de R™. On appelle p-forme différentielle de classe C* sur
U une application de classe C* de U dans AP(R™).

Une p-forme différentielle de classe C* s’écrit

w(z) = Z Ay, ke, (T) dgy A= Nday,,

1<k < <kp<n

ou les fonctions Ak, ...k, U — R sont de classe CF.

Exemples 14.8. o Les 0-formes différentielles de classe C* sont les fonctions de classe C*.
e Les 1-formes différentielles correspondent bien aux formes différentielles vues au chapitre
11. En particulier si ¢4 un ouvert de R” et £ = 2?21 fj% est un champ de vecteur de
J

classe C* sur U on note pour = € U
We(w) = &(@)da; v (€(x),0).
j=1

Ainsi W¢ est une 1-forme différentielle de classe C* sur U. Cest le travail du champ de
vecteur £. Inversement toute 1-forme différentielle w sur U est de cette forme. En effet si
w s’écrit w = 377 a;(x)dx;, alors on a w = W avec {(z) = 37, aj(x)a%j.
e Pour x € U et vy1,...,v,—1 € R™ on note maintenant

Oe(x;v1,...,0p-1) = det(€(x),v1, ..., Up_1).

Cela définit une (n — 1)-forme différentielle de classe C* sur Y. Pour n = 3, ®¢(x;uq, uz)
est le flux de £(x) a travers le parallélogramme orienté basé sur u; et ug. Inversement
toute (n — 1)-forme différentielle sur R™ s’écrit de cette fagon (le vérifier. . .).

e Soit f: U C R™ — R une fonction de classe C*. Alors I'application My = fdziA---Adxy, =
f det est une n-forme différentielle de classe C* sur . f peut alors étre vue comme une
densité. En outre toutes les n-formes différentielles sur U sont de cette forme.

Définition 14.9. Soit w une p-forme différentielle sur un ouvert V de R™, et o : U — V
une application de classe C**1, ou U est un ouvert de R™. Alors la p-forme différentielle p*w
(tiré en arriére de w par @) est définie sur U par

prw(@un, . up) = wlp(@); dop(ur), s dop(up)).
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14.3 Intégration d’une forme différentielle sur une p-courbe

De méme qu’on a pu intégrer des 1-formes sur des courbes, on va maintenant définir
I'intégrale d’une 2-forme sur une surface, et plus généralement d’une p-forme sur une p-
courbe.

Pour les intégrales curvilignes I'idée était d’utiliser un paramétrage du chemin considéré
pour se ramener & une intégrale sur un intervalle de R. Pour une surface on va se ramener de
la méme facon & une intégrale sur un ouvert de R?, et 'intégrale d’une p-courbe sera obtenue
en calculant une intégrale sur un ouvert de RP.

Définition 14.10. Soit &/ un ouvert de R™. On appelle p-courbe de U/ une application
injective v : W — U de classe C! sur un ouvert W C RP telle que d,v est de rang p pour
tout y € W. L’image v(W) d’une p-courbe est appelée support de cette courbe.

Une 0-courbe de R” s’identifie & un point de R™, une 1-courbe est une courbe paramétrée,
une 2-courbe est une nappe paramétrée.

Définition 14.11. Soit
w(z) =alz)dzi A - ANdxy

une forme différentielle continue sur un ouvert YW de RP. Alors on note

/Ww = /W a(z)dzy ... dxy,.

Ainsi I'intégrale d’une p-forme sur un ouvert de R? n’est rien de plus que l'intégrale au sens
usuel. On peut maintenant se ramener & ce cas pour intégrer sur une surface de dimension p
en utilisant un paramétrage et le tiré en arriére correspondant de notre p-forme sur un ouvert
de RP :

Définition 14.12. Soient W C RP et Y C R”™ des ouverts, v : W — U une p-courbe et w
une p-forme différentielle continue sur ¢. Alors on pose

/wz/ Y w.
o w

Remarque 14.13. Si w est une 1-forme sur U et v :Ja, b[— U est une courbe paramétrée, on

retrouve bien la définition .
/w = / w(y(t);+/ (1)) dt.
0 a

Dans ce paragraphe comme dans tout ce qui suit on passe sous silence les problémes
d’intégrabilité liés au fait qu’on peut se retrouver avec des intégrales généralisées.

Malheureusement les choses ne sont pas si « simples », puisque toutes les sous-variétés
sur lesquelles on voudra intégrer se peuvent pas forcément étre vues comme le support d’une
p-courbe. Par exemple on ne va pas pouvoir intégrer sur une sphére avec cette définition. Par
contre on va pouvoir intégrer sur des « morceaux » de sphére, par exemple sur des demi-
sphéres. L’idée va alors étre plus ou moins d’intégrer sur des morceaux et de sommer les
résultats. Mais pour faire ¢a il y a encore un certain nombre de subtilités.

14.4 Sous-variétés orientées

On a vu pour les intégrales curvilignes que 'intégrale d’une 1-forme le long d’un chemin
ne dépend pas de la facon de parcourir ce chemin. Par contre on change le signe de I'intégrale
si on change le sens de parcours. C’était déja le cas pour une intégrale sur un segment de
R. L’intégrale de b & a est 'opposée de l'intégrale de a & b. Comme on peut s’y attendre, on
aura le méme genre de probléme en intégrant sur une p-courbe, mais le « sens de parcours »
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n’a plus vraiment de sens.

Revenons sur le cas d’une intégrale curviligne, et plus précisément sur la proposition 11.12,
dont on reprend les notations. Pour déterminer si les intégrales le long de v et de 4 ont méme
signe, on regarde si le difféomorphisme ¢ qui permet de passer de 'un & lautre est croissant
ou décroissant. Cela n’est pas transposable en dimension supérieure.

Supposons maintenant que les dérivées ' et 4’ ne s’annule jamais (on n’a pas fait cette
hypothése pour le chapitre 11 mais on la fait a la définition 14.10). On considére = sur le
support commun a 7y et 4, puis t € [a,b] et s € [c,d] tels que y(t) = z = F(s) (en fait
on at = ¢(s)). Alors les vecteurs v/(t) et 4'(s) sont des vecteurs colinéaires dans R™ (ce
sont des vecteurs directeurs de la tangente au support, on le voit également en écrivant
¥ (s) = +'(t)¢'(s)). Si v et 4 sont parcourus dans le méme sens, les vecteurs v/'(t) et 7'(s)
sont positivement colinéaires (cela correspond au cas ¢'(s) > 0) tandis que si v et 4 sont
parcourus dans le sens contraire, les vecteurs v/ (¢) et 4/(s) sont négativement colinéaires (cela
correspond au cas ¢'(s) < 0). Autrement dit le signe de la quantité

(' (®),7'(s))

nous indique si les intégrales le long de v et 4 ont méme signe ou des signes contraires. On
remarque que ce signe ne dépend pas du point x choisi sur le support puisque c’est une
fonction continue qui ne s’annule pas.

En dimension supérieure 'idée est la méme. On considére v : W C RP — R" et ¥ :NVNV -
RP — R™ deux p-courbes qui ont méme support I', puis x € T', et enfin a € W et b € W tels
que y(a) = z = %(b). On note (eq,...,e,) la base canonique de RP. Alors les familles

B({L‘) = (daly(el)a e 7da’7(el)) et B(l‘) = (d/b’?(el)7 v >db'7(61))

sont deux bases du plan tangent & I' au point x. Comment généraliser 'idée que ces deux
bases « sont dans le méme sens » ? La quantité que ’ont va regarder est le déterminant d’une
base par rapport & I’autre base

det (B(2)).
Cette quantité est de signe constant (sur un connexe...) car elle est continue et ne s’annule
pas. Et les intégrales le long de v et 4 auront méme signe si ce déterminant est positif, et
seront opposées s’il est négatif.

Ce n’est pas fini. ..

Plutot que de comparer les orientations de deux p-courbes qui ont méme support I', on
peut fixer & I’avance une orientation sur I', et comparer 'orientation de chaque p-courbe de
support I' a cette orientation. Cela revient a se donner d’avance une famille de bases B(z) et
de comparer la base B (x) obtenue comme précédemment & cette base de référence. Si on fixe
a 'avance un sens de parcours positif sur une courbe I' de dimension 1, pour chaque courbe
paramétrée de support I' on pourra dire qu’elle va dans le sens positif ou dans le sens négatif.
Si on regarde le flux, d’un liquide par exemple, & travers une surface, on pourra choisir de
compter positivement le flux dans un sens et donc négativement dans 'autre sens. C’est un
choix arbitraire.

Pourquoi doit-on faire ca? On a dit que pour intégrer sur une sous-variété M, on allait
sommer les intégrales sur des p-courbes dont les supports sont des morceaux de M. On aura
besoin que les orientations de ces p-courbes soient compatibles, et pour s’en assurer on va
les comparer & une orientation définie globalement sur M tout entier. Le probléme est qu’il
n’est pas possible de définir globalement une orientation sur n’importe quelle sous-variété de
R™. Lorsque c’est le cas, on dira que M est orientable :
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Définition 14.14. On appelle orientation d’un espace vectoriel de dimension finie £ une

application v de ensemble des bases de E vers {—1, +1} telle que v(B) = v(B) si et seulement

si detp(B) > 0.

Définition 14.15. Une sous-variété M de R™ est dite orientable s’il existe une application
v qui & tout a € M associe une orientation v(a) de 1’espace tangent T, M de sorte que v(a)
dépende continuement de a. Cela signifie que pour tout paramétrage local ¢ : V — U avec
VCRPetaecld C M le signe de

V(a; dapfl(a)(p(elx R dgpfl(a)(p(ep))
ne dépend pas de a.

Si M est de dimension 1, choisir une orientation revient a choisir pour tout a € M un
vecteur 7(a) € T, M\ {0} qui dépend continuement de a. En termes vulgaires, le vecteur 7(a)
montre le sens de parcours positif.

Si M est de dimension n — 1, choisir une orientation revient & choisir pour tout a € M un
vecteur N(a) € T,R™\ T, M qui dépend continuement de a. Toujours en termes vulgaires, le
vecteur N(a) montre le sens du flux qui sera considéré comme positif.

Un exemple célébre de surface non-orientable dans R? est le ruban de Mébius. Il n’est pas
possible de donner un sens au flux traversant sa surface. . .

14.5 Sous-variétés a bords

On introduit maintenant les sous-variétés a bords. C’est comme les sous-variétés, mais on
autorise un bord :

Définition 14.16. Un ensemble M de R™ est une sous-variété a bord de dimension p si pour
tout a € M il existe un C*°-difféomorphisme ¢ entre un voisinage U de a et un voisinage V
de 0 dans R™ tel que ¢(a) =0 et

® soit @(Mmu) = {(yh,yn) € Vlyp+1 =" =1Yn :O}a

o soit (M NU) ={(y1,---,yn) €EV]|y1 <0et ypt1 =--- =y, =0}

Un tel difféeomorphisme est une coordonnée rectifiant M en a. Le bord de M, noté OM est
I’ensemble des points a de M vérifiant la deuxiéme condition.

On a dit qu'une sous-variété de dimension p est une partie de R™ telle que si on zoome
sur un de ses points on a de plus en plus 'impression qu’il s’agit d’un sous-espace vectoriel
de dimension p. C’est encore le cas pour certains points d’une sous-variétés a bord. Pour
d’autres points on a 'impression en zoomant d’étre & la frontiére d’un « demi-sous-espace »
de dimension p. Ce sont les points du bord.

Remarque 14.17. Une sous-variété peut-étre vue comme une sous-variété a bord de bord vide.
Si M est une sous-variété a bord, alors M \ 9M est une sous-variété.

Proposition 14.18. Le bord d’une sous-variété a bord de dimension p est une sous-variété
de dimension p — 1.

Proposition 14.19. Si M est une sous-variété a bord de R™ orientable (méme définition
que pour une sous-variété sans bord), alors OM est une sous-variété orientable de R™.

Définition 14.20. Si M est orientée par v, a € M et @ est une coordonnée rectifiant M
en a, alors lorientation vy de OM est définie par

vo(a; (dap) " (e2), -, (dap) T (ep)) = v(a; (dap) " (e1); - -, (dap) ™ (ep))-

Vext
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B
A g

FIGURE 14.1 — Orientation du bord d’une sous-variété orientée.

Ainsi le bord d’une sous-variété orientée M a bord de dimension p est une sous-variété
orientée de dimension p — 1. Cela nous autorise & intégrer des (p — 1)-formes différentielles,
et donne du sens au terme de gauche dans le théoréme de Stokes.

Dans le cas d’une courbe 7 comme & la figure 12.2, le support de v est une sous-variété
a bord de dimension 1, et son bord est un ensemble discret de points, soit une sous-variété
de dimension 0. Orientée. Positivement pour le point d’arrivée et négativement pour le point
de départ. L’intégrale d’une fonction sur un ensemble de point est simplement la somme
des valeurs de f en ces points, comptées positivement pour les points orientés positivement
et négativement pour les points orientés négativement. Cela permet de voir le théoréme de
Stokes comme une généralisation de la proposition 11.16.

14.6 Dérivée extérieure

Pour comprendre maintenant le terme de droite on va maintenant définir la dérivée d’une
forme différentielle. La définition suivante ne nous sera pas utile mais elle permet de voir que
la notion de dérivée extérieure généralise bien la définition de la dérivée d’une fonction

fla+h) = fla) =hf'(a)+ o (h),

h—0

oll on reconnait bien que le membre de gauche est 'intégrale de f sur le bord (orienté) du
segment [a,a + A). ..

Définition 14.21. On dit qu'une p-forme différentielle w est dérivable sur U s’il existe une
(p + 1)-forme différentielle notée dw sur U telle que pour tout @ € U on a

w=dw(a;uy,...,upr1)+ 0 ur|l, ..o || uprtl ),

/ el )0 (e gl

ou Pf(uy,...,upy1) est la « p-courbe » (t1,...,t,) € [0,1]P — a+ 30_, tju; € R™, munie
de Porientation v telle que v (ug, ..., up) = 1.

Voir [Ramis, Warusfel, Moulin, Cours de mathématiques pures et appliquées, Volume 1 :
Algebre et Géométrie| pour une définition plus rigoureuse. En réalité on ne travaillera qu’en
utilisant les propriétés suivantes (en générale prises directement comme définition de la déri-
vée extérieure) :

Proposition 14.22. e si w est une forme différentielle de classe C' sur U alors w est
dérivable sur U.
e Si f est une fonction de classe C sur U (ie. une 0-forme différenticlle), alors

df = .
j=1 """

e Si f est une fonction de classe C' surU et si wy est une forme différentielle constante sur
U, alors

d(f A wo) = (df) A wo.
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e Siwy et wy sont deux formes différentielles dérivables de degré p alors d(wi + wa) =
dwi + dws.

Exemple 14.23. Au chapitre 12 on avait donné directement une expression pour dw dans le
cas oll w est une 1-forme sur un ouvert de R2. On vérifie que cela correspond bien 4 la dérivée
extérieure de w. Soient donc P et @ deux fonctions de classe C! sur U C R? et

w(z,y) = P(z,y)dz + Q(x,y)dy.
Alors w est dérivable et

dw=dP ANdx+ dQ N dy

= <8de + ade) Adx + <8de + any) A dy

ox y Ox y
_op 0Q
= a—ydy/\der%dx/\dy

oQ 0P

On peut alors généraliser les notions de formes fermées, exactes, et le théoréme de Poincaré
vues aux chapitres 11 et 12.

Définition 14.24. Une p-forme différentielle w est dite fermée si dw = 0, et exacte s’il existe
une (p — 1)-forme différentielle n telle que dn = w.

Remarque 14.25. Une forme différentielle exacte est fermée. Autrement dit, pour toute forme
différentielle 7 on a d?n = d(dn) = 0.

Théoréme 14.26 (Poincaré). Sild est un ouvert étoilé de R™, alors toute forme différentielle
fermée de classe C' est exacte.

14.7 Gradient, divergence et rotationnel

En guise d’exemples pour le paragraphe précédent, et en vue des cas particuliers du théo-
réme de Stokes qu'on donnera au paragraphe suivant, on (re)définit maintenant dans R? le
gradient, la divergence et le rotationnel, opérateurs différentiels qui apparaissent naturelle-
ment dans bon nombre d’applications. Les deux premiers se généralisent directement & des
dimensions différentes de 3.

Soit ¢ un ouvert de R3, f : 14/ — R une fonction de classe C! et ¢ : I/ — R3 un champ de
vecteur de classe C!.

Définition 14.27. Le gradient de f, la divergence de £ et le rotationnel de & sont définis sur
U par

. (o of of
gradf = VI = (axl Oy’ 8x3) ’
dive—v.e= 8 08 0%

6:61 (97132 81’37

Cvae (28 08 06 06 06 o
ngfo— <8$2 8%‘3,6-1'3 ax178$1 8%‘2)

Vf et V x & définissent des champs de vecteurs sur U, tandis que div £ est une fonction sur

U.
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La divergence d’'un champ de vecteur mesure la variation du volume sous l'action du
champ de ce flot. Par exemple imaginons un fluide tel qu’a I'instant ¢ la particule qui se trouve
au point  se déplace a une vitesse £(x). Alors les particules auront tendance a s’éloigner les
unes des autres (et donc a occuper chacune plus de volume) 1a ot dive > 0, et elles auront
tendance & se rapprocher les unes des autres (et donc & occuper chacune moins de volume)
la ot dive < 0. La divergence est d’autant plus grande que les particules s’éloignent.

Le rotationnel d’un champ de vecteur indique en chaque point ’axe autour duquel le
champ de vecteur a tendance & tourner. La norme du vecteur rotationnel correspond & la
vitesse de rotation, son sens indique le sens de la rotation.

Exercice 14.2. Dessiner les champs de vecteurs suivants, puis calculer leurs divergences et
rotationnels :

g : (x7yaz) = (1a050)7 d: (J%Z/,Z) — (a?,y,O), d: ($7ya2’) = (.13, _y70)a p: (xvyaz) = (—y,l‘,O).

Proposition 14.28. En reprenant les notations données aux exemples 14.8 pour le travail,
le flux et la densité, on a

df = va, dW§ = (I);)—Eg, et d(I)g = Mdiv§~

FExercice 14.3. Démontrer la proposition 14.28

14.8 Théoréme de Stokes : idée de démonstration

On ne donnera pas une démonstration compléte du théoréme de Stokes. On peut tout de
méme le prouver pour le cas particulier du pavé, sur lequel repose la démonstration du cas
général :

Lemme. Soitw une (p—1)-forme différentielle de classe C* dans un voisinage de P = [0, 1]P.

Alors on a
/ w = / dw,
opP P

ot P est muni de l'orientation définie par v(eq,...,ep) = +1 et les faces de OP sont munies
de lorientation induite.

Remarque 14.29. Pour p > 2, P n’est pas une sous-variété a bord.

Démonstration. Par linéarité il suffit de montrer le résultat pour une (p — 1)-forme différen-
tielle de la forme
w:fdl‘l/\"'/\dlﬂj_l /\dast/\-n/\d:rp,

ou f est de classe C! au voisinage de P et j € [1,p]. Dans ce cas w est nulle sur toutes les
faces de P sauf celles dirigées par vect(es,...,€j_1,€j4+1,...,€p). On a alors

/ w:(—l)j’l (/ f(tl,...,tjfl,l,tj,...,tpfl)dtl...dtp,1
oP [0,1]p—1
*/ f(tl,...,tj_l,o,tj,...,tp_l)dtl...dtp_1>
[0,1]p—1

(1)J1\/[ | (f(tlv"'7tj—1317tja"'atp—1)
0,1]p—1

— flt1, .o t—1,0,t5, . tp)) dby . dp g

. 0
= (—1)] 1\/[() . (arf.(tl’”"tj1’t7tj"”7tp1)dt> dtl...dtpfl.
1P~ J
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D’autre part on a

.0
dw =df Ndxq /\-~-/\dxj,1 /\dl’j+1 /\"'/\dep = (—1)J_1%dx1/\"'/\d1}p
J
donc 9
/ dw = (1)1 / —f(:rl, oo xp)dry .. day,.
P p Ox;
On conclut alors avec le théoréme de Fubini. O

Pour montrer le cas général, I'idée est de découper M en petits morceaux qui peuvent étre
vus comme les supports de p-courbes. Si w est nulle en dehors d’un de ces petits morceaux,
on peut donc se ramener au cas d'un pavé de RP vu précédemment. Et dans le cas général il
faut sommer les contributions de ce qu’il se passe sur chacun des petits morceaux. Pour une
démonstration un peu plus précise et rigoureuse, voir [Ramis-Warusfel-Moulin].

14.9 Cas particuliers importants pour le théoréme de Stokes

On a dit que le théoréme de Stokes était une généralisation du théoréme fondemental de
I’analyse 11.15. Une premiére généralisation avait été la proposition 11.16. On avait ensuite vu
la formule de Green-Riemann (voir le théoréme 12.16). Tous ces résultats peuvent maintenant
étre vus comme des cas particulier du théoréme de Stokes.

Mais le théoréme de Stokes inclus d’autres formules que vous avez utilisées (ou utiliserez)
en physique. On énonce d’abord le théoréme du rotationnel, qui ressemble a la formule de
Green-Riemann, sauf que la surface considérée n’est plus simplement un ouvert de R? mais
vraiment une surface de R3. Aprés avoir exprimé l'intégrale sur une courbe en fonction
d’une « intégrale sur les points limites », puis 'intégrale sur une surface en fonction d’une
intégrale sur la courbe qui entoure cette surface, on passe ensuite & la dimension supérieure,
en exprimant une intégrale de volume en fonction d’une intégrale sur la surface qui ’entoure.
C’est le théoréme de flux-divergence, ou formule d’Ostrogradski.

Théoréme 14.30 (Théoréme du rotationnel). Soit S une surface orientée a bord de R3. Soit
& un champ de vecteur de classe C' défini au voisinage de S U OS. Alors on a

//r‘o%(?).ﬁdAz C .7 s,
S oS

ot 7 est la normale a la surface S, 7 est le vecteur tangent a 0S et f désigne une intégrale
curviligne.

Heuristique. Considérons un petit carré de R comme 4 la figure 14.2. La normale & ce carré
est le vecteur e, donc l'intégrale de gauche dans le théoréme du rotationnel est

S (G0 - G i = ayss (G o) - G2 ) +rese

Et l'intégrale curviligne de droite vaut

—
é- . ?dS = 6y€y(x7ya Z) + 6Z§z(l',y + 5y7 Z) - 5y£y(x’y; z+ 52) - 5252(:6’:9/5 Z) + reste
oS

— 8 Y aéz
= —dy P (x,y,2)0z + 0z oy (x,y, 2)0y + reste.

Théoréme 14.31 (Formule d’Ostrogradski - Théoréme de flux-divergence). Soit & un champ
de vecteurs sur R3. Soit S C R une surface lisse fermée délimitant un ouvert ) et orientée
par le champ de vecteur N normal a S et pointant vers Uextérieur de S. Alors

///Qdiv(?)dV://S?~7dA.
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(z,y,2z 4+ 0z) /

€z,
e
v

€

e

(z,y,2) /

FIGURE 14.2 — Théoréme du rotationnel sur un petit carré.

(z,y + 0y, 2)

Exercice 14.4. Ecrire une heuristique pour la formule d’Ostrogradski en considérant un
petit cube de R? de dimensions 6z, dy et 6z.

14.10 Exercices

Exercice 14.5. On considére sur R™ une forme bilinéaire alternée w et une forme linéaire
a. Pour (u,v,w) € R™ on note

(WA a)(u,v,w) = w(u,v)a(w) —wlu, w)a(v) + wv, w)a(u).
Montrer que w A « est une forme trilinéaire alternée sur R”.
Ezxercice 14.6. Montrer que AP(R™) est un R-espace vectoriel, et préciser sa dimension.

Ezxercice 14.7. 1. Calculer la dérivée extérieure des formes différentielles suivantes :
wi(z,y) = cos(zy)dx, wo(z,y) =e"dr —sin(y)dy, ws(x,y,z)=axyzdr Ady.
2. Calculer les dérivées extérieures d?wi, d?ws et d?ws des formes dwi, dws et dws.

Ezercice 14.8. Soient U un ouvert de R, f une fonction lisse sur I/, X et Y deux champs
de vecteurs lisses sur &/. Montrer que

rot(Vf) =0 et div(rofX) =0,

div(fX) = fdiv(X)+ X - f,
rot(£X) = frob(X) + (V) x X,

div(X x Y) = Y - 1ot(X) — X - tot(Y).

ﬁ

Ezercice 14.9. Soit U un ouvert étoilé de R et ¢ un champ de vecteurs de classe C! sur
U ——
E}Montrer que si rot & = 0 alors il existe une fonction f : &/ — R de classe C? telle que
£ =vy.
%) ontrer que si div& = 0 alors il existe un champ de vecteur 7 de classe C? sur U tel que

H
& = rotﬁ.
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