UNIVERSITE TOULOUSE 3 L2 MATHEMATIQUES
ANNEE 2013-2014 TC4 - CALCUL INTEGRAL

Examen Partiel - 12 mars 2014

Durée : 2 heures.

Aucun document (ni calculatrice,etc.) n'est autorisé. On accordera un soin particulier
a la rédaction. Il n’est pas nécessaire de traiter les questions dans ['ordre, mais veillez
a bien préciser le numéro de la question a laquelle vous répondez.

Exercice 1. Déterminer la nature des intégrales suivantes :

I = / Bde I :/ I :/ 2sin(t) cos(t) .
. o t(t—1) ; ¢

1 +o0 1
14:/ sin(t?) dt; 15:/ n(t) dt.
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Exercice 2. Déterminer, en fonction de a € R, la nature de I'intégrale

fa:/;mdx.

On pourra commencer par vérifier que sin(x) < z pour tout x €]0, 1].

Exercice 3. Pour tout l'exercice on fixe a €]0, 1[. Pour x €]0, 400 et y € [0, +00[ on

note )
1 14z o In(y +1t)
—_— t F = —7 7 dt.
1) T t <1+a:v) © () /1 t

1. Montrer que F' est continue sur R.

2. Calculer F(0).

3. Montrer que F' est dérivable sur [0, +oo[ et donner une expression de F” ne faisant
pas intervenir d’intégrale.

4. Montrer que f admet une limite finie en 0. On prolonge alors f par continuité en 0
et on note encore [ la fonction sur [0, 400] ainsi obtenue.

5. Montrer que pour tout z > 0 on a

F(x) = ln(2a) —I—/Oxf(s) ds.

Exercice 4. Soit f une fonction continue de [1, +00[ dans R telle que I'intégrale || 1+°° ft)dt
est convergente.

1. Montrer que toute primitive de f sur [1,+oo[ est bornée.

2. Montrer que l'intégrale 1+°° @ dt est convergente.



Corrigé

est définie et continue sur R. On a 22 ——
Tr—+00

Exercice 1. ¢ La fonction z — z°

400 donc l'intégrale f0+°° 2% dx est grossierement divergente. Ainsi l'intégrale I; est
divergente.

e La fonction t —
positives. On a

—1

gy est définie et continue sur |0, 1] et ne prend que des valeurs

-1 1
t(t—1)t>0¢’
1
et 'intégrale |2 %dt est divergente (intégrale de Riemann). Par comparaison pour des
1
fonctions a valeurs positives, on obtient que I'intégrale f(f ﬁ dt est divergente. Cela

prouve que fol ﬁ dt et donc I, sont divergentes.

A Beaucoup d’entre vous ont écrit que

pour t €]0,1[. C’est bien entendu impossible puisque le terme de gauche est négatif et
celui de droite est positif. Evidemment cela pose probleme pour appliquer les théoremes
de comparaison pour des fonctions a valeurs positives. D’ailleurs I'inégalité n’est tou-
jours pas vraie si on considere les valeurs abolues. . .

A\Certains d’entre vous ont raisonné de la fagon suivante. On a

1 Lo
t(t—1) t -1

Or l'intégrale fol % dt diverge, donc Iy diverge. Attention, pour une intégrale qui a un
probleme aux deux bornes il n’y a pas de compensation possible, et si l'intégrale est
divergente d’'un coté elle est divergente globalement. Par contre si une fonction f s’écrit
comme la somme de f; et fy, il se peut que les intégrales de f; et/ou fy divergent mais
que U'intégrale de f converge. Par exemple, on peut écrire 0 = f + (—f) et I'intégrale de
0 est toujours convergente, méme si l'intégrale de f (et donc de —f) diverge. Remarque :
si I'intégrale de f; diverge et l'intégrale de f converge, alors 'intégrale de f, diverge.

e La fonction t — w est définie et continue sur |0, +oo[. On a

2sin(t) cos(t)
t t—0

y 2,

donc l'intégrale fol w dt est faussement généralisée, et donc convergente. L’ap-

plication ¢ — 1/t est de classe C! sur [1, +o0o[, décroissante, et tend vers 0 en +oc. La
fonction ¢ — 2sin(t) cos(t) est continue sur [1, +oo[ et pour tous z,y € [1,+oc[ on a

/y 2sin(t) cos(t) dt| = |sin(y)® — sin(z)?| < 1.

D’apres la regle d’Abel, l'intégrale 1+°O w dt est convergente. Finallement on

obtient que l'intégrale I3 est convergente.



e La fonction ¢ — sin(#?) est continue et donc intégrable sur le segment [0, 1]. L’inté-
grale I, n’est pas généralisée (on peut donc considérer qu’elle est convergente).
e L’application t h;(gt) est continue sur [1, +oo[ et ne prend que des valeurs positives.

Par croissances comparées, on a

In(t) In(?) .
12 B \/z t—)—i—oo/

1
t2 a tﬁQoo <t_§) .

Or l'intégrale f;roo 72 dt est convergente (intégrale de Riemann), donc par comparaison
pour des fonctions a valeurs positives, on obtient que 'intégrale I5 est convergente.
On peut aussi voir que l'intégrale I5 est convergente par calcul direct : pour A > 1

on a
A 1n(t) ()1 (41 In(4) 1
— 2 dt = |——~ —dt = — SRS [—
/1 t2 l tLJr/l t2 A AT e

+5

et donc

Exercice 2. Soit x €]0, 1]. D’apres le théoreme des accroissements finis, il existe y €0, x|

tel que
0< sin(z) _ sin(x) — sin(0) _ sin'(y) = cos(y) < 1.
x x—0

Cela prouve que x — sin(z) > 0. Ainsi lapplication « — (z — sin(z)) ™" est bien définie
et continue sur |0, 1]. En outre elle ne prend que des valeurs positives. On a

3
. 3
sin(r) =r——+ 0 (x
(0)=2—+ o (),
donc
23
sin(z) —x ~ ——,
z—0 6
ou encore ;
. x
x —sin(z) ~ —
z—0 0
Par composition on obtient que
1 6~

(z — sin(z))® 250 g

L 1 : : .
Or l'intégrale fo L dx est convergente si et seulement si o < 1, donc par comparaison
X 3 )
pour des fonctions a valeurs positives on obtient que I, est intégrable si et seulement si
1
o < 3

Exercice 3. 1. L’application (t,y) — y + t est de classe C™ (car polynomiale)
de [1,1] x Ry dans R.. Ainsi Dapplication (¢,y) — In(y + t) est de classe C* sur
[1, %] x R,. En outre le dénominateur (¢,y) — ¢ ne s’annule pas sur [1, %] x R, , donc
on obtient finalement que I'application (¢,y) — M est de classe C'*° sur [1, é] x R,
En particulier elle est continue, donc par continuité pour une intégrale a parametre on
obtient que F' est bien continue sur R, .



o= [ = (2] < () ) <

In(y+t)
t

3. On a vu a la question 1 que I'application (t,y) — est de classe C' sur
[1, ﬂ x R, , donc d’apres le théoreme de dérivation sous l'intégrale on obtient que F' est
dérivable sur |0, +o00[ et pour tout y > 0 on a

F“>l/< i ?[(%‘ﬁ%)“
y[ n(t) — ln(y+t)]i1’:;<ln(%)—ln(y+é>+ln(1+y))
()

In(1 In(1
flz) = n( —l—x)_an( + ax) {— g
i axr z—0

Q

4. On a

5. Comme F’ = f est f est continue sur [0, +oo[, la fonction F est de classe C! sur
[0, +00[ et pour tout > 0 on a
S [

Exercice 4. 1. Pour x > 1 on note F(x f1 t)dt. La fonction F' est de classe
C' sur [1,+00[ et par hypothese elle admet une hmlte ﬁnle (qu’on note I) en 4+o00. Cela
implique que F' est bornée sur [1, +o00[ (en effet, il existe A > 1 tel que F'(z) € [[—1, [+1]
pour tout z > A, et la fonction F' est continue donc bornée sur [1, A]). Toute primitive
de f est donc bornée car elle ne differe de F' que par une constante.

2. Soit A>1.0na
() {F(t)r AF(t)
—rdt = | —= dt.
/1 t t 1 +/1 12

Comme F' est bornée, on a
F(t) 1
- ., 0 \a)
t t—+oo \ T

Par comparaison avec une intégrale de Riemann on obtient donc que I'intégrale |,
est convergente, et finalement

0 = F()
[ i [ e

Cela prouve que l'intégrale 1+°° @ dt est convergente (si on y tient vraiment, on peut
aussi utiliser la regle d’Abel, ce qui est plus ou moins équivalent).
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