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Inversion locale - Fonctions implicites

Exercice 4.1. Soit f I'application de R? dans R? définie par

f@,y) = (e” cos(y), e sin(y)).

1. Montrer que f est de classe C*.
2. Montrer que f définit une application surjective de R? dans R?\ {(0,0)}.
3. Soit (ﬁo,yo) € R2.
a. Calculer la matrice jacobienne de f en (zg, yo).
b. Montrer que f définit un C'-difféomorphisme local au voisinage de (g, yo)-
4. L’application f réalise-t-elle un difféomorphisme de classe C! de R? dans R?\ {(0,0)}?

Exercice 4.2. Montrer que I'application f : R?\{(0,0)} — R2\ {(0,0)} définie par f(z,y) =
(2% — y2, 22y) est bien définie et réalise en tout point un difféomorphisme local de classe C*,
mais n’est pas un difféomorphisme global.

Exercice 4.3. On considere I’application

f R3 — R3
Montrer que I'image de f est un ouvert strictement inclus dans R3.

Exercice 4.4. Montrer qu'il existe 7 > 0 tel que pour tout (a,b) € R? vérifiant |a| + [b] < r
le probleme

2z + 3y +52%y3  =a
r—y+sin(zb3) =b

admet une solution (z,y) € R%.

Exercice 4.5. Soient a,b € R. On considere 'application

. R2 — R2
f-{ (a:,y) — (m—i-acos(y),y-l-bsin(x))

1. A quelle condition sur (a,b) la fonction f est-elle un difféomorphisme local en tout point
de R2. On suppose par la suite que cette condition est vérifiée.

2. Montrer que pour tous t1,t; € R on a |sin(t1) — sin(t2)| < [t1 — 2.

3. En déduire que f est un difféomorphisme global de R? sur son image.

Exercice 4.6. On considere 'application f : R — R définie par

z4+a?sin () siz#0,
flx) = .
0 siz=0.
1. Montrer que f est différentiable sur R.
2. Montrer que la différentielle de f en 0 est un isomorphisme de R.
3. Montrer qu’il n’existe pas de voisinage de 0 sur lequel f est injective.
4. Quel est le but de cet exercice ?



Exercice 4.7. On considere ’équation
20y =22 +y—2=0 (%)

1. Montrer qu’il existe une fonction ¢ sur un domaine D, C R telle que pour tout (z,y) € R?
on a
(x,y) est solution de (¥) <= x € D, ety = p(x).

2. Montrer qu’il existe une fonction 1 sur un domaine Dy, C R telle que pour tout (z,y) € R?
on a
(x,y) est solution de (¥) <= y € Dy et x=1¢(y).

3. Quel lien peut-on faire entre les fonctions ¢ et ¢ ?

Exercice 4.8. On considére I'application f : R? — R? définie par
fle,y,2) = (2° —y* + 22 = Layz — 1).

Soit (z0,¥o0,20) € R3 tel que f(zo,v0,20) = (0,0). Montrer qu’il existe un ouvert I de R
contenant o et une application ¢ : I — R? telle que ¢(x) = (Yo, 20) et f(z, p(x)) pour tout
rzel.

Exercice 4.9. Pour (z,y) € R? on pose f(z,y) = 2%+y?—1. Montrer que pour x suffisament
proche de 0 il existe un unique y(x) > 0 tel que f(x,y(z)) = 0. Montrer, sans résolution
explicite, que la fonction y ainsi définie au voisinage de 0 est dérivable et pour = proche de
0:

Exercice 4.10. Décrire l'allure de I'ensemble C = {(z,y) € R? |a* + 33 —y? + 2 — y = 0}
au voisinage des points (0,0) et (1,1).

Exercice 4.11. On considére la courbe C d’équation x3 —2xy42y? —1. Déterminer 1’équation
de la tangente & cette courbe au point (1,1) et préciser la position de la courbe par rapport
a cette tangente.

Exercice 4.12. On consideére le systeme d’équations

o+ oy + 2+ 2 =0,
2+ 2+ 22+t = 2
zx + yv + z 4+ t = 0

1. Montrer qu’il existe un voisinage V de (0,-1,1,0) et une fonction ¢ : t — (x(¢), y(t), y(t))
de classe C! au voisinage de 0 tels que tout (z,y,2,t) € V est solution du systéme si et
seulement si (z,y, z) = @(t).

2. Calculer la dérivée de ¢ en 0.

Exercice 4.13. On considere application f : R> — R définie par
f(xvyvz) = 1’2 - wyS - y2Z + 237

puis la surface S d’équation f(z,y,z) = 0.

1. Déterminer ’équation du plan tangent & S au point (1,1,1).

2. Vérifier qu’au voisinage du point (1,1,1), la surface S est décrite par une équation de la
forme z = ¢(x,y) ol ¢ est une fonction de classe C*° définie au voisinage de (1,1).

3. Ecrire le développement limité de ¢ a Pordre 2 au point (1,1).

4. Donner la matrice Hessienne de ¢ au point (1,1).

5. Quelle est la position de S par rapport & son plan tangent au point (1,1).



Exercice 4.14. Soient a,b € R avec a < b. Montrer que pour € > 0 assez petit I’équation
(x—a)(b—x)+ex® = 0 admet trois solutions distinctes (qu'on note z1(¢), z2() et z3(¢) avec
z1(g) < m2(e) < xz3(e)). Donner un développement asymptotiques de x1, 2 et x3 jusqu’a
l'ordre 0(¢?).

Exercice 4.15. Soient n € N* est Ag € M,,(R) une matrice possédant n valeurs propres
réelles distinctes. Montrer que si A € M,,(R) est proche de Ap, alors A possede également n
valeurs propres réelles distinctes, et ces valeurs propres dépendent continuement de A.



