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Exercice 1.
Etudier la convergence des intégrales généralisées suivantes :
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Exercice 2.
Soit f une fonction de classe C? de [0, 1] dans R. On suppose que f(0) =0
et f(z) > 0 pour tout x €]0, 1]. Montrer que l'intégrale généralisée

/0 ﬁd;ﬁ

est convergente si et seulement si f/(0) # 0.

Exercice 3.

Pour z €]0, 1] on note
2

1
go(:x):/m mdt.

Montrer que ¢ est bien définie et de classe C! sur ]0, 1[.
Etudier la limite de ¢ en 0.
3. Montrer que pour x €]0,1[ on a

N =

vt € [2? 2], —

4. Etudier la limite de pen 1.
5. Calculer la dérivée de . En déduire la nature et éventuellement la valeur

de l'intégrale généralisée
1
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Corrigé

Exercice 1.

e La fonction z +— e~V? est bien définie et continue sur [0, +oo[. Soit A > 0.
En effectuant le changement de variable x = t?, do = 2tdt (I'application
t + t2 est de classe C" de [0,v/A] dans [0, A]) puis une intégration par
parties, on obtient que
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= —2\/Ze’\/Z — 2«97‘/Z +2— 2.
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Cela prouve que l'intégrale généralisée f0+°o e V7 dx est convergente et vaut
2.
e L’application = ﬁdm est définie et continue sur |0, [, et ne prend
que des valeurs positives. On a
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Or l'intégrale fog % dx diverge (intégrale de Riemann), donc par comparaison

1
nx

de fonctions a valeurs positives on obtient que l'intégrale fog o dx diverge.
Cela implique que l'intégrale foﬂ ﬁ dx diverge.
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e La fonction ¢t — & te

est bien définie et continue sur |0, +o00[. On a

el—e=1—-t—(1-2)+ O () =t+ O (t),
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Ainsi 'intégrale fo " dt est faussement généralisée. Pour tout £ > 1 on
a 2

et —e 2

—t —2t
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et I'intégrale floo(e_t +e72) dt converge (on peut par exemple refaire le calcul
précédent), donc par comparaison de fonctions a valeurs positives on obtient

que l'intégrale [ eft_t'f% dt converge. Finalement l'intégrale [ Sy
est convergente.

t

Exercice 2.
e La fonction # — —A— est bien définie et continue sur |0, 1]. L’intégrale
o) 0, 1] g

est généralisée en 0.

Puisque f est de classe C? sur le segment [0,1], la fonction f” est bornée
sur [0, 1]. D’apres l'inégalité de Taylor-Lagrange, et sachant que f(0) = 0, il
existe donc M > 0 tel que

Vo e 0,1], |f(x) —af'(z)| < Mz,



e Supposons que f'(z) # 0. Puisque f(x) > f(0) pour tout x €]0,1], on a
nécessairement f’(0) > 0. D’apres I'inégalité précédente on a

f@) ~ zf'(z)

z—0

et donc

1 1
V@) =0 POV
Or l'intégrale fol W dx converge (intégrale de Riemann), donc par com-

paraison de fonctions a valeurs positives, on obtient que I'intégrale fol \/% dx
X

converge.
e On suppose maintenant que f’(0) = 0. On a alors

1 1 1
vz €]0, 1], NG > NN

Or l'intégrale fol #M dx diverge (intégrale de Riemann), donc par compa-

raison de fonctions & valeurs positives, on obtient que Uintégrale [+ —A— dz
p ) q g fo m

diverge.

Exercice 3.

1. La fonction f : ¢+ — est définie et continue sur |0, 1]. Elle admet donc
des primitives sur cet mtervalle Si F' est une primitive de f alors on a

vz €]0,1], ¢(z) = F(2?) — F(x).

F étant de classe C! sur ]0, 1], c’est aussi le cas pour go

2. La fonction f tend vers 0 en 0, donc I'intégrale fo t) dt est faussement
généralisée. Cela implique que F' admet une limite finie l en 0, et donc que

o(r) = F(2*) — F(z) — 1 —1=0.

z—0

3. Soit x €0, 1[. Pour tout ¢ € [, z] on a
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et donc

x? 1 T
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4. Pour tout z €]0,1] on a

/ ——dt = — [In(|In(¥)])];> = — In(|In(z)|) + In(2 Inz|) = In2.
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Or d’apres la question précédente on a

/—dt / L,
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donc par passage a la limite on obtient que

o(x) — In2.
z—1

5. Pour tout = €]0,1[ on a

2 1 r—1

' (r) = 22F' (%) — F'(z) = In(z?) Inz  Inz

Ainsi pour tous a,b €]0,1[ on a

Puisque le membre de droite admet une limite finie aussi bien quand a tend
vers 0 que quand b tend vers 1, I'intégrale généralisée fol % dt est convergente
et

In

ft-1 . .
/0 ; dt = ll)lix%go(b) - (111_>rr% v(a) =In2.



