
Chapitre 4

Mesures

On étudie dans ce chapitre la notion de mesure. Une mesure sur un ensemble X
est une application qui à une partie A de X associe sa (( taille )). De même qu’il y a
toutes sortes de façons pertinantes de définir la distance entre deux points, chacune étant
adaptée à un contexte ou un autre, il y a bien des façons de définir la taille des parties
d’un même ensemble.

Par exemple, il y a une infinité de façons de mesurer la taille de chaque pays du
monde. Sa superficie, le nombre d’habitants, ou encore le nombre de victoires à la coupe
du monde de foot.

Autre exemple, considérons l’intervalle r0, 2s de R. Il est de longueur 2, il contient
une infinité d’éléments, et contient 3 entiers. Quelles est alors la taille de ce segment ?
Cela dépend du contexte.

Le but de ce chapitre est de donner une définition abstraite regroupant ce que de-
vrait vérifier à minima une façon raisonnable d’attribuer une mesure aux parties d’un
ensemble, puis de voir dans ce cadre abstrait quelles sont les propriétés communes à
toutes ces mesures.

La première propriété que l’on attendra d’une mesure sur X est qu’elle atribue aux
parties de X une mesure qui est un réel positif. On peut également définir des mesures
signés, voire complexes, mais on n’en parlera pas ici.

La propriétés centrale pour une mesure sur X est que la mesure d’une union disjointe
de parties de X doit être la sommes des mesures de chacune des parties. La superficie de
l’union européenne est la somme des superficies des pays qui la composent. En particulier,
il faut que cette union ait elle-même une mesure. Chaque pays de l’UE a un certain
nombre de victoires en coupe du monde, mais l’UE en tant que telle n’en a pas. On peut
toujours décider que le nombre de victoires de l’UE est la somme des victoires des états
membres pour retomber sur une bonne mesure.

Il y a tout de même une subtilité important sur ce point, subtilité qu’il est important
d’avoir en tête dès le début. On pourrait se contenter de demander que la mesure d’une
union finie de parties deux à deux disjointes soit la somme des mesures de chacune des
parties. Mais cela s’avérerait être une propriétés trop faible. A l’inverse, on pourrait
demander que la mesure d’une union quelconque de parties deux à deux disjointes soit
la somme des mesures de chaque partie. Mais on obtient alors une propriété bien trop
contraignante. Par exemple, le segment r0, 2s est de longueur 2, alors qu’il est l’union de
singletons deux à deux disjoints, qui sont chacun de longueur nulle.

Le bon compromis, qui sera effectivement retenu pour la définition d’une mesure, est
de demander que la mesure d’une union dénombrable de parties deux à deux disjointes
soit la somme des mesures de chaque partie. Ce choix est suffisammant souple pour qu’on
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puisse effectivement définir les mesures dont on a besoin en pratique, mais suffisamment
contraignant pour qu’on puisse ensuite déduire de bonnes propriétés. En particulier on
pourra considérer la mesure de la limite (en un sens convenable à préciser) d’une suite de
parties deX. Dans le contexte de l’intégration, c’est ce qui permettra d’obtenir de bonnes
propriétés vis-à-vis du passage à la limite (c’est une question centrale en intégration
de pouvoir dire quelque chose de la limite de l’intégrale d’une suite de fonction, on y
reviendra ultérieurement).

4.1 Mesures sur pX,PpXqq

Soit X un ensemble. On note PpXq l’ensemble des parties de X.

Définition 4.1. On appelle mesure sur pX,PpXqq une application

µ : PpXq Ñ r0,`8s

vérifiant les propriétés suivantes.

(i) µpHq “ 0,

(ii) Si pAnqnPN est une suite de parties de X deux à deux disjointes alors on a

µ

˜

ğ

nPN
An

¸

“
ÿ

nPN
µpAnq.

La deuxième propriété est une égalité dans r0,`8s. En particulier la série vaut `8 si
l’un au moins des termes vaut `8 ou s’il s’agit d’une série de termes positifs divergente.

Remarque 4.2. La deuxième propriété dit que la mesure d’une union dénombrable de
parties disjointes est la somme des mesures de chacune des parties. On ne demande pas
à ce que ce soit le cas pour une union quelconque de parties de X.

Remarque 4.3. Pour la première hypothèse de la définition, il suffirait de supposer qu’il
existe A P PpXq tel que µpAq ă `8. En effet, pour un tel A on a alors AXH “ H et
donc

µpAq ` µpHq “ µpAYHq “ µpAq,

ce qui implique que µpHq “ 0.

Exemple 4.4.

Pour A P PpXq on pose

µpAq “

#

CardpAq si A est fini,

`8 sinon.

Cela définit une mesure sur pX,PpXqq, appelée mesure de comptage.

Exemple 4.5. On suppose que X ‰ H et on considère x P X. On définit alors la mesure
δx, appelée mesure de Dirac en x, par

@A P PpXq, δxpAq “

#

1 si x P A,

0 si x R A.

Exemple 4.6. On suppose que X est un ensemble fini. Pour A P PpXq on pose

µpAq “
CardpAq

CardpXq

Cela définit une mesure µ sur X, appelée mesure uniforme. On note que µpAq P r0, 1s
pour tout A P PpXq, avec en particulier µpXq “ 1.
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Exemple 4.7. Soit panqnPN une suite de réels positifs. Pour A P PpNq on pose

µpAq “
ÿ

nPA

an

(si la série est convergente, alors µpAq est sa somme, sinon la série est une série divergente
de réels positifs, et dans ce cas on a µpAq “ `8). Cela définit une mesure µ sur N. Si
an “ 1 pour tout n P N, on retrouve la mesure de comptage sur N.

Proposition 4.8. (i) Soient N P N et A0, . . . , AN des parties deux à deux disjointes de
X. Alors on a

µ

˜

N
ğ

n“0

An

¸

“

N
ÿ

n“0

µpAnq.

(ii) Si A et B sont des parties de X telles que A Ă B, alors µpAq ď µpBq.

(iii) Si pAnqnPN est une suite de parties de X alors

µ

˜

ď

nPN
An

¸

ď
ÿ

nPN
µpAnq.

(iv) Si pAnqnPN est une suite de parties de X croissante pour l’inclusion (c’est-à-dire
telle que An Ă An`1 pour tout n P N), alors

µ

˜

ď

nPN
An

¸

“ lim
nÑ8

µpAnq.

(v) Si pAnqnPN est une suite de parties de X décroissante pour l’inclusion (c’est-à-dire
telle que An`1 Ă An pour tout n P N) et si µpA0q ă 8, alors

µ

˜

č

nPN
An

¸

“ lim
nÑ8

µpAnq.

Démonstration. (i) Pour n ě N ` 1 on note An`1 “ H. On a alors une suite pAnqnPN
de parties deux à deux disjointes de X. On a alors

µ

˜

N
ğ

n“0

An

¸

“ µ

˜

`8
ğ

n“0

An

¸

“

`8
ÿ

n“0

µpAnq “
N
ÿ

n“0

µpAnq.

(ii) On a µpBzAq ě 0 donc

µpBq “ µpA\ pBzAqq “ µpAq ` µpBzAq ě µpAq.

(iii) On note Ã0 “ A0 puis, par récurrence sur n P N˚,

Ãn “ Anz

˜

n´1
ď

j“0

Ãj

¸

Ă An.

Les Ãn, n P N, sont deux à deux disjoints et on a
ď

nPN
An “

ğ

nPN
Ãn.

On a alors

µ

˜

ď

nPN
An

¸

“ µ

˜

ğ

nPN
Ãn

¸

“
ÿ

nPN
µpÃnq ď

ÿ

nPN
µpAnq.
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(iv) On note B0 “ A0 puis, pour n P N˚, Bn “ AnzAn´1. Les Bn, n P N, sont deux à
deux disjoints. En outre pour n P N on a

An “
n
ğ

k“0

Bk et
ď

kPN
Ak “

ğ

kPN
Bk.

On a alors

µpAnq “
n
ÿ

k“0

µpBkq ÝÝÝÑ
nÑ8

8
ÿ

k“0

µpBkq “ µ

˜

ğ

kPN
Bk

¸

“ µ

˜

ď

kPN
Ak

¸

.

(v) Pour n P N on note Bn “ A0zAn. Comme An Ă A0 on a, pour tout n P N,

µpAnq ` µpBnq “ µpA0q.

Comme tous les termes de cette égalité sont finis, on peut en fait écrire

µpAnq “ µpA0q ´ µpBnq.

De même on a
ď

nPN
Bn “ A0z

˜

č

nPN
An

¸

,

et donc

µ

˜

ď

nPN
Bn

¸

“ µpA0q ´ µ

˜

č

nPN
An

¸

.

Comme la suite pBnqnPN est croissante on a

µpBnq ÝÝÝÑ
nÑ8

µ

˜

ď

nPN
Bn

¸

,

ce qui donne

µpAnq ÝÝÝÑ
nÑ8

µ

˜

č

nPN
An

¸

.

Remarque 4.9. L’hypothèse µpA0q est importante dans la dernière propriété. En effet,
considérons l’espace mesurable pN,PpNqq muni de la mesure de comptage et, pour n P N,
An “ tn, n` 1, n` 2, . . .u. Pour tout n P N on a µpAnq “ `8, alors que

µ

˜

č

nPN
An

¸

“ µpHq “ 0.

Théorème 4.10. Il n’existe pas de mesure λ sur pR,PpRqq invariante par translation et
telle que pour tous a, b P R avec a ď b on a

λpra, bsq “ b´ a.

Démonstration. On suppose par l’absurde qu’une telle mesure λ existe sur pR,PpRqq.
On considère sur r0, 1s la relation d’équivalence R définie par

@px, yq P r0, 1s2, xRy ðñ x´ y P Q.
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On considère une partie A de r0, 1s qui contient un élément de chaque classe d’équivalence
(on utilise ici l’axiome du choix). Pour q1, q2 P Q distincts on a alors A`q1XA`q2 “ H.
En outre, par invariance par translation on a λ˚pA ` qq “ λ˚pAq pour tout q P Q. On
note

B “
ğ

qPQXr0,2s
A` q

Comme B est union dénombrable des A ` q pour q P Q X r0, 2s, qui sont deux à deux
disjoints, on peut écrire

λpBq “
ÿ

qPQXr0,2s
λpA` qq “

ÿ

qPQXr0,2s
λpAq “

#

0 si λ˚pAq “ 0,

`8 si λ˚pAq ą 0.

Comme B Ă r0, 3s on a λpBq ď λpr0, 3sq ď 3. Soit maintenant x P r1, 2s. Comme
x ´ 1 P r0, 1s il existe a P A et q P Q tels que x ´ 1 “ a ` q, soit x “ a ` pq ` 1q. On
a nécessairement pq ` 1q P Q X r0, 2s, et donc x P B. Ainsi r1, 2s Ă B, donc λpBq ě
λpr1, 2sq ě 1. Cela donne une contradiction.

Remarque 4.11. On peut prouver le même résultat sans l’hypothèse d’invariance par
translation (voir par exemple l’exercice 2.29 de [Gallouet-Herbin]).

4.2 Tribus, espaces mesurables

4.2.1 Définition et propriétés générales

On a vu qu’on ne pourrait pas définir la mesure de Lebesgue qui nous intéresse sur
toutes les parties de R. D’autre part, on souhaite faire une théorie abstraite de la mesure,
qui pourra s’adapter à différents types de problèmes. Comme on demandera à une mesure
de vérifier un certain nombre de propriétés minimales, l’ensemble de définition d’une telle
mesure (qui est une partie de l’ensemble des parties de l’espace considéré) doit lui même
vérifier un certain nombre de propriétés minimales. Une mesure sur un espace X sera
défini sur ce que l’on appelle une tribu de X.

Définition 4.12. Soit X un ensemble. On appelle tribu ou σ-algèbre sur X une famille
M de parties de X (M Ă PpXq, ou encore M P PpPpXqq) vérifiant les propriétés
suivantes.

(i) X PM.

(ii) Si A PM alors XzA PM.

(iii) Si pAnqnPN est une suite d’éléments de M alors

ď

nPN
An PM.

Les éléments de M sont appelés parties mesurables de X. On dit alors que pX,Mq est
un espace mesurable.

Exemples 4.13. Soit X un ensemble.
— M “ PpXq est la plus grande tribu sur X. C’est le choix par défaut lorsque c’est

possible.
— M “ tH, Xu est la plus petite tribu sur X (elle n’a donc pas tellement d’intérêt).

Proposition 4.14. Soit pX,Mq un espace mesurable.

(i) On a H PM.
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(ii) Si pAnqnPN est une suite d’éléments de M alors
č

nPN
An PM.

(iii) M est stable par unions finies et par intersections finies.

(iv) Soient A,B PM. Alors on a AzB PM.

Démonstration. La deuxième propriété résulte du fait que

Xz
č

nPN
An “

ď

nPN
pXzAnq.

Puisque les An, n P N, sont dans M, et que M est stable par passage au complémentaire
et par union dénombrable, on obtient que Xz

Ş

nPNAn et donc
Ş

nPNAn sont dans M.
Pour la dernière propriété on rappelle que AzB “ AX pXzBq.

4.2.2 Tribu engendrée par une famille de parties de X

Soit X un ensemble.

Lemme 4.15. Soit pMλqλPΛ une famille de tribus sur X (indexée par un ensemble Λ
quelconque). Alors l’intersection

M “
č

λPΛ

Mλ

est une tribu sur X.

Démonstration. Pour tout λ P Λ on a X PMλ, donc X PM. Soit A PM. Alors pour
tout λ P Λ on a XzA P Mλ, d’où XzA P M. Enfin on considère une suite pAnqnPN
d’éléments de M. Pour tout λ P Λ on a

@n P N, An PMλ,

d’où
Ť

nPNAn PMλ. Cela prouve que
Ť

nPN PM. Ces trois propriétés assurent que M
est une tribu de X.

Définition 4.16. Soit F une famille de parties de X. On appelle tribu engendrée par F
et on note σpF q l’intersection de toutes les tribus de X contenant F .

Proposition 4.17. Soit F une famille de parties de X.

(i) σpF q est une tribu sur X.

(ii) On a F Ă σpF q.

(iii) Si M est une tribu sur X contenant F , alors σpF q ĂM.

(iv) Si F est une tribu, alors σpF q “ F .

(v) Si F et G sont deux familles de parties de X telles que F Ă G, alors σpF q Ă σpGq.

Les trois premières propriétés peuvent être résumées en disant que σpF q est la plus
petite tribu sur X contenant F .

Démonstration. σpF q est une intersection de tribus, c’est donc une tribu d’après le
Lemme 4.15. Chacune de ces tribus contenant F , c’est aussi le cas de σpF q. Et par
construction, σpF q est incluse dans toute tribu contenant F . En particulier, si F est une
tribu, on a σpF q Ă F et donc σpF q “ F . Enfin, si G P PpPpXqq contient F , alors σpGq
est une tribu contenant G et donc F , d’où σpF q Ă σpGq.

Exemples 4.18. Soit X un ensemble.
— On a σpHq “ tH, Xu et σpPpXqq “ PpXq.
— Si A est une partie de X alors σptAuq “ tH, A,XzA,Xu.
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Mesures

4.2.3 Tribu borélienne

On rappelle que si X est un ensemble et T est une famille de parties de X, on dit
que T est une topologie sur X si H et X appartiennent à T , et si T est stable par
unions quelconques et par intersections finies. Dans ce cas, on dit que pX, T q est un
espace topologique et les éléments de T sont appelés ouverts de X.

On note que les définitions de tribu et de topologie se ressemblent mais donnent des
résultats très différents. Par exemple, en général l’ensemble des ouverts n’est pas du tout
stable par passage au complémentaire.

Néanmoins, la tribu que l’on utilisera le plus fréquemment sur Rd est liée à sa topo-
logie de la façon suivante :

Définition 4.19. Soit pX, T q un espace topologique. On appelle tribu borélienne de X la
tribu σpT q engendrée par les ouverts de X.

On note BpRq la tribu borélienne de R munie de sa topologie usuelle. On définit de
la même façon BpCq et BpRdq pour tout d P N˚.

Lorsque cela ne sera pas précisé, la tribu considérée sur les ensembles R, C ou Rd
avec d ě 1 sera implicitement la tribu borélienne.

Lemme 4.20. Tout ouvert de R est union dénombrable d’intervalles ouverts.

Démonstration. Soit O un ouvert de R. On note

I “
"

pq, nq P Qˆ N˚ |


q ´
1

n
, q `

1

n

„

Ă O

*

et

Õ “
ď

pq,nqPI



q ´
1

n
, q `

1

n

„

.

O est union dénombrable d’intervalles ouverts, et par définition on a Õ Ă O. Soit x P O.
Comme O est ouvert il existe n P N˚ tel que



x´
2

n
, x`

2

n

„

Ă O.

Comme Q est dense dans R on peut considérer

q P QX


x´
1

n
, x`

1

n

„

.

On a alors pq, nq P I et

x P



q ´
1

n
, q `

1

n

„

Ă Õ.

Cela prouve que O Ă Õ et donc O “ Õ. D’où le résultat.

Proposition 4.21. La tribu BpRq est engendrée par les intervalles de la forme sa,`8r
pour a P R.

Démonstration. On note M la tribu de R engendrée par les intervalles de la forme
sa,`8r pour tout a P R. On a M Ă BpRq. Pour tout b P R on a

rb,`8r“
8
č

n“1



b´
1

n
,`8

„

PM,
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puis, par passage au complémentaire,

s ´ 8, br“ Rzrb,`8rPM.

Soit maintenant pa, bq P R2 avec a ă b. Alors on a

sa, br“s ´8, brXsa,`8rPM.

Finallement, puisque tout ouvert de R est union dénombrable d’ouverts de la forme
s ´8, br, sa, br ou sa,`8r avec a, b P R, on en déduit que tout ouvert de R est dans M,
et donc BpRq ĂM. D’où le résultat.

4.3 Mesure sur un espace mesurable quelconque

4.3.1 Définitions, exemples, propriétés générales

Définition 4.22. Soit pX,Mq un espace mesurable. On appelle mesure (positive) sur
pX,Mq une application µ : MÑ r0,`8s vérifiant les propriétés suivantes.

(i) µpHq “ 0,

(ii) Si pAnqnPN est une suite d’éléments de M deux à deux disjoints alors on a

µ

˜

ğ

nPN
An

¸

“
ÿ

nPN
µpAnq.

On dit alors que pX,M, µq est un espace mesuré.

Proposition 4.23. Soit pX,Mq un espace mesurable.

(i) Soient N P N˚ et A0, . . . , AN PM des parties deux à deux disjointes de X. Alors
on a

µ

˜

N
ğ

n“0

An

¸

“

N
ÿ

n“0

µpAnq.

(ii) Si A et B sont des parties mesurables de X telles que A Ă B, alors µpAq ď µpBq.

(iii) Si pAnqnPN est une suite de parties mesurables de X alors

µ

˜

ď

nPN
An

¸

ď
ÿ

nPN
µpAnq.

(iv) Si pAnqnPN est une suite de parties mesurables de X croissante pour l’inclusion
(c’est-à-dire telle que An Ă An`1 pour tout n P N), alors

µ

˜

ď

nPN
An

¸

“ lim
nÑ8

µpAnq.

(v) Si pAnqnPN est une suite de parties mesurables de X décroissante pour l’inclusion
(c’est-à-dire telle que An`1 Ă An pour tout n P N) et si µpA0q ă 8, alors

µ

˜

č

nPN
An

¸

“ lim
nÑ8

µpAnq.

Démonstration. On reprend la démonstration de la proposition 4.8 en remplacçant PpXq
par M et en vérifiant bien que toutes les parties de X que l’on considère sont bien
mesurables.
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Définition 4.24. Soit pX,M, µq un espace mesuré.

— On dit que la mesure µ est finie si µpXq ă 8.
— On dit que µ est une mesure de probabilité si µpXq “ 1.
— On dit que la mesure µ est σ-finie s’il existe une suite pAnqnPN de parties mesu-

rables telles que µpAnq ă 8 pour tout n P N, et

X “
ď

nPN
An.

Définition 4.25. Soit pX,M, µq un espace mesuré. Soit Ppxq une propriété dépendant de
x P X. On dit que P est vraie pour (µ-)presque tout x P X (ou vraie µ-presque partout)
s’il existe E PM tel que µpEq “ 0 et Ppxq est vraie pour tout x P XzE.

4.3.2 Lemme d’unicité des mesures

Définition 4.26. Une famille C de parties de X est appelée classe monotone si elle vérifie
les propriétés suivantes :

(i) X P C,

(ii) si A,B P C sont tels que B Ă A, alors AzB P C,

(iii) si pAnqnPN est une suite d’éléments de C telle que An Ă An`1 pour tout n P N alors

ď

nPN
An P C.

Proposition 4.27. (i) Une tribu est une classe monotone.

(ii) Une classe monotone stable par union finies (ou stable par intersections finies) est
une tribu.

Démonstration. On montre le deuxième point. Étant données deux parties A et B de X
on a

AYB “ Xz
`

pXzAq X pXzBq
˘

,

donc une classe monotone stable par intersections finies est également stable par unions
finies. Soit alors C une classe monotone stable par unions finies. Soit pAnqnPN une suite
d’éléments de C. Pour n P N on pose

Ãn “
n
ď

j“1

Aj .

Alors Ãn P C pour tout n P N et la suite pÃnqnPN est croissante donc

ď

nPN
An “

ď

nPN
Ãn P C.

Les autres propriétés étant claires, cela prouve que C est une tribu sur X.

Proposition-Définition 4.28. Soit F une famille de parties de X. Alors l’intersection
de toutes les classes monotones contenant F est une classe monotone, appellée classe
monotone engendrée par F .

Lemme 4.29 (Lemme des classes monotones). Soit F une famille de parties de X stable
par intersection finie. Alors la classe monotone engendrée par F est la tribu σpF q.
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Démonstration. On note C la classe monotone engendrée par F . Puisque σpFq est une
classe monotone contenant F on a C Ă σpFq. Montrons que C est stable par intersection
finie. Cela prouvera que C est une tribu, et comme C contient F , on en déduira que
σpFq Ă C.

Soit A P F . On note
CA “ tB P C |AXB P Cu .

Par hypothèse, CA contient F . On vérifie en outre que CA est une classe monotone. On a
X P CA car XXA “ A P C. Si B1 et B2 sont dans CA avec B1 Ă B2 alors on a B2zB1 P C
et

pB2zB1q XA “ pB2 XAqzpB1 XAq P C,

d’où B2zB1 P CA. Enfin si pBnqnPN est une suite croissante d’éléments de CA on a
Ť

Bn P C et
˜

ď

nPN
Bn

¸

XA “
ď

nPN
pBn XAq P C,

donc
Ť

Bn P CA. Cela prouve que CA est une classe monotone contenant F et incluse
dans C, donc CA “ C. Soient maintenant B P C et CB défini comme précédemment.
D’après ce qui précède, on a F Ă CB. On vérifie de la même manière que CB est une
classe monotone, et donc CB “ C. Ainsi, pour tous A,B P C on a AXB P C. Cela prouve
que C est une tribu et conclut la démonstration.

Proposition 4.30 (Unicité des mesures). Soit pX,Mq un espace mesuré muni de deux
mesures µ et ν. On suppose qu’il existe une famille F de parties mesurables telles que
F est stable par intersection finie, σpFq “M et

@A P F , µpAq “ νpAq.

En outre, on suppose que F contient en particulier une famille pEnqnPN telle que En Ă
En`1, µpEnq “ νpEnq ă 8 pour tout n P N, et

Ť

nPNEn “ X. Alors

µ “ ν.

Démonstration. ‚ On suppose que µpXq “ νpXq ă 8 (dans ce cas on peut considérer
que En “ X pour tout n P N pour la dernière hypothèse). On note

C “ tA PM, µpAq “ νpAqu .

Par hypothèse on a F Ă C. Montrons que C est une classe monotone. Par hypothèse on
a X P C. Soient A,B P C tels que B Ă A. On a alors

µpAzBq “ µpAq ´ µpBq “ νpAq ´ νpBq “ νpAzBq,

donc AzB P C. Enfin si pAnqnPN P CN est croissante on a

µ

˜

ď

nPN
An

¸

“ lim
nÑ8

µpAnq “ lim
nÑ8

νpAnq “ ν

˜

ď

nPN
An

¸

,

d’où
Ť

nPNAn P C. Ainsi C est bien une classe monotone. Puisque F est stable par
intersection finie, on obtient que

C Ą σpFq “M Ą C.

D’où µpAq “ νpAq pour tout A PM.
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‚ On suppose maintenant (ii). Soit n P N. Pour A PM on note

µnpAq “ µpAX Enq et νnpAq “ νpAX Enq.

Comme X X En “ En P F , on peut appliquer le cas précédent aux mesures µn et νn.
Ainsi

@n P N,@A PM, µnpAq “ νnpAq.

Soit A PM. Puisque la suite pAX EnqnPN est croissante et que
Ť

nPNpAX Enq “ A on
obtient alors

µpAq “ lim
nÑ8

µnpAq “ lim
nÑ8

νnpAq “ νpAq.

D’où le résultat.

4.3.3 Complétion des mesures

Soit pX,M, µq un espace mesuré.

Définition 4.31. On dit que A Ă X est un ensemble négligeable s’il existe B P M tel
que A Ă B et µpBq “ 0.

Définition 4.32. On dit d’une mesure qu’elle est complète si tous les ensembles négli-
geables sont mesurables.

Proposition 4.33. Soit pX,M, µq un espace mesuré. On note M˚pµq l’ensemble des
parties E de X telles qu’il existe A,B PM vérifiant A Ă E Ă B et µpBzAq “ 0. Pour
un tel E on note µ˚pEq “ µpAq. Alors M˚pµq est une tribu sur X et µ˚ est une mesure
complète sur pX,M˚pµqq qui prolonge µ (cela signifie que M ĂM˚pµq et µ˚pAq “ µpAq
pour tout A PM).

Démonstration. ‚ Montrons que µ˚ est bien définie sur M˚pµq. On suppose que E P
PpXq et A1, B1, A2, B2 PM sont tels que

#

A1 Ă E Ă B1,

µpB1zA1q “ 0,
et

#

A2 Ă E Ă B2,

µpB2zA2q “ 0.

On a A1 Ă E Ă B2, donc µpA1q ď µpB2q “ µpA2q. De même on a µpA2q ď µpA1q, et
donc µpA1q “ µpA2q.
‚ On note que si E P M on a E Ă E Ă E et µpEzEq “ 0, donc E P M˚pµq et
µ˚pEq “ µpEq.
‚ Montrons que M˚pµq est une tribu sur X. Comme X PM, on a bien X PM˚pµq.
Soit E PM˚pµq. Soient A,B PM tels que A Ă E Ă B et µpBzAq “ 0. Alors on a

XzB Ă XzE Ă XzA

et

µ
`

pXzAqzpXzAq
˘

“ µpBzAq “ 0.

D’oùXzE PM˚pµq. On considère maintenant pEnqnPN PM˚pµqN puis pAnqnPN, pBnqnPN P
MN telles que, pour tout n P N,

An Ă En Ă Bn et µpBnzAnq “ 0.

Alors on a
ď

nPN
An Ă

ď

nPN
En Ă

ď

nPN
Bn
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et

µ

˜

ď

nPN
Bnz

ď

nPN
An

¸

ď µ

˜

ď

nPN
pBnzAnq

¸

ď
ÿ

nPN
µpBnzAnq “ 0.

Puisque
Ť

An et
Ť

Bn sont dans M, cela prouve que
Ť

En est dans Mpµ˚q et

µ˚

˜

ď

nPN
En

¸

“ µ

˜

ď

nPN
An

¸

. (˚)

Finalement, M˚pµq est bien une tribu sur X.
‚ Il reste à montrer que µ˚ est une mesure. Comme H PM, on a µ˚pHq “ µpHq “ 0.
Soit maintenant pEnqnPN une suite d’éléments de M˚pµq deux à deux disjoints. Pour
n P N on considère An, Bn PM tels que An Ă En Ă Bn et µpBnzAnq “ 0. En particulier,
les An, n P N, sont deux à deux disjoints. D’après (˚) on a

µ˚

˜

ď

nPN
En

¸

“
ÿ

nPN
µpAnq “

ÿ

nPN
µpEnq.

Ainsi µ˚ est bien une mesure.
‚ Enfin, la mesure µ˚ est complète. En effet, supposons que E Ă X et Ẽ P M˚pµq
sont tels que E Ă Ẽ et µ˚pẼq “ 0. Il existe A,B PM tels que A Ă Ẽ Ă B, µpBzAq “ 0
et µpAq “ µ˚pẼq “ 0. Alors on a H Ă E Ă B et µpBzHq “ µpBq “ µpAq “ 0. D’où
E PM˚pµq (et µ˚pEq “ µpHq “ 0).

4.4 Mesure de Lebesgue

On construit dans ce paragraphe la mesure de Lebesgue. Le but est d’obtenir une
mesure correspondant au volume usuel (on parlera de longueur en dimension 1 et d’aire
en dimension 2). On a vu qu’il n’est pas possible d’avoir une telle mesure bien définie sur
tout PpRdq. On cherche tout de même à construire une mesure définie sur une famille
de partie de Rd suffisamment large pour ne pas être gêné en pratique.

Le cahier des charges pour la mesure de Lebesgue est donc de définir une applica-
tion qui vérifie les axiomes d’une mesure et qui cöıncide avec le volume usuel sur les
ensembles de référence que sont les pavés (voir la Définition 4.34). Par rapport à la
mesure de Jordan, on demande qu’une union dénombrable de parties mesurables soit
encore mesurable (autrement dit, la mesure de Jordan n’est pas une mesure au sens où
on l’a définie car l’ensemble des parties Jordan-mesurables n’est pas une tribu).

On attend également de la mesure de Lebesgue qu’elle soit invariante par translation
et par les isométries de l’espaces (rotations, symétries). Ces dernières propriétés n’ont
pas à être prises comme axiomes et seront conséquences des conditions déjà imposées
(via le théorème de changement de variables). L’invariance par translation peut égale-
ment être vue comme conséquence du théorème de changement de variables mais sera
utilisée pour la démonstration et doit donc être démontrée auparavant. Ce sera en fait
une simple conséquence du fait que c’est bien le cas pour les pavés (voir la Proposition
4.43).

La définition de la mesure suit la même logique que la définition de la mesure de
Jordan. On commence par définir une mesure extérieure qui correspond à l’infimum
des mesures d’ensembles simples (unions de pavés), pour lesquels la notion de mesure
est naturelle. La différence est qu’on autorise des unions dénombrables, alors qu’on ne
considère que des unions finies pour la mesure de Jordan.
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4.4.1 Mesure des ensembles élémentaires

Définition 4.34. (i) Soit pa, bq P R2 avec a ď b. Si I est l’un des intervalles ra, bs, sa, br,
sa, bs ou ra, br on définit la longueur de I comme étant le réel positif

|I| “ b´ a.

(ii) Soit d P N˚. Un pavé de Rd est une partie de Rd de la forme

P “ I1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Id,

où I1, . . . , Id sont des intervalles bornés de R. Le volume de P (on parle plutôt
d’aire si d “ 2) est alors

|P | “ |I1| ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ |Id| .

Définition 4.35. On dit qu’une partie de Rd est un ensemble élémentaire si elle s’écrit
comme union finie de pavés de Rd.

Proposition 4.36. (i) Une union finie d’ensembles élémentaires est un ensemble élé-
mentaire.

(ii) Une intersection finie d’ensembles élémentaires est un ensemble élémentaire.

(iii) Si E et F sont des ensembles élémentaires, alors EzF et E∆F “ pEzF q Y pF zEq
sont des ensembles élémentaires.

(iv) Soient E un ensemble élémentaire et x P Rd. Le translaté E ` x “ ty ` x, y P Eu
est un ensemble élémentaire.

Démonstration. ‚ Le premier point résulte simplement du fait qu’une union finie d’unions
finies de pavés est une union finie de pavés.
‚ Soient maintenant E et F deux ensembles élémentaires de Rd. Soient P1, . . . , Pn et
P̃1, . . . , P̃m des pavés de Rd (avec n,m P N) tels que

E “ P1 Y ¨ ¨ ¨ Y Pn et F “ P̃1 Y ¨ ¨ ¨ Y P̃m.

On a
E X F “

ď

1ďiďn
1ďjďm

`

Pi X P̃j
˘

.

Comme l’intersection de deux pavés est encore un pavé, on en déduit que E X F est
un ensemble élémentaire de Rd. Par récurrence, on obtient que toute intersection finie
d’ensembles élémentaires est un ensemble élémentaire.
‚ Soit P “ I1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Id et P̃ “ Ĩ1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Ĩd deux pavés de Rd. Alors on a

P zP̃ “
d
ď

k“1

´

I1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Ik´1 ˆ
`

IkzĨk
˘

ˆ Ik`1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Id

¯

.

Comme IkzĨk est l’union d’au plus deux intervalles bornés de R, on obtient que P zP̃ est
un ensemble élémentaire de Rd. Avec les notations précédentes on a

EzP̃1 “

n
ď

i“1

pPizP̃1q,

donc la soustraction d’un pavé à un ensemble élémentaire est un ensemble élémentaire.
Par récurrence, on obtient que

EzF “ p. . . ppEzP̃1qzP̃2q . . . qzP̃m
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est bien un ensemble élémentaire.

‚ Avec les propriétés démontrées il devient clair que E∆F “ pEzF q Y pEzF q est
également un ensemble élémentaire.

‚ Finalement, pour x P Rd on a

E ` x “
n
ď

i“1

pPi ` xq,

donc l’ensemble des ensembles élémentaires est invariant par translation.

Proposition 4.37. Soit E un ensemble élémentaire. Alors il existe des pavés P1, . . . , Pm
deux à deux disjoints tels que

E “
m
ğ

k“1

Pk.

Démonstration. On considère le cas E ‰ H. Soient P1, . . . , Pn des pavés de Rd (avec
n P N˚) tels que E “

Ťn
i“1 Pi. Pour i P J1, nK on note Pi “ Ii,1ˆ¨ ¨ ¨ˆIi,d. Soit k P J1, dK.

On note pa0,k, . . . , aνk,kq la famille croissante des extrémités des intervalles I1,k, . . . , In,k
(avec νk P N). On note alors Jk l’ensemble des intervalles de la forme taju avec j P J0, νkK
ou saj´1, ajr avec j P J1, νkK. On note ensuite P l’ensemble (fini) des pavés de la forme
J1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Jk avec Jk P Jk pour tout k P J1, dK. Pour P P P on a soit E X P “ H, soit
E X P “ P . Si on note P0 l’ensemble des P P P dont l’intersection avec E n’est pas
vide, on a alors

E “
ğ

PPP0

P.

Proposition-Définition 4.38. Soit E un ensemble élémentaire. On définit la mesure mpEq
de E par l’une des deux définitions équivalentes suivantes :

(i) Si E “ P1 \ ¨ ¨ ¨ \ Pn où n P N et les Pi, 1 ď i ď n, sont des pavés deux à deux
disjoints de Rd, alors on pose

mpEq :“
n
ÿ

i“1

|P | .

(ii) On note

mpEq :“ lim
nÑ8

1

nd
Card

ˆ

E X
Zd

n

˙

.

Démonstration. On commence par observer que si I est un intervalle borné de R on a

1

n

ˆ

Card

ˆ

I X
Z
n

˙

´ 1

˙

ď |I| ď
1

n

ˆ

Card

ˆ

I X
Z
n

˙

` 1

˙

et donc
1

n
Card

ˆ

I X
Z
n

˙

ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

|I| .

Pour un pavé de Rd on a de la même façon

1

nd
Card

ˆ

P X
Zd

n

˙

ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

|P | .
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Si E “ P1 \ ¨ ¨ ¨ \ Pm comme dans l’énoncé on a alors

1

nd
Card

ˆ

E X
Zd

n

˙

“
1

nd

m
ÿ

i“1

Card

ˆ

Pi X
Zd

n

˙

ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

m
ÿ

i“1

|Pi| .

Cela prouve que la limite de la deuxième définition existe et est égale à la somme de la
première définition. Cela prouve en particulier que cette somme ne dépend pas du choix
d’une décomposition de E comme union finie de pavés deux à deux disjoints.

Proposition 4.39. (i) On a mpHq “ 0.

(ii) Si P est un pavé alors mpP q “ |P |.

(iii) (positivité) La mesure de toute ensemble élémentaire est positive ou nulle.

(iv) (invariance par translation) Si E est un ensemble élémentaire et x P Rd on a

mpE ` xq “ mpEq.

(v) (additivité finie) Si E et F sont élémentaires et disjoints alors

mpE \ F q “ mpEq `mpF q.

Plus généralement pour k P N˚ et E1, . . . , Ek des ensembles élémentaires deux à
deux disjoints on a

mpE1 \ ¨ ¨ ¨ \ Ekq “ mpE1q ` ¨ ¨ ¨ `mpEkq.

(vi) (monotonie) Si E et F sont deux ensembles élémentaires tels que E Ă F alors on
a mpEq ď mpF q.

(vii) (sous-additivité finie) Si E et F sont élémentaires alors on a

mpE Y F q ď mpEq `mpF q.

Plus généralement, si E1, . . . , Ek pour k P N˚ sont des ensembles élémentaires alors
on a

mpE1 Y ¨ ¨ ¨ Y Ekq ď mpE1q ` ¨ ¨ ¨ `mpEkq.

Démonstration. Les trois premières propriétés sont claires. Si E “ P1 \ ¨ ¨ ¨ \ Pm où
m P N et les Pj , 1 ď j ď m, sont deux à deux disjoints, alors on a

E ` x “
m
ğ

j“1

pPj ` xq,

donc

mpE ` xq “
m
ÿ

j“1

|Pj ` x| “
m
ÿ

j“1

|Pj | “ mpEq.

Pour l’additivité on utilise directement l’une ou l’autre des deux définitions de m. Pour
la monotonie on écrit F “ E \ pF zEq. Par positivité on a alors

mpF q “ mpEq `mpF zEq ě mpEq.

Enfin, pour la dernière propriété on a E Y F “ E \ pF zEq et F zE Ă F donc

mpE Y F q “ mpEq `mpF zEq ď mpEq `mpF q.
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4.4.2 Mesure extérieure de Lebesgue

On commence par définir la mesure extérieure à partir des unions dénombrables de
pavés. Cette application est bien définie pour toute partie de Rd.

Définition 4.40. Soit A une partie de Rd. On note PA l’ensemble des suites pPkqkPN de
pavés de Rd telles que

A Ă
`8
ď

k“0

Pk,

puis on pose

λ˚pAq “ inf
pPkqkPNPPA

`8
ÿ

k“0

|Pk| .

Cela définit une application λ˚ : PpRdq Ñ r0,`8s appelée mesure extérieure de Le-
besgue.

Remarque 4.41. On observe que dans la Définition 4.40 on peut se restreindre aux
suites de pavés ouverts ou aux suites de pavés fermés. Pour les pavés fermés, il suffit de
remarquer que si pPkqkPN est une suite dans PA alors c’est encore le cas pour pPkqkPN,
et |Pk| “ |Pk| pour tout k P N. D’autre part, étant donné ε ą 0 et pPkqkPN P PA telle
que

ř

kPN |Pk| ď λ˚pAq ` ε, il existe pour tout k P N un pavé ouvert P̃k tel que Pk Ă P̃k
et |P̃k| ď |Pk| ` ε2

´n. Ainsi la suite pP̃kqkPN est dans PA et

ÿ

kPN
|P̃k| ď

ÿ

kPN
|Pk| ` 2ε ď λ˚pAq ` 3ε,

ce qui montre que l’infimum de la définition ne change pas si on se restreint aux suites
de pavés ouverts.

Première chose à faire pour s’assurer que la Définition 4.40 mérite d’être considérée,
vérifier qu’elle donne bien ce qu’on attend pour les pavés.

Proposition 4.42. Si P est un pavé de Rd on a λ˚pP q “ |P |.

Démonstration. En considérant la suite pP,H,H, . . . q, on a par définition λ˚pP q ď |P |.
Soit maintenant ε ą 0. Il existe une suite pPkqkPN de pavés ouverts telle que P Ă

Ť

kPN Pk
et

λ˚pP q ě
ÿ

kPN
|Pk| ´ ε.

Il existe un pavé fermé P̃ de Rd tel que P̃ Ă P et |P̃ | ě |P |´ε. On a alors P̃ Ă
Ť

kPN Pk.
Comme P̃ est compact, il existe N P N tel qu’on a en fait

P̃ Ă
N
ď

k“0

Pk.

D’après les propriétés des ensembles élémentaires on a

|P̃ | ď m

˜

N
ď

k“0

Pk

¸

ď
ÿ

kPN
|Pk| .

D’où, finalement,
|P | ď |P̃ | ` ε ď

ÿ

kPN
|Pk| ` ε ď λ˚pP q ` 2ε.

Cela prouve que |P | ď λ˚pP q. On a donc égalité.
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On montre maintenant les principales propriétés de λ˚ :

Proposition 4.43. (i) (monotonie) Soient A,B P PpRdq tels que A Ă B. On a λ˚pAq ď
λ˚pBq.

(ii) (invariance par translation) Soit A P PpRdq et x P Rd. Alors on a λ˚pA ` xq “
λ˚pAq.

(iii) (sous-additivité dénombrable) Soit pAnqnPN P PpRdqN. On a

λ˚

˜

`8
ď

n“0

An

¸

ď

`8
ÿ

n“0

λ˚pAnq.

Démonstration. ‚ Comme A Ă B, tout recouvrement de B par une suite de pavés est
aussi un recouvrement de A. Ainsi on a PB Ă PA et donc

λ˚pAq “ inf
pPkqkPNPPA

`8
ÿ

k“0

|Pk| ď inf
pPkqkPNPPB

`8
ÿ

k“0

|Pk| “ λ˚pBq.

‚ On rappelle qu’on a invariance par translation pour le volume des pavés (si P est un
pavé de Rd et x P Rd alors |P ` x| “ |P |). Or pour A P PpRdq quelconque, la famille
pPkqkPN est un recouvrement de A par des pavés si et seulement si pPk ` xqkPN est un
recouvrement de A` x par des pavés. Ainsi, par passage à l’infimum sur la somme des
volumes de ces pavés, on obtient bien l’invariance par translation de λ˚.

‚ On note A “
Ť

nPNAn. Soit ε ą 0. Pour n P N on considère pPn,kqkPN P PAn telle que

ÿ

kPN
|Pn,k| ď λ˚pAnq `

ε

2n
.

Pour tout n P N on a

An Ă
ď

kPN
Pn,k Ă

ď

pm,kqPN2

Pm,k,

donc

A Ă
ď

pm,kqPN2

Pm,k.

Comme N2 est dénombrable, on peut considérer une bijection ϕ de N dans N2. Pour
j P N on note Qj “ Pϕpjq. On a alors

A Ă
ď

jPN
Qj ,

donc

pQjqjPN P PA.

On a donc

λ˚pAq ď
ÿ

jPN
|Qj | “

ÿ

nPN

ÿ

kPN
|In,k| ď

ÿ

nPN

´

λ˚pAnq `
ε

2n

¯

ď 2ε`
ÿ

nPN
λ˚pAnq.

Ceci étant valable pour tout ε ą 0, on obtient bien

λ˚pAq ď
ÿ

nPN
λ˚pAnq.
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Exemple 4.44. On considère

T “
 

px, yq P r0, 1s2 | y ď x
(

. (4.1)

Pour n P N on a

T Ă
n
ď

j“1

„

j ´ 1

n
,
j

n



ˆ

„

0,
j

n



donc

λ˚pT q ď
n
ÿ

j“1

j

n2
“
npn` 1q

2n2
ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

1

2
.

D’où

λ˚pT q ď
1

2
.

D’autre part, pour tout n P N on a

T Ą
n
ď

j“1

„

j ´ 1

n
,
j

n



ˆ

„

0,
j ´ 1

n



donc, par monotonie,

λ˚pT q ě
n
ÿ

j“1

j

n2
“
npn´ 1q

2n2
ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

1

2
.

D’où

λ˚pT q ě
1

2
.

Cela prouve que λ˚pT q “ 1
2 .

Exemple 4.45. Comme Q est dénombrable (et donc union dénombrable d’intervalles de
longueurs nulles), on a λ˚pQq “ 0.

Proposition 4.46. L’application λ˚ ne définit pas une mesure sur l’espace mesurable
pRd,PpRdqq.

Démonstration. On considère le cas d “ 1. On a vu qu’il n’existe pas de mesure sur
pR,PpRqq invariante par translation et telle que la mesure de l’intervalle sa, br est b´ a
pour tous a, b P R tels que a ă b. Or λ˚ vérifie ces deux dernières propriétés, donc
ce n’est pas une mesure sur pR,PpRqq. Pour le cas général, on observe que si λ˚ était
une mesure sur pRd,PpRdqq alors l’application A P PpRq ÞÑ λ˚pAˆ r0, 1sd´1q serait une
mesure sur pR,PpRqq, ce qui est impossible.

4.4.3 Tribu de Lebesgue

Le phénomène mis en évidence à la Proposition 4.46 est que la mesure extérieure
d’une union d’ensembles deux à deux disjoints n’est pas nécessairement égale à la somme
des mesures extérieures des ensembles en question.

Le problème est déjà présent pour la mesure extérieure de Jordan (pour laquelle
on ne considère que des recouvrements finis par des pavés). Par exemple, les mesures
extérieures de Jordan des ensembles Q X r0, 1s et pRzQq X r0, 1s sont toutes les deux
égales à 1, alors que l’union r0, 1s est elle-même de mesure 1. La raison est que si on
voit l’intervalle r0, 1s comme union finie d’intervalles (de longueurs non nulles), alors
tous ces intervalles rencontrent à la fois Q et RzQ. Ainsi, si on utilise ces sous-intervalles
pour obtenir un recouvrement de QX r0, 1s et un recouvrement de pRzQq X r0, 1s, tous
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doivent être gardés dans les deux cas. En un certain sens, la frontière de Q X r0, 1s est
trop (( grande )).

En autorisant des unions dénombrables de pavés, on a assoupli le problème (d’ailleurs
la mesure extérieure de QX r0, 1s est maintenant nulle), mais il n’est pas complètement
résolu. Ainsi, comme on a fait pour la mesure de Jordan, on ne va garder que les en-
sembles dont la frontière est suffisamment raisonnable pour pouvoir bien distinguer par
des recouvrements dénombrables de pavés l’ensemble de son complémentaire.

Cela peut être formalisé de la façon suivante :

Définition 4.47. On note LpRdq l’ensemble des parties A de Rd telles que

@B P PpRdq, λ˚pBq “ λ˚pB XAq ` λ˚pBzAq.

Remarque 4.48. Puisqu’on a toujours

λ˚pBq ď λ˚pB XAq ` λ˚pBzAq,

A est dans LpRdq si et seulement si

@B P PpRdq, λ˚pB XAq ` λ˚pBzAq ď λ˚pBq.

On commence par donner un exemple d’ensemble dont la frontière est particulière-
ment réduite et qui est donc bien dans LpRq.
Exemple 4.49. Soit a P R. Montrons que l’intervalle sa,`8r est dans LpRq. Soient
B P PpRq et ε ą 0. Soit pInqnPN P PB telle que

ÿ

nPN
|In| ď λ˚pBq ` ε.

On a pInXsa,`8rq P PBXsa,`8r et pInXs ´8, asq P PBzsa,`8r et pour tout n P N on a

|InXsa,`8r| ` |Inzsa,`8r| “ |In| ,

d’où

λ˚pBXsa,`8rq ` λ˚pBzsa,`8rq ď
ÿ

nPN
|InXsa,`8r| `

ÿ

nPN
|Inzsa,`8r|

ď
ÿ

nPN
|In|

ď λ˚pBq ` ε.

Cela prouve que
λ˚pBXsa,`8rq ` λ˚pBzsa,`8rq ď λ˚pBq,

et donc que sa,`8rP LpRq.
Dans l’exemple précédent, la raison pour laquelle tout fonctionne est que la famille

pInXs ´ 8, as, InXsa,`8rq donne un recouvrement de B par une union dénombrable
d’intervalles qui est bien adaptée au découpage B “ pBXs ´8, asq \ pBXsa,`8rq.

Autre cas où la frontière d’un ensemble est petite, quand l’ensemble lui-même est
petit :

Exemple 4.50. Si A P PpRdq est tel que λ˚pAq “ 0 alors A P LpRdq. En effet, pour
B P Rd on a

λ˚pAXBq ď λ˚pAq “ 0,

et donc
λ˚pAXBq ` λ˚pBzAq “ λ˚pBzAq ď λ˚pBq.
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L’ensemble LpRdq de parties de Rd est maintenant notre candidat pour définir la
mesure de Lebesgue. On doit donc vérifier qu’il a bien la structure adéquate.

Proposition 4.51. L’ensemble LpRdq est une tribu de Rd.

Démonstration. ‚ Pour B P PpRdq on a

λ˚pB X Rdq ` λ˚pBzRdq “ λ˚pBq ` λ˚pHq “ λ˚pBq,

donc Rd P LpRdq.
‚ Soit maintenant A P LpRdq. Pour B P PpRdq on a

λ˚
`

B X pRdzAq
˘

` λ˚
`

BzpRdzAq
˘

“ λ˚pBzAq ` λ˚pB XAq “ λ˚pBq.

Cela prouve que RdzA P LpRdq.
‚ Soient A1, A2 P LpRdq et B P PpRdq. On note C “ B X pA1 Y A2q, de sorte que
B XA1 “ C XA1 et pBzA1q XA2 “ CzA1. On a alors

λ˚pBq “ λ˚pB XA1q ` λ
˚pBzA1q

“ λ˚pB XA1q ` λ
˚
`

pBzA1q XA2

˘

` λ˚
`

pBzA1qzA2

˘

“ λ˚pC XA1q ` λ
˚pCzA1q ` λ

˚
`

BzpA1 YA2q
˘

“ λ˚
`

B X pA1 YA2q
˘

` λ˚
`

BzpA1 YA2q
˘

.

Cela prouve que A1 Y A2 P LpRdq. D’autre part, comme LpRdq est stable par passage
au complémentaire,

RzpA1 XA2q “ pRzA1q Y pRzA2q P LpRdq,

et donc A1 X A2 P LpRdq. Par récurrence, on obtient que toute union ou intersection
finie d’éléments de LpRdq appartient à LpRdq.
‚ Soit pAjqjPN une suite d’éléments deux à deux disjoints de LpRdq. On note A “
Ť

jPNAj . Pour k P N on note Uk “
Ťk
j“0Aj . On a alors Uk P LpRdq pour tout k P N.

Soit B P PpRq. Soit k P N. Comme Uk P LpRdq et Uk Ă A on a

λ˚pBq “ λ˚pB X Ukq ` λ
˚pBzUkq ě λ˚pB X Ukq ` λ

˚pBzAq.

Montrons par récurrence sur k P N que

λ˚pB X Ukq “
k
ÿ

j“0

λ˚pB XAjq.

Pour k “ 0 c’est clair puisque U0 “ A0. On suppose le résultat acquis jusqu’au rang
k ´ 1 (k ě 1). Comme Uk´1 P LpRdq on a

λ˚pB X Ukq “ λ˚ppB X Ukq X Uk´1q ` λ
˚ppB X UkqzUk´1q

“ λ˚pB X Uk´1q ` λ
˚pB XAkq

“

k´1
ÿ

j“0

λ˚pB XAjq ` λ
˚pB XAkq

“

k
ÿ

j“0

λ˚pB XAjq.
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On a alors, pour tout k P N,

λ˚pBq ě
k
ÿ

j“0

λ˚pB XAjq ` λ
˚pBzAq.

Par passage à la limite on obtient

λ˚pBq ě
`8
ÿ

j“0

λ˚pB XAjq ` λ
˚pBzAq. (˚)

Puisque

λ˚pB XAq “ λ˚

˜

ď

jPN
pB XAjq

¸

ď
ÿ

jPN
λ˚pB XAjq,

cela donne
λ˚pBq ě λ˚pB XAq ` λ˚pBzAq

et prouve que A P LpRdq.
‚ On considère maintenant une suite quelconque pAnqnPN d’éléments de LpRdq. On
note A “

Ť

nPNAn et on montre que A P LpRdq. On note C0 “ A0 et, pour tout k P N˚,

Ck “ Akz
k´1
ď

j“0

Aj .

Comme LpRdq est stable par union et intersection finie et par passage au complémentaire,
on obtient que Ck appartient à LpRdq pour tout k P N. En outre les Ck pour k P N sont
deux à deux disjoints et on a

ď

nPN
Cn “ A.

Ainsi A appartient à LpRdq comme union dénombrable d’éléments de LpRdq deux à deux
disjoints.

Comme on souhaite que la mesure de Lebesgue soit invariante par translation, il faut
que la tribu LpRdq soit elle-même stable par translation.

Proposition 4.52. Soient A P LpRdq et x P Rd. Alors on a A` x P LpRdq.

Démonstration. Soit B P PpRdq. Alors on a

pA` xq XB “
`

AX pB ´ xq
˘

` x

et
pA` xqzB “

`

AzpB ´ xq
˘

` x,

donc

λ˚
`

pA` xq XB
˘

` λ˚
`

pA` xqzB
˘

“ λ˚
`

AX pB ´ xq
˘

` λ˚
`

AzpB ´ xq
˘

“ λ˚pB ´ xq “ λ˚pBq.

D’où A` x P LpRdq.

On a déjà introduit sur Rd une tribu naturellement donnée par la topologie usuelle,
la tribu borélienne BpRdq. A défaut de pouvoir définir la mesure de Lebesgue sur toutes
les parties de Rd, cette tribu était une candidate naturelle pour être le cadre de travail
pour la suite. La question est donc de savoir si les boréliens ont ou non un bon com-
portement vis-à-vis du problème évoqué en début de paragraphe. La réponse a déjà été
essentiellement donnée à l’Exemple 4.49.
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Proposition 4.53. On a BpRdq Ă LpRdq.

Démonstration. Pour le cas d “ 1, on a déjà montré à l’Exemple 4.49 que tous les
intervalles de la forme sa,`8r appartiennent à LpRdq. Puisque ces intervalles engendrent
BpRq, on obtient que BpRq Ă LpRq. On peut procéder de la même façon en dimension
quelconque, les demi-espaces de la forme

 

px1, . . . , xdq P Rd |xj ą a
(

pour j P J1, dK et
a P R sont dans LpRdq, et l’ensemble de ces demi-espaces engendre BpRdq.

Remarque 4.54. L’inclusion de la Proposition 4.53 est stricte. On peut montrer que
BpRdq a la puissance du continu (il est en bijection avec R) tandis que LpRdq est en
bijection avec PpRq.

4.4.4 Mesure de Lebesgue

On a vu que la mesure de Lebesgue que l’on cherche à construire ne pourra pas être
définie pour toute partie de Rd. On a alors défini une collection LpRdq de parties de
Rd supposées suffisamment (( régulières )) pour que la mesure d’une union disjointe soit
bien la somme des mesures. Et en effet, si l’on concède cette restriction, alors la mesure
extérieure définit bien la mesure tant attendue.

Proposition 4.55. La restriction de λ˚ à LpRdq (et donc à BpRdq) est une mesure.

Démonstration. On a bien λ˚pHq “ 0. Soient pAnqnPN P LpRdqN une suite de parties
mesurables deux à deux disjointes. On note A “

Ť

nPNAn. D’après (˚) appliquée avec
B “ A on obtient

λ˚pAq ě
`8
ÿ

j“0

λ˚pAjq.

Puisque l’inégalité inverse est toujours vraie d’après la Proposition 4.43, on obtient donc

λ˚pAq “
`8
ÿ

j“0

λ˚pAjq,

ce qui prouve que λ˚ est une mesure sur pRd,LpRdq et donc, par restriction, sur pRd,BpRdqq.

Définition 4.56. On appelle mesure de Lebesgue et on note λ (ou λd) la restriction de
λ˚ à LpRdq ou à BpRdq.

Remarque 4.57. Comme Rd “
Ť

nPNr´n, ns
d et que λ˚pr´n, nsdq “ p2nqd pour tout

n P N, on obtient que la mesure de Lebesgue est σ-finie.

Proposition 4.58. Soit A P LpRdq. Alors

λpAq “ inf
!

λpOq, O ouvert dans Rd contenant A
)

“ sup
!

λpKq,K compact de Rd contenu dans A
)

.

Démonstration. ‚ Si O est un ouvert contenant A on a λpAq ď λpOq, donc

λpAq ď inf
!

λpOq, O ouvert dans Rd contenant A
)

.

L’inégalité opposée est claire si λpAq “ `8. On suppose donc que λpAq ă `8. Soit
ε ą 0. Il existe pPkqkPN P PA telle que

ÿ

kPN
|Pk| ď λpAq ` ε.
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Pour tout k P N il existe un pavé ouvert P̃k tel que |P̃k| ď |Pk| `
ε

2k`1 . On note O “
Ť

kPN P̃k. Alors O est ouvert et puisque la suite pP̃kqkPN est dans PA on a

λpOq ď
ÿ

kPN
|P̃k| ď

ÿ

kPN
|Pk| ` ε ď λpAq ` 2ε.

D’où

inf
!

λpOq, O ouvert dans Rd contenant A
)

ď λpAq.

‚ On a déjà

λpAq ě sup
!

λpKq,K compact de Rd contenu dans A
)

.

Pour n P N˚ on note Pn “ r´n, ns
d et An “ AX Pn. On a alors

λpAnq ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

λpAq.

Soit n P N˚. Il existe un ouvert On contenant PnzAn et tel que

λpOnq ď λpPnzAnq `
1

n
.

On note Kn “ PnzOn. Kn est un compact inclus dans An et AnzKn Ă OnzpPnzAnq,
donc

λpKnq ě λpAnq ´
1

n
.

On a alors Kn Ă A et

λpKnq ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

λpAq.

L’enjeu essentiel de cette section est d’avoir construit une mesure qui étend la notion
de volume sur Rd. On peut se demander s’il y avait d’autres façons de faire. Le résultat
d’unicité suivant montre que non.

Théorème 4.59. Soit d P N˚. Soit µ une mesure sur pRd,BpRdqq invariante par trans-
lation et finie sur les bornés. Alors il existe une constante C ě 0 telle que µ “ Cλ.
En particulier, la mesure de Lebesgue est l’unique mesure sur pRd,BpRdqq telle que la
mesure d’un pavé P de Rd est |P |.

Démonstration. On note C “ µ
`

r0, 1rd
˘

. Soit n P N˚. Par invariance par translation on
obtient que

µ

ˆ„

0,
1

n

„˙

“
C

nd
.

On considère maintenant un pavé ouvert

P “
d
ź

j“1

saj , bjr.

Pour n P N˚ et j P J1, dK on considère pj,n, qj,n P Z tels que

pj,n
n
ď aj ă

pj,n ` 1

n
et

qj,n
n
ď bj ă

qj,n ` 1

n
.
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On a alors

ď

pj,n`1ďkjďqj,n´1

d
ź

j“1

„

kj
n
,
kj ` 1

n

„

Ă P Ă
ď

pj,nďkjďqj,n

d
ź

j“1

„

kj
n
,
kj ` 1

n

„

,

et donc
C

nd

d
ź

j“1

pqj,n ´ pj,n ´ 2q ď µpP q ď
C

nd

d
ź

j“1

pqj,n ´ pj,nq.

Par passage à la limite (nÑ `8), on obtient

µpP q “ C
d
ź

j“1

pbj ´ ajq “ CλpP q.

Puisque les pavés ouverts sont stables par intersection finie et engendrent BpRdq on
obtient par le lemme d’unicité des mesures que µ “ Cλ. La deuxième assertion s’obtient
de la même façon par ce même lemme d’unicité.

On termine cette discussion sur la mesure de Lebesgue avec la question de la com-
plétude. On déduit que l’Exemple 4.50 que toutes les parties négligeables pour la mesure
de Lebesgue sont dans LpRdq. Par contre BpRdq est une tribu beaucoup plus petite.

Proposition 4.60. La complétion de la mesure de Lebesgue sur BpRdq est la mesure de
Lebesgue sur LpRdq.

Démonstration. On note M˚ la tribu obtenue par complétion de BpRdq par rapport à
la mesure de Lebesgue.
‚ Soit A P M˚. Il existe A´, A` P BpRdq tels que A´ Ă A Ă A` et λpA`zA´q “ 0.
Soit B P PpRdq. On a

λ˚pB XAq ` λ˚pBzAq ď λ˚pB XA`q ` λ
˚pBzA´q.

Comme B X A´ Ă B X A` et λ˚
`

pB X A`qzpB X A´q
˘

ď λ˚pA`zA´q “ 0, on a
λ˚pB XA`q “ λ˚pB XA´q puis, comme A´ P BpRdq Ă LpRdq,

λ˚pB XAq ` λ˚pBzAq ď λ˚pB XA´q ` λ
˚pBzA´q “ λ˚pBq.

Cela prouve que A P LpRdq, et donc que M˚ Ă LpRdq.
‚ Soit maintenant A P LpRdq. Pour n P N on note Qn “ r´n, ns

d et An “ A X Qn.
Soit n P N. Pour tout m P N˚ il existe une suite pPm,jqjPN de pavés de Rd (qu’on peut
supposer inclus dans Qn) tels que si on note

Bm “
ď

jPN
Pm,j

alors An Ă Bm et
ÿ

jPN˚
|Pm,j | ď λ˚pAnq `

1

m
.

On note B “
Ş

mPN˚ Bm. Alors B est un borélien de Rd, A Ă B et

λpBq ď λ˚pAnq.

On obtient de la même façon un borélienB1 tel que pQnzAnq Ă B1 et λpB1q “ λ˚pQnzAnq.
On a alors pQnzB

1q Ă An Ă B. Comme An P LpRdq on a

λ˚pQnq “ λ˚pAnq ` λ
˚pQnzAnq,

24 Université Toulouse 3
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d’où, puisque tous les ensembles considérés sont de mesures finis,

λpQnzB
1q “ λpQnq ´ λpB

1q “ λpQnq ´ λ
˚pQnzAnq “ λ˚pAnq “ λpBq.

Cela assure que λpBzpQnzB
1qq “ 0 et donc que An PM˚. Enfin on a

A “
ď

nPN
An PM˚,

et la démonstration est complète.

4.5 Fonctions mesurables

On commence par définir la notion de fonction mesurable. Comme on l’a vu en in-
troduction, c’est une hypothèse nécessaire pour espérer définir l’intégrale d’une fonction
au sens de Lebesgue. Cependant, on verra que c’est une contrainte plus faible qu’être
continue ou Riemann intégrable.

Pour la suite, l’espace mesurable d’arrivée pY,N q sera toujours r0,`8s, R ou C,
munis de leurs tribus boréliennes.

4.5.1 Definition

Définition 4.61. Soient pX,Mq et pY,N q deux espaces mesurables et f une fonction de
M dans N . On dit que f est mesurable si

@B P N , f´1pBq PM.

Cette définition est à comparer avec la définition d’une fonction continue entre es-
paces topologiques. On note que f est mesurable si et seulement si N est contenu dans
la tribu image de M par f (voir Exercice 11).

Remarque 4.62. La notion de fonction mesurable est indépendante du choix d’une éven-
tuelle mesure sur pX,Mq ou sur pY,N q.
Remarque 4.63. Si M “ PpXq, alors toutes les fonctions de X dans Y sont mesurables.

Lemme 4.64. Soient pX,Mq et pY,N q deux espaces mesurables et f une fonction de M
dans N . On suppose que N est engendrée par une famille F de parties de Y telle que

@B P F , f´1pBq PM.

Alors f est mesurable.

Démonstration. On note Ñ la mesure image de M par f :

Ñ “
 

B P PpY q | f´1pBq ĂM
(

.

On a vu (voir Exercice 11) que Ñ est une mesure sur Y . Par hypothèse, Ñ contient F ,
d’où N “ σpFq Ă Ñ . Cela prouve qu’on a bien f´1pBq PM pour tout B P N .

Définition 4.65. On suppose que X et Y sont deux espaces topologiques munis de leurs
tribus boréliennes. Alors les fonctions mesurables de X vers Y sont également appelées
fonctions boréliennes.

Proposition 4.66. Soient X et Y deux espaces topologiques munis de leurs tribus boré-
liennes. Une fonction continue de X dans Y est borélienne.

Démonstration. On note O l’ensemble des ouverts de Y . Soit f une fonction continue de
X dans Y . Soit B P O. Par hypothèse, f´1pBq est un ouvert et donc un borélien de X.
D’après le lemme précédent, puisque BpY q “ σpOq on obtient que f est borélienne.
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4.5.2 Stabilité de la classe des fonctions mesurables

Proposition 4.67. Soient pX1,M1q, pX2,M2q et pX3,M3q trois espaces mesurables.
Soient f une fonction mesurable de pX1,M1q dans pX2,M2q et g une fonction me-
surable de pX2,M2q dans pX3,M3q. Alors g ˝f est une fonction mesurable de pX1,M1q

dans pX3,M3q.

Démonstration. Soit C P M3. On a g´1pCq P M2 donc pg ˝ fq´1pCq “ f´1pg´1pCqq P
M1. Cela prouve que pg ˝ fq est mesurable.

Corollaire 4.68. Soit pX,Mq un espace mesurable et f une fonction mesurable de X
dans R.

(i) Pour tout λ P R la fonction pλfq est mesurable.

(ii) Les fonctions f` “ maxpf, 0q, f´ “ maxp´f, 0q et |f | sont mesurables.

(iii) Si f ne s’annule pas alors la fonction 1{f est mesurable.

Démonstration. Il suffit de composer f avec les fonctions y ÞÑ λy, y ÞÑ maxpy, 0q,
y ÞÑ maxp´y, 0q, y ÞÑ |y|, toutes continues et donc boréliennes sur R, ou bien avec la
fonction y ÞÑ 1{y, continue sur R˚.

Proposition 4.69. Soient pX,Mq un espace mesurable et pY, T q un espace topologique.
Soient f1, f2 : X Ñ R des fonctions mesurables et Φ : R2 Ñ Y une application continue.
Pour tout x P X on note

gpxq “ Φpf1pxq, f2pxqq.

Alors g est une fonction mesurable de X dans Y , muni de sa tribu borélienne.

Démonstration. Puisque R2 et Y sont munis de leurs tribus boréliennes et que la fonction
Φ est continue, elle est aussi mesurable. Pour x P X on note F pxq “ pf1pxq, f2pxqq, de
sorte que g “ Φ ˝ F . Soient I1 et I2 deux intervalles. On a F´1pI1 ˆ I2q “ f´1

1 pI1q X

f´1
2 pI2q P M (car f1 et f2 sont mesurables). Puisque la tribu borélienne est engendrée

par les rectangles de cette forme (voir Exercice ? ?), on en déduit que F est mesurable.
La fonction g est alors mesurable comme composée de fonctions mesurables.

Corollaire 4.70. Soient f et g deux fonctions mesurables de X dans R. Alors les fonctions
f ` g, fg, minpf, gq et maxpf, gq sont mesurables.

Démonstration. On applique la proposition précédente avec les fonctions px, yq ÞÑ x`y,
px, yq ÞÑ xy, px, yq ÞÑ minpf, gq et px, yq ÞÑ maxpf, gq, toutes continues de R2 dans R.

Proposition 4.71. Soit X un espace mesurable. Soient f et g deux fonctions de X dans
C.

(i) f est mesurable si et seulement si Repfq et Impfq (à valeurs réelles) le sont.

(ii) Si f et g sont mesurables, alors les fonctions f ` g, fg et |f | sont mesurables. Si
de plus f ne s’annule pas, alors la fonction 1{f est mesurable.

Soit pX,Mq un espace mesurable et pfnqnPN une suite de fonctions de X dans R. On
rappelle que

ˆ

lim sup
nPN

fn

˙

pxq “ lim sup
nPN

fnpxq “ lim
nÑ8

sup
kěn

fnpxq “ inf
nPN

sup
kěn

fnpxq

et, de même,
ˆ

lim inf
nPN

fn

˙

pxq “ lim inf
nPN

fnpxq “ lim
nÑ8

inf
kěn

fnpxq “ sup
nPN

inf
kěn

fnpxq.
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Proposition 4.72. Soient pX,Mq un espace mesurable et pfnqnPN une suite de fonctions
mesurables de X dans R ou dans r0,`8s. Alors les fonctions

sup fn, inf fn, lim sup fn et lim inf fn

sont mesurables. En particulier si fnpxq Ñ fpxq pour tout x P X (quand nÑ8), alors
la limite f est une fonction mesurable.

Démonstration. On note g “ sup fn. Pour a P R on a

g´1psa,`8sq “
ď

nPN
f´1
n psa,`8sq PM,

donc g est mesurable. On montre de même que inf fn est mesurable. On en déduit alors
que

lim sup fn “ inf
nPN

sup
kěn

fk et lim inf fn “ sup
nPN

inf
kěn

fk

sont des fonctions mesurables.

Proposition 4.73. Soient pX,Mq et pY,N q deux espaces mesurables. Soit f une fonction
de X dans Y . Soient X1 PM et X2 “ XzX1. On munit X1 et X2 des tribus M1 et M2

induites par M. Alors f est mesurable si et seulement si ses restrictions à pX1,M1q et
pX2,M2q le sont.

Démonstration. On suppose que f est mesurable. Montrons que la restriction f1 de f à
X1 est mesurable. Soit B P N . On a

f´1
1 pBq “ X1 X f

´1pBq PM1,

car f´1pBq PM. On vérifie de même que la restriction de f à pX2,M2q est mesurable.
Inversement, on suppose que les restrictions de f à X1 et X2 sont mesurables. Soit
B P N . On a

f´1pBq “ f´1
1 pBq Y f´1

2 pBq PM,

car f´1
1 pBq PM1 ĂM et f´1

2 pBq PM2 ĂM. D’où f est mesurable.

La démonstration du corollaire suivant est laissée en exercice.

Corollaire 4.74. Soient pX,Mq et pY,N q deux espaces mesurables. Soit f une fonction
de X dans Y . Soit pXnqnPN une suite de parties mesurables et deux à deux disjoines dans
X telle que X “

Ť

nPNXn. Pour n P N on note Mn la tribu induite par M sur Xn.
Alors f est mesurable si et seulement si pour tout n P N la restriction de f à pXn,Mnq

est mesurable.

4.6 Annexe : mesure de Jordan

Définition 4.75. Soit A une partie bornée de Rd. On définit les mesures intérieure et
extérieure de Jordan de A par

m˚,JpAq :“ sup
E élémentaire

EĂA

mpEq

et par
m˚,JpAq :“ inf

E élémentaire
EĄA

mpEq,

respectivement. On dit alors que A est mesurable au sens de Jordan si m˚,JpAq “
m˚,JpAq, et dans ce cas la mesure de Jordan de A est par définition

mJpAq :“ m˚,JpAq “ m˚,JpAq.
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Exemple 4.76. On considère A “ r0, 1sXQ. Montrons que m˚,JpAq “ 0 et m˚,JpAq “ 1.
Soit E un ensemble élémentaire de R tel que A Ă E. L’adhérence de E est encore un

ensemble élémentaire de R contenant A et mpEq “ mpEq. Si x n’est pas dans E, il existe
r ą 0 tel que sx ´ r, x ` rrĂ r0, 1szE. Puisque A est dense dans r0, 1s, on obtient une
contradiction. Ainsi E contient s0, 1r et sa mesure est au moins égale à 1. Cela prouve
que m˚,JpAq ě 1. Comme par ailleurs on a A Ă r0, 1s et que r0, 1s est un ensemble
élémentaire de mesure 1, on a m˚,JpAq ď 1.

Soit maintenant E un ensemble élémentaire de R inclus dans A. L’intérieur de E est
encore un ensemble élémentaire de R inclus dans A et mpE̊q “ mpEq. Si E̊ ‰ H, alors
par densité de r0, 1szA dans r0, 1s on obtient que pr0, 1szAqX E̊ ‰ H, ce qui est absurde.
D’où E̊ “ H. Cela prouve que m˚,JpAq “ 0.

Exemple 4.77. On considère le triangle T défini en (4.1). Les mêmes calculs qu’à l’exemple
4.44 montrent que m˚,JpT q ď 1

2 et m˚,JpT q ě
1
2 . Cela prouve que T est mesurable au

sens de Jordan, de mesure mJpT q “
1
2 .

Proposition 4.78. (i) Pour toute partie bornée A de Rd on a

m˚,JpAq ď m˚,JpAq.

(ii) Un ensemble élémentaire E est mesurable au sens de Jordan, et on a mJpEq “
mpEq.

(iii) Soit A une partie bornée de Rd. Alors A est mesurable au sens de Jordan si et
seulement si pour tout ε ą 0 il existe des ensembles élémentaires A´ et A` tels
que A´ Ă A Ă A` et mpA`zA´q ď ε.

(iv) Soient A et B deux ensembles mesurables au sens de Jordan tels que A Ă B. Alors
on a

mpAq ď mpBq.

(v) Une union finie d’ensembles mesurables au sens de Jordan est mesurable au sens de
Jordan. En outre, si A1, . . . , An (avec n P N˚) sont mesurables au sens de Jordan
on a

mJpA1 Y ¨ ¨ ¨ YAnq ď mJpA1q ` ¨ ¨ ¨ `mJpAnq.

De plus, si les Ai, 1 ď i ď n, sont deux à deux disjoints on a

mJpA1 \ ¨ ¨ ¨ \Anq “ mJpA1q ` ¨ ¨ ¨ `mJpAnq.

(vi) Une intersection finie d’ensembles mesurables au sens de Jordan est mesurable au
sens de Jordan.

(vii) Si A et B sont deux ensembles mesurables au sens de Jordan alors AzB et A∆B
le sont également.

Démonstration. ‚ Si E et F sont des ensembles élémentaires telles que E Ă A Ă F on
a en particulier

mpEq ď mpF q.

La première propriété vient alors en prenant la borne supérieure sur E et la borne
inférieure sur F .
‚ Puisque E Ă E on a par définition

mJ,˚pEq ď mpEq et mpEq ď m˚,JpEq.

Avec l’inégalité précédente, on a alors m˚,JpEq “ mpEq “ m˚,JpEq. Cela prouve que E
est mesurable au sens de Jordan de mesure mpEq.

28 Université Toulouse 3



Mesures

‚ On suppose que A est mesurable au sens de Jordan. Alors il existe un ensemble
élémentaire A´ tel que

A´ Ă A et mpA´q ě mJpAq ´
ε

2
.

Il existe un ensemble élémentaire A` tel que

A Ă A` et mpA`q ď mJpAq `
ε

2
.

On a en particulier A´ Ă A` et mpA`zA´q “ mpA`q ´mpA´q ď ε. On montre main-
tenant la réciproque. Il existe des suites pA´n qnPN et pA`n qnPN d’ensembles élémentaires
telles que A´n Ă A Ă A`n pour tout n P N et mpA`n q ´mpA

´
n q “ mpA`n zA

´
n q Ñ 0 quand

nÑ 0. On a alors

m˚,JpAq ď lim inf
nÑ`8

mpA`n q ď lim sup
nÑ`8

mpA´n q ď m˚,JpAq.

Cela prouve que A est mesurable au sens de Jordan.
‚ Si E est un ensemble élémentaire contenant B il contient aussi A, donc mJ,˚pAq ď
mJ,˚pBq. Pour des ensembles mesurables les mesures de Jordan et de Jordan extérieure
cöıncident, donc mJpAq ď mJpBq.
‚ Soient A et B deux ensembles mesurables au sens de Jordan. Soit ε ą 0. Soient A´,
A`, B´ et B` des ensembles élémentaires tels que A´ Ă A Ă A`, B´ Ă B Ă B`,
mpA`zA´q ď ε

2 et mpB`zB´q ď ε
2 . Alors on a

pA´ YB´q Ă pAYBq Ă pA` YB`q.

D’autre part
pA` YB`qzpA´ YB´q Ă pA`zA´q Y pB`zB´q,

donc
m
`

pE`A Y E
`
B qzpE

´
A Y E

´
B q

˘

ď m
`

pE`AzE
´
A q Y pE

`
BzE

´
B q

˘

ď ε.

Cela prouve que AYB est mesurable au sens de Jordan. En outre avec ces notations on
a

mpAYBq ď mpE`A Y E
`
B q ď mpAq `mpBq ` ε.

Ceci étant valable pour tout ε ą 0 on obtient bien que mpAY Bq ď mpAq `mpBq. En
outre si AXB “ H on a A´ XB´ “ H donc

mpA\Bq ě mpA´ \B´q “ mpA´q `mpB´q ě mpAq `mpBq ´ ε.

On obtient alors mpA\Bq ě mpAq `mpBq, d’où l’égalité.
‚ En reprenant les notations précédentes, on a

pA´ XB´q Ă pAXBq Ă pA` XB`q

et
pA` XB`qzpA´ XB´q Ă pA`zA´q X pB`zB´q,

donc AXB est mesurable au sens de Jordan. Enfin

pA´zB`q Ă pAzBq Ă pA`zB´q

et
pA`zB´qzpA´zB`q Ă pA`zA´q Y pB`zB´q,

donc AzB est mesurable au sens de Jordan.

Remarques 4.79. — Une union dénombrable d’ensembles mesurables au sens de Jor-
dan peut ne pas être mesurable (voir Exemple 4.76).

— Une intersection dénombrable d’ensembles mesurables au sens de Jordan peut ne
pas être mesurable.

J. Royer 29



4.7 Exercices

Exercice 1. Montrer que les mesures sur pX,PpXqq données en exemple sont effecti-
vement des mesures.

Exercice 2. On modélise les résultats d’un jet de deux dés par l’ensemble C “ J1, 6Kˆ
J1, 6K. On munit C de la mesure uniforme µ. Pour pj, kq P C on pose fpj, kq “ j` k. On
note S l’ensemble J2, 12K. Pour B P PpSq on pose

νpBq “ µpf´1pBqq “
Card

 

pj, kq P J1, 6K2 | j ` k P B
(

CardpCq
.

1. Montrer que νpSq “ 1.
2. Calculer νptsuq pour tout s P S.
3. Calculer νpt2, 4, 6, 8, 10, 12uq.

Exercice 3. Soit pakqkPN une suite de réels positifs telle que la série
ř`8
k“0 ak converge.

Réinterpréter en terme de mesure le fait que

`8
ÿ

k“n

ak ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

0.

Exercice 4. Soit M une tribu de X et E P PpXq. Montrer que

ME :“ tAX E,A PMu

est une tribu de E. On dira que ME est la tribu induite par M sur E.

Exercice 5. Déterminer la tribu de R engendrée par
 

r0, 2s, r1, 3s
(

.

Exercice 6. Soit X un ensemble. Soit n P N˚ et A1, . . . , An des parties deux à deux
disjointes de X telles que X “

Ťn
k“1Ak. Déterminer le nombre d’éléments de la tribu

de X engendrée par tA1, . . . , Anu.

Exercice 7. Soit X un ensemble.
1. Déterminer la tribu engendrée par les singletons de X.
2. Déterminer la tribu engendrée par les parties de X contenant deux éléments.

Exercice 8. Soient X un ensemble et A une partie de X. Déterminer la tribu engendrée
par les parties de X contenant A.

Exercice 9. Soit X un ensemble. Soient M1 et M2 deux tribus de X. Déterminer les
tribus engendrées par M1 XM2 et par M1 YM2.

Exercice 10. Soit X un ensemble non vide. On appelle algèbre de X une famille A de
parties de X telle que X P A et pour tous A,B P A on a XzA P A et AYB P A.
1. Soit P une partie non vide de PpXq. Montrer qu’il existe une plus petite algèbre (au
sens de l’inclusion) contenant P .
2. Soit pAnqnPN une suite d’algèbres de X telle que An Ă An`1 pour tout n P N. Montrer
que la réunion

Ť

nPNAn est une algèbre de X.
3. Que dire de la question précédente si on remplace (( algèbre )) par (( σ-algèbre )) ? On
pourra par exemple considérer X “ N et, pour tout n P N, An “ σpt0u, . . . , tnuq.

Exercice 11. Soient pX,Mq un espace mesurable, Y un ensemble et ϕ une fonction de
X dans Y .
1. Montrer que N “

 

B |ϕ´1pBq PM
(

est une tribu sur Y . On l’appelle tribu image de
M par ϕ.
2. Expliciter N lorsque M “ PpXq. Même question lorsque M “ tH, Xu.
3. On suppose que ϕ est une bijection. Montrer que M est la tribu image de N par ϕ´1.
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Exercice 12. Soient X un ensemble, pY,N q un espace mesurable et ϕ une fonction de
X dans Y . Montrer que

M “
 

ϕ´1pBq, B P N
(

est une tribu sur X.

Exercice 13. Soient X et Y deux ensembles. Soit ϕ une application de X dans Y .

1. Soit F une famille de parties de Y . On note

ϕ´1pFq “
 

ϕ´1pF q, F P F
(

.

On définit de même ϕ´1pσpFqq. Montrer que σpϕ´1pFqq “ ϕ´1pσpFqq.
2. On suppose que X et Y sont des ouverts de Rd et que ϕ est un homéomorphisme de
X dans Y . Montrer que la tribu image de la tribu borélienne BpXq par ϕ est la tribu
borélienne BpY q de Y .

Exercice 14. Montrer que BpRq est engendré par l’ensemble des intervalles de la forme
sa,`8r avec a P Q.

Exercice 15. Soit X un espace topologique, muni de sa tribu borélienne BpXq. Soit F
une partie de X, muni de la topologie induite et de la tribu borélienne BpF q correspon-
dante.

1. Montrer que

BpF q “ tAX F,A P BpXqu .

2. Montrer que si F est un borélien de X alors BpF q est simplement l’ensemble des
boréliens de X inclus dans F .

Exercice 16. On considère une suite pfnqnPN de fonctions continues de R dans R.
Montrer que les ensembles suivants sont des boréliens de R.

(i) L’ensemble des réels x tels que fnpxq ÝÝÝÑ
nÑ8

0.

(ii) L’ensemble des réels x tels que la suite pfnpxqqnPN converge.

(iii) L’ensemble des réels x tels que la suite pfnpxqqnPN a 0 pour valeur d’adhérence.

Exercice 17. 1. Montrer que pour tout A P BpRq on a Aˆ R P BpR2q.

2. Montrer que pour A,B P BpRq on a AˆB P BpR2q.

Exercice 18. On note P l’ensemble des pavés de Rd de la forme

d
ź

j“1

„

nj
2´k

,
nj ` 1

2´k



,

où k P N et n1, . . . , nd P Z.

1. Montrer que P est un ensemble dénombrable de parties de Rd.
2. Montrer que tout ouvert de Rd est union d’éléments de P .

3. Montrer que BpRdq “ σpP q.

4. Montrer que BpRdq est engendré par l’ensemble des boules euclidiennes ouvertes (re-
pectivements fermées).

5. Montrer que BpRdq est engendré par les demi-espaces de la forme

Rj´1ˆsa,`8rˆRd´j ,

avec j P J1, dK et a P R.
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Exercice 19. Soient X un ensemble et F une famille de parties de X. Montrer que pour
tout A P σpFq il existe une famille dénombrable D d’éléments de F telle que A P σpDq.
Indication : on pourra montrer que l’ensemble des A dans σpFq vérifiant cette propriété
est une tribu sur X.

Exercice 20. Montrer qu’une tribu contient toujours un nombre fini ou indénombrable
d’éléments.

Exercice 21. Pour A P PpRq on note mpAq “ 0 si A est au plus dénombrable et
mpAq “ `8 sinon. L’application m ainsi définie est-elle une mesure sur pR,PpRqq ?

Exercice 22. Soit pxnqnPN une suite réelle. Soit ppnqnPN une suite de réels positifs tels
que

ř`8
n“0 pn “ 1. Montrer que l’application

m “

`8
ÿ

n“0

pnδxn

définit une mesure de probabilité sur pR,PpRqq.

Exercice 23. Soient pX,M, µq un espace mesuré et E P M. On note ME la tribu
induite sur E (voir Exercice 4).
1. Montrer que tout A PM est également dans M.
2. Pour A PME on note

µEpAq “ µpAX Eq “ µpAq.

Montrer que cela définit une mesure µE sur E.

Exercice 24. Soient pX,Mq un espace mesurable, Y un ensemble et ϕ une fonction de
X dans Y . On note N la tribu image de M par ϕ (voir l’exercice 21). Pour B P N on
pose

νpBq “ µpϕ´1pBqq.

1. Montrer que cela définit une mesure ν sur pY,N q. Elle est appelée mesure image de µ
par f .
2. Expliciter ν lorsque M “ PpXq et µ “ δx0 , où x0 est un élément de X.

Exercice 25. On considère une mesure sur l’espace mesurable pR,BpRqq. On note O
l’union de tous les ouverts de R de mesure nulle. Montrer que O est un ouvert de mesure
nulle. En déduire qu’il existe un plus grand ouvert de R (au sens de l’inclusion) de mesure
nulle.

Exercice 26. On considère l’espace mesuré pR,BpRq, λq. Montrer que pour tout ε ą 0
il existe un ouvert O dense dans R et tel que

λpOq ď ε.

Exercice 27. Soit µ une mesure sur les boréliens de R, finie sur les compacts. Soit
x0 P R. Pour x P R on pose

F pxq “

#

µpsx0, xsq si x ą x0,

´µpsx, x0sq si x ď x0.

1. Montrer que cela définit une fonction F de R dans R, croissante et continue à droite
en tout point.
2. Montrer que F est continue en x P R si et seulement si µptxuq “ 0.
3. Montrer que l’ensemble des x P R tels que µptxuq ą 0 est dénombrable.

32 Université Toulouse 3
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Exercice 28. Soient pX,M, µq un espace mesuré et pAnqnPN une suite de parties me-
surables. On note B l’ensemble des x P X tel que x P An pour une infinité d’indices
n.
1. Montrer que B est mesurable.
2. On suppose que la série

ř

nPN µpAnq converge. Montrer que µpBq “ 0.

Exercice 29. 1. Soit f une fonction continue de R dans R. Montrer que le graphe de f
est de mesure nulle dans R2 (muni de la mesure de Lebesgue).
2. Soit f une fonction de classe C1 de R dans R2. Montrer que fpRq est de mesure nulle
dans R2 (toujours muni de la mesure de Lebesgue). Le résultat est-il encore vrai si f est
seulement continue ?

Exercice 30. Donner un exemple de mesure µ qui est σ-finie sur R et telle que µ
`

s ´

n, nr
˘

“ `8 pour tout n P N˚.

Exercice 31. La fonction 1Q est-elle borélienne sur R ?

Exercice 32. Soit pX,Mq un espace mesurable.
1. Vérifier que si M “ PpXq alors toute fonction de X dans n’importe quel espace
mesurable est mesurable.
2. On suppose maintenant que M ‰ PpXq. Donner un exemple de fonction f : X Ñ R
qui n’est pas mesurable mais telle que |f | l’est.

Exercice 33. Montrer que la réciproque d’une bijection mesurable n’est pas nécessai-
rement mesurable.

Exercice 34. 1. Soit f : X Ñ R une fonction mesurable. Montrer directement (i.e. sans
utiliser le cours) que les fonctions f` “ maxpf, 0q et f´ “ maxp´f, 0q sont mesurables.
2. Soit f : X Ñ C une fonction mesurable. Montrer que les fonctions Repfq et Impfq
sont des fonctions mesurables de X dans R.

Exercice 35. Montrer qu’une fonction f : RÑ R croissante est mesurable.

Exercice 36. Soit f : RÑ R une fonction continue à droite.
1. Soit n P N˚. On considère sur R la fonction fn telle que, pour x P R,

fnpxq “

$

’

&

’

%

0 si x ď ´n,

f
`

p
n

˘

si x Ps ´ n, ns et p´1
n ă x ď p

n , avec p P Z,
0 si x ą n.

Montrer que la fonction fn ainsi définie est mesurable.
2. Montrer que la suite pfnqnPN˚ converge simplement vers f .
3. En déduire que f est mesurable.
4. Montrer qu’une fonction g : RÑ R continue à gauche est mesurable.

Exercice 37. Soient pX,Mq un espace mesurable et f : X Ñ C une fonction mesurable.
Montrer qu’il existe une fonction mesurable ω : X Ñ C telle que pour tout x P X on a
|ωpxq| “ 1 et fpxq “ |fpxq|ωpxq.
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