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Teorema (—, 2009)

Sia f un germe di biolomorfismo di (C", O) formalmente linearizzabile
e con parte lineare A diagonalizzabile. Se gli autovalori di A soddisfano
la condizione di Brjuno ridotta, allora f & olomorficamente
linearizzabile.
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Sia f un germe di biolomorfismo di (C", O) formalmente linearizzabile
e con parte lineare A diagonalizzabile. Se gli autovalori di A soddisfano
la condizione di Brjuno ridotta, allora f € olomorficamente
linearizzabile.

Definizione
A1,...,An € C* soddisfano la condizione di Brjuno ridotta se

Z 21/('0)‘17 B 2V+1) < 400, dove
v>0

5 m)= min min A° — X[, m>2.
)\l,...,)\n( ) 2<|Q|<m 1<J<n| J| -
QgRes(X)
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Definizione

A1, ..., An soddisfano la condizione di Rissmann se 3Q: N — R t.c.

ok <Q(k) <Q(k +1) perognik €N,
° Z 5109 Q(K) < 400, €

k>1
|)‘ )‘J|> |Q|),VJ—1 nereNn\Reﬁ()\) con |Q|22
Definizione

A1,...,An € C* soddisfano la condizione di Brjuno ridotta se

1 _
Z EwAl,,,,,An(2V+1) 1< +o00, dove
v>0

o m)= min min A\° — X[, m>2.
)\l,...,)\n( ) 2<|Q|<m 1<J<n| J| -
Q¢Res(X)
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Definizione

A1, ..., An soddisfano la condizione di Riussmann se 4Q: N — R t.c.:

o k <Q(k) <Q(k + 1) perognik €N,
° Y LlogQ(k) < 400, e

k>1
® [A° = )| > gy Vi=1,...ne VQ € N"\ Reg(}) con |Q] > 2.

Definizione

A1, ..., An € C* soddisfano la condizione di Brjuno ridotta se

1 _
Z EW,\L...,A”(Z”H) 1< 400, dove
v>0

= m)= min min [\° — X\, m>2.
Al,...,)\n( ) 2<|Q|<m 1<J<n‘ J‘ -
Q¢Reg ()

Condizione di Rissmann = Condizione di Brjuno ridotta
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Teorema (—, 2009)

f germe di biolomorfismo di (C", O), con A diag. e t.c. gli autovalori di
A hanno solo risonanze di livello s, 1 < s < n. Allora

f & formalmente linearizzabile

)

f ammette una varieta osculante di codimensione s tale che f|y &
formalmente linearizzabile.
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Teorema (—, 2009)

f germe di biolomorfismo di (C", O), con A diag. e t.c. gli autovalori di
A hanno solo risonanze dilivello s, 1 < s < n. Allora

f & formalmente linearizzabile

)

f ammette una varieta osculante di codimensione s tale che f|y &
formalmente linearizzabile.

Definizione

Dato1 <s <n, (Ag,...,As, i1, .., ) € (C*)" ha solo risonanze di
livello s se, dato Q € N" con |Q| > 2:

S
AP ATy = Ay = ) dp=le e =1
p=1

A A =y = G = =0 =0t = gy

4
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Teorema (—, 2009)

f germe di biolomorfismo di (C", O), con A diag. e t.c. gli autovalori di
Ahanno solo risonanze di livello s, 1 < s < n. Allora

f @ formalmente linearizzabile

)

f ammette una varieta osculante di codimensione s tale che f|y &
formalmente linearizzabile.

Definizione

Dato 1 < s < n, f ammette una varieta osculante M di codimensione s
se J un germe di varieta complessa f-invariante M in O, di
codimensione s, tale che il fibrato normale Ny, di M ammette una
connessione olomorfa piatta, di tipo (1,0), che commuta con df|y,, -
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Teorema (—, 2009)

f germe di biolomorfismo di (C", O), con A diag. e t.c. gli autovalori di
Ahanno solo risonanze dilivello s, 1 < s < n. Allora

f & formalmente linearizzabile

)

f ammette una varieta osculante di codimensione s tale che f|y &
formalmente linearizzabile.

f ammette una varieta osculante M di codimensione s tale che f|y &
olomorficamente linearizzabile se e solo se 3 coordinate locali
olomorfe z = (x,y) in O adattate a M in cui f ha la forma

x/ = Ax +fl(x,y) fori=1,....s,

y, = my; +f2(x,y) forj=1,....r,

dove

ordy (f1) > 2,
ordy (f?) > 1,
perognii=1,...,sej=1,...r.
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Azioni di Toro
Strategia

Azioni di Toro Normalizzazione Olomorfa J

Jasmin Raissy (Universita di Pisa) Geometrical methods for normalization



Azioni di Toro
Strategia

Azioni di Toro Normalizzazione Olomorfa

e )\1,...’)\”
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Azioni di Toro
Strategia

Azioni di Toro Normalizzazione Olomorfa
C)
MNk=1 Res’ (6%)

Al, ..,)\n

Res(A)
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Grado torico

Definizione

Il grado torico di A € (C*)" @il minr € Nt.c. Jag,...,ar € C*
e30W ... 00 czZ"tc.

[o] = [z a )

dove [¢] & l'unica classe in (C/Z)" t.c. A = e?™l¥l,
9 ... 60 sono una r-upla di vettori torici associati a \, con
coefficienti torici aq, . .. , or.

(C/Z)",
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Grado torico

Definizione

Il grado torico di A € (C*)" @ilminr € Nt.c. Jag,...,ar € C*
e30W ... 00 czZ"tc.

[¢] = [z A

dove [¢] & l'unica classe in (C/Z)" t.c. A = e?™l¥l,
9 ... 60 sono una r-upla di vettori torici associati a \, con
coefficienti torici aq, . .. , or.

€ (C/z)",

Poiché [¢] = [Zj”:l @;je;], il grado torico e ben definitoe 1 <r < n.
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Grado torico
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Il grado torico di A € (C*)" @ilminr € Nt.c. Jag,...,ar € C*
e30W ... 00 czZ"tc.

[¢] = [z A

dove [¢] & l'unica classe in (C/Z)" t.c. A = e?™l¥l,
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Grado torico

Definizione

Il grado torico di A € (C*)" @ilminr € Nt.c. Jag,...,ar € C*
e30W ... 00 czZ"tc.

[¢] = [z A

dove [¢] & l'unica classe in (C/Z)" t.c. A = e?™l¥l,
9 ... 60 sono una r-upla di vettori torici associati a \, con
coefficienti torici aq, . .. , or.

€ (C/z)",

Poiché [¢] = [Zj”:l @;je;], il grado torico e ben definitoe 1 <r < n.
@ «1,...,qr SONO Z-indipendenti,
@ 0 .. 60) sono Q-linearmente indipendenti.
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Prima distinzione

Proposizione (—, 2009)
3 una r-upla torica assoc. a A\ con coeff. Z-indipendenti con 1

)

questo e vero per ogni r-upla torica associata a \.
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Proposizione (—, 2009)
3 una r-upla torica assoc. a A\ con coeff. Z-indipendenti con 1

)

questo e vero per ogni r-upla torica associata a \.

@ Caso Torsion-free: 1, aq, ..., ar Z-indipendenti
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Proposizione (—, 2009)
3 una r-upla torica assoc. a A\ con coeff. Z-indipendenti con 1

)

questo e vero per ogni r-upla torica associata a \.

@ Caso Torsion-free: 1, aq, ..., ar Z-indipendenti
@ Caso con Torsione: 1, ay, . .., ar Z-dipendenti
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Prima distinzione

Proposizione (—, 2009)
3 una r-upla torica assoc. a A\ con coeff. Z-indipendenti con 1

)

questo e vero per ogni r-upla torica associata a \.

@ Caso Torsion-free: 1, aq, ..., ar Z-indipendenti
@ Caso con Torsione: 1, ay, . .., ar Z-dipendenti

Nel caso con torsione possiamo sempre ridurci a considerare solo
r-uple toriche ridotte, i.e., nM, ... 7" con coeff. 1/m, 3,, ..., 5
conmeN\{0,1} e m,n(l), e ,nr(ll) coprimi, dove isoliamo nel primo

1
coefficiente torico la dipendenza con 1 (3, ..., 5, sono Z-indipend.
con 1); n®, ..., n{") sono detti vettori torici torsion-free ridotti assoc. a
A
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Caso Torsion-free

v r-upla di vettori torici 91, ... 0(") associati a A

Res(\) = (Res™(6™)) vj=1,....n
k=1

Jasmin Raissy (Universita di Pisa) Geometrical methods for normalization 26 Febbraio 2010 7113



Caso Torsion-free

v r-upla di vettori torici 91, ... 0(") associati a A

Res(\) = (Res™(6™)) vj=1,....n
k=1

A= =0 =0 vk=1,..r
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Caso Torsion-free

v r-upla di vettori torici 91, ... 0(") associati a A

r
A)=[)Res"(6")) vj=1,....n
k=1
A= =0 =0 vk=1,.. 1

Teorema (—, 2009)
f nel caso torsion-free & olomorficamente normalizzabile

)
f commuta con un’azione olomorfa effettiva di T" su (C", O),
r = tordeg(\), tale che le colonne di © formano una r-upla di vettori
torici associati a \.
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Caso con Torsione

v r-tupla torica ridotta ), . .., 5(") associata a \ si ha
r r
ﬂ ) 2 Res(\) 2 () ResF (n™). (1)
k=2 k=1
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Caso con Torsione

V r-tupla torica ridotta 7V, . .., n(") associata a \ si ha
r r
ﬂ ) 2 Res(\) 2 () ResF (n™). (1)
k=2 k=1

Abbiamo i seguenti sottocasi:
@ Torsione Impura: per una r-upla torica ridotta (= V) si ha

Reg(\) = [Rest (™) vj=1,....n
k=2
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Caso con Torsione

V r-tupla torica ridotta 7V, . .., n(") associata a \ si ha
r r
ﬂ ) 2 Res(\) 2 () ResF (n™). (1)
k=2 k=1

Abbiamo i seguenti sottocasi:
@ Torsione Impura: per una r-upla torica ridotta (= V) si ha

r
Reg(\) = [Rest (™) vj=1,....n
k=2

@ Torsione Pura: la prima inclusione é stretta, e 0
» )\ e semplificabile: 3 una r-upla torica ridotta, detta semplice, t.c.

Res(}) = M —; Res" (n)) v,
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Caso con Torsione

V r-tupla torica ridotta 7V, . .., n(") associata a \ si ha
r r
ﬂ n™®)) 2 Res(2) 2 (1) Res™(n)). (1)
k=2 k=1

Abbiamo i seguenti sottocasi:
@ Torsione Impura: per una r-upla torica ridotta (= V) si ha

r
Reg(\) = [Rest (™) vj=1,....n
k=2

@ Torsione Pura: la prima inclusione é stretta, e 0
» )\ e semplificabile: 3 una r-upla torica ridotta, detta semplice, t.c.
Res () = Nk—, Res" (n™)) vi, o
» A non é semplificabile: V r-upla torica ridotta, Jj t.c. entrambe le
inclusioni in (1) sono strette.
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Caso di Torsione Impura

Teorema (—, 2009)

f nel caso di torsione impura & olomorficamente normalizzabile

)

f commuta con un’azione olomorfa effettiva di T'~* su (C", 0),
r = tordeg(\), tale che le colonne di © sono i vettori torici torsion-free
ridotti di una r-upla ridotta associata a .
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Caso di Torsione Pura
A semplificabile

Teorema (—, 2009)

f nel caso di torsione pura t.c. A € semplificabile & olomorficamente
normalizzabile
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Caso di Torsione Pura
A semplificabile

Teorema (—, 2009)

f nel caso di torsione pura t.c. A € semplificabile & olomorficamente
normalizzabile

@ dfy diagonalizzabile: f commuta con un’azione olomorfa effettiva

di T" su (C",0), r = tordeg(\), tale che le colonne di © formano
una r-upla semplice ridotta di vettori torici associati a \;
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Caso di Torsione Pura

A semplificabile

Teorema (—, 2009)

f nel caso di torsione pura t.c. A € semplificabile & olomorficamente
normalizzabile

@ dfy diagonalizzabile: f commuta con un’azione olomorfa effettiva
di T" su (C",0), r = tordeg(\), tale che le colonne di © formano
una r-upla semplice ridotta di vettori torici associati a \;

@ dfo non diagonalizzabile: se Aj = An = 771_(1) = 77,(11), allora stesso
enunciato di sopra.
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Caso di Torsione Pura

A non semplificabile

Proposizione (—, 2009)

f nel caso di torsione pura t.c. A non é semplificabile. Se f commuta
con un’azione olomorfa effettiva di T" su (C",O), r = tordeg(}), tale
che le colonne di © formano una r-upla ridotta di vettori torici associati
a A, allora f & olomorficamente normalizzabile.

Jasmin Raissy (Universita di Pisa) Geometrical methods for normalization 26 Febbraio 2010 11/13



Caso di Torsione Pura

A non semplificabile

Proposizione (—, 2009)
f nel caso di torsione pura t.c. A non e semplificabile. Se f commuta
con un’azione olomorfa effettiva di T" su (C",O), r = tordeg(}), tale

che le colonne di © formano una r-upla ridotta di vettori torici associati
a A, allora f & olomorficamente normalizzabile.

Proposizione (—, 2009)

f nel caso di torsione pura t.c. A non e semplificabile. Se f &
olomorficamente normalizzabile, allora f commuta con un’azione
olomorfa effettiva di T'~* su (C",0), r = tordeg(\), tale che le colonne
di © sono i vettori torici torsion-free ridotti di una r-upla ridotta
associata a \.
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Osservazioni finali

@ metodo algoritmico per calcolare le risonanze
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Osservazioni finali

@ metodo algoritmico per calcolare le risonanze
@ esempi di ciascun caso
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Osservazioni finali

@ metodo algoritmico per calcolare le risonanze
@ esempi di ciascun caso = classificazione consistente
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Osservazioni finali

@ metodo algoritmico per calcolare le risonanze
@ esempi di ciascun caso = classificazione consistente

@ la torsione non é sufficiente a misurare la differenza tra germi di
campi vettoriali olomorfi e germi di biolomorfismi
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Osservazioni finali

@ metodo algoritmico per calcolare le risonanze
@ esempi di ciascun caso = classificazione consistente

@ la torsione non e sufficiente a misurare la differenza tra germi di
campi vettoriali olomorfi e germi di biolomorfismi

@ esempio di tecniche per costruire azioni di toro
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Grazie!
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Torsione

Ecalle, nel 1992, ha introdotto la seguente nozione quantitativa di
torsione.

Definizione
La torsione di A € (C*)" & l'unico intero positivo 7 tale che

%Z:Qﬂ z P (bgﬂz)
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Torsione

Ecalle, nel 1992, ha introdotto la seguente nozione quantitativa di
torsione.

Definizione
La torsione di A € (C*)" & l'unico intero positivo 7 tale che

~Z=Qn |Z &b (Iogﬁz)

Lemma (-, 2009)
A € (C*)" é torsion-free < la sua torsione é 1
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Costruzione di Azioni di Toro

Teorema (—, 2009)

Sia f come sopra e tale che commuti con un insieme integrabile di
campi vettoriali olomorfi Xq,...,Xm, 1 < m < n. Allora f commuta con
un’azione olomorfa effettiva di T" su (C",O), dove r = tordeg(Xy), e le
colonne della matrice dei pesi formano una r-upla di vettori torici
associati a X;.

Dove, se 1 < m < n, f commuta con un insieme integrabile di campi
vettoriali olomorfi se X4, ..., Xm t.C.
df(X;) = Xjof

Vvj =1,...,m che sono integrabili, i.e.,
® Xi,...,Xm germidic.v. olom. di (C",0), X;(0) =0,
ordine(Xj) =1, [Xj,Xk] = OVj,k, eX{ A+ AXm 5_’5 0;

® 391, ...,9n—m germi di funzioni olomorfe di (C",O) t.c. X;(gk) =0
Vi,k,edgs A---Adgn_m £ 0.
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Costruzione di Azioni di Toro

Grado torico di un campo vettoriale

Scrivendo X = > gojzja% + -+, il grado torico di X e ilminr € Nt.c.
Jai,...,ap €C*e 0D . 00) e 7N tc.

;
p= Z A
k=1
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Esempi

Esempio (Caso Torsion-free) Esempio (Caso con Torsione)

R )

=il

Esempio (Caso con Torsione Impura)
2

0 -1
o, 5| O 4
2| g +v3 € (C/z)
1 1

W=
O N 01O

ha grado torico 3.
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Esempio (Caso con Torsione Impura)

Resf (n®) = {(d1,92,93,12(qy — 1)) € N* | 1303 + 02 + g3 > 14}
Resy (n®) = {(a1, 02,03, 120;) € N* | 1303 + g2 + g3 > 2}

Res] (n®) = Resj (1)

Res; (n®) = {(ds, 92,03, 120; + 1) € N* | 13q; + 02 + g3 > 1},

e

Resii_(n(s)) = {(Q170707Q4) € N4 | g1 +0Q4 > 2}

Res;_(n(s)) = {(ql7 1707q4) € N4 | g1 +04 > 1}

Res;(n(s)) = {(ql707 17CI4) € N4 | g1 +0Q4 > 1}

Res; (n®) = Resy (¥).

VP = (p,0,0,12p)conp >1 (P,nM)=12p € 3Z.

Allora ¢ facile verificare che perj=1,...,4

Res([¢]) = Res" (n®) n Res* (5¥).
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Esempi

Esempio (Caso con Torsione Pura Semplificabile)

1 1 0
R 6 0 4
l= 51| TV2|o|+V3|_1|] €C€/2)*,
1 0 5

ha grado torico 3. Abbiamo Re§+(77(1)) =0, perj=1,...,4,enoné
difficile verificare che

Resp(\) = {(0,1,50,q9) |q e N*} # 0

Res(\) = Res™(n®) nRes™ (n®) j = 1,3,4.
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Esempi

Esempio (Caso con Torsione Pura Semplificabile)
Tuttavia, possiamo scrivere

1 1 0
1]-2 6 0

lp] = 3|1 +V2 0 +V3 1 g
-5 0 5

e, con questa rappresentazione, abbiamo, perj=1,...,4

3

Res(A) = ] Res*(¢X)).

k=1
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Esempi
Esempio (Caso con Torsione Pura Non Semplificabile)
1/1 1 5
() +v2 ()] <t
ha grado torico 2 e torsione 7. Abbiamo
Resy (n®) = {(6h+1,h) | h > 1}, Resf(y®®) = {(6h,h+1) | h>1},

Res; (1) nResf (n®) = Resj (n™) N Resf (n®) = 0,
quindi

Resy (1®)) DResi(A) = {(42h + 1,7h) | h > 1} SRes (n™) NRes ()

Res; (n®) DRes(A) = {(42h, 7Th + 1) | h > 1} SRes] (nM)NResf (n?).

Inoltre, é facile verificare che A non & semplificabile.

v
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