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1. PRE-REQUIS

1.1. Dérivées et intégrales de fonctions a valeurs complexes. On rappelle que
pour un nombre complexe z = x + iy avec x,y € R, alors z := x — 1y, |2|? := 22 = 22 + 9>

Si f:1 — C, ou ! est un intervalle de R, alors on écrit f(z) = fi(x) + if2(x), on
fi(z), fa(x) € R, et on définit (quand fi et fy sont intégrables, resp. dérivables)

/abf(x)dx - /ab Fu(@)da +¢/ab folw)dz,

Fla) = i) +ifyla) = im LEED ZIE)

h—0 h
Les formules habituelles (dérivations d’une somme, d’'un produit, de 1/f, théoreme fon-
damental du calcul différentiel et intégral, intégrale d’une somme, intégration par parties,
changement de variable...) sont valables dans ce cadre.

Nous avons un probleme pour la dérivée d’une fonction composée go f: il faut désormais
que ¢ soit une fonction a variable complexe, et que signifie sa dérivée dans ce cas ? Nous
renvoyons au cours de fonctions holomorphes pour une étude de cette question.

Toutefois, les formules sur les produits nous permettent de voir que %( flz)r =
nf (z)(f(z))"!, comme d’habitude. Un autre cas particulier trés important est celui

de ef®),

et

1.2. Exponentielle complexe. On définit la fonction e* comme 1'unique fonction telle
que €® =1, e = e%e¥, et lim,_,o(e* — 1)/z = 1. Nous admettrons I'unicité. L’existence
découle de

Théoreme 1.1. Pour tout z € C,

Des propriétés définissantes de I'exponentielle, on déduit que

‘ ez—f—h — e ) ez(eh o 1)
lim ——— = lim ———= = ¢,
h—0 h h—0 h
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donc I'exponentielle est dérivable au sens complexe et on peut montrer facilement que
(ef) = fel.

On remarque que e = €%, et donc |e¥|? = e%e™® = 1 pour tout y € R. On définit les
fonctions trigonométriques par
1
2i
et on voit que quand z € R on a bien les propriétés des fonctions trigonométriques usuelles.
Attention ! Les fonctions sin z et cos z ne sont pas bornées sur C.

. ) 1 . .
sinz := —(e” —e ), cosz:= 5(6” +e ),

1.3. Intégrales impropres. Ce sujet a été traité dans le cours d’Intégration du S3.

Soit a € R, et f une fonction continue par morceaux sur [a, +0o[. On pose, si la limite
existe dans R,

A—+o00

T Hdt = tim / ! F(t)dt.

a

On dira que f est intégrable sur [a,+oo| si la limite existe (et donc est finie). On dira
(parfois) que f est absolument intégrable si |f| est intégrable. L’intégrabilité absolue
implique l'intégrabilité, et la réciproque est fausse. On pose des définitions analogues
pour ffoo f(t)dt.

On dira que f est intégrable sur R =] — 0o, +00[ si f est a la fois intégrable sur [a, +o0]
et sur | — oo, a] (on prend souvent a = 0, parfois on découpe en plusieurs intervalles : les
intervalles bornés ne posent pas de probléme).

Remarque 1.2. Attention, le fait que f soit intégrable sur R implique que la limite
lima, oo [, — A f(t)dt existe dans R, mais la réciproque est fausse en général. Les deux
propriétés ne sont équivalentes que pour ’absolue intégrabilité (ezercice).

Exemples : fi(x) = L n'est pas intégrable sur [1,+oo[, fo(z) = -5 est intégrable sur

[1, +o0l.

Remarque 1.3. Attention ! Si f tend vers une limite a I'infini et est intégrable, cette limite
doit étre 0. Mais il existe des fonctions intégrables qui n’ont pas de limite a l'infini.

Propriétés : on obtient en passant a la limite les propriétés habituelles de changement
de variables et d’intégration par parties. Attention aux bornes ! Il vaut mieux refaire le
processus de limite si on n’est pas str du résultat.

Nous allons souvent utiliser le résultat suivant, qui a été vu par les étudiants de ’option
mathématiques et que les physiciens devront admettre :

Théoréme 1.4 (Dérivation sous l'intégrale). Soit (z,t) — f(x,t) une fonction sur I x J
(I, J intervalles), continue par morceaux en x et intégrable sur I pourt fixé ; continument
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dérivable en t pour x fixé. On suppose qu’il existe une fonction g: I — R, intégrable sur
I, telle que pour toutt € J, x € I, ‘%f(a:,tﬂ < g(x). Alors

d 0
%/If(:c,t)da::/]af(x,t)dx.

Remarque 1.5. Si I et J sont fermés et bornés et % (x,t) continue, elle est bornée par une
constante et le théoreme s’applique facilement. Sauf que nous aurons besoin de ’appliquer
sur des intervalles I non-bornés, notamment la droite réelle.
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2. SERIES DE FOURIER, DEFINITION ET PREMIERES PROPRIETES

Etant donné une fonction f 2m-périodique, c’est-a-dire périodique de période 27, on se
voudrait la représenter comme limite d’une somme de fonctions 27-périodiques élémentaires,
en analogie avec le séries entieres.

Définition 2.1. Un polynome trigonométrique est une combinaison linéaire (finie) a coéfficients

réels de fonctions cos(jz) et sin(jx), c’est-a-dire

n

(1) P(x) = (a; cos(jz) + by sin(jz)),

j=0
avec aj,b; € R.
Remarque 2.2. Un polynome trigonométrique est bien une fonction continue et 2r-périodique,

comme c¢’est une somme finie de fonctions continues et 2m-périodiques et que les fréquences
sont entieres.

On peut toujours exprimer (1) en notation complexe, & I’aide des fonctions e;(z) := e”*
comme

)

n

(2) P(z) =) ¢,

j=—n

ou ¢; € C vérifient

(3) a; = cj + c_; pour tout j >0
et

(4) bj =i(c; — c_;) pour tout j > 0.

FEzercice 2.3. Montrer (3] et (4]) et trouver une expression pour les ¢; a partir des coéfficients
Qj, bj.

La notation complexe va étre particulierement utile, grace au résultat suivant.

Lemme 2.4. Pour tout n,m € N, on a

1 2 lsin=m

T o—Ime . 5nm — .
0 sin # m.

27 Jo

Démonstration. 11 suffit de montrer que pour tout ¢ € Z on a

1 2 S/ a—
1 G gy 1 s? =0
21 J, 0sif#0.
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En effet, on a
1 2w

— dr =1
2m Jo v

2w 2w 2m
/ ¢y = / cos(lx)dx + z/ sin(lx)dx
0 0 0

— {Sm;&)} i {#W)} "o

et, pour ¢ # 0,

0 0

0

Si on considere donc I'espace de fonctions V,, := Vecte{e;(z) = 7%, —n < j < n}, qui

est un espace vectoriel complexe de dimension 2n + 1, on a que (e”*)_,<j<, €n est une
base orthonormée pour le produit hermitien

(f,9) = %/ﬂ 7rf(:l:)malx

Comme conséquence on a que P est un polynome trigonométrique si et seulement si
P €V, et les coefficients de P seront ¢; = (P, e;), —n < j < n.
Maintenant nous pouvons donc considérer la définition suivante

Définition 2.5. Soit f: R — R ou f: R — C une fonction 27-périodique. Pour n € Z,
I'n-ieme coefficient complexe de Fourier de f est

e(f) == [ fye it = (f.en).

:27T0

Remarque 2.6. On a donc que

27
()= 5 /0 ft)dt, et

grace a la périodicité de f et e, on a

1 2T - 1 2m+a -
— te "™dt = — t)e ""dt
5 [ rwea= 5 [ e

pour tout a € R.

Proposition 2.7. Soit f: R — R ou f: R — C une fonction 2w-périodique. On a :

(1) c—n(f) = culf), pour tout n € Z, et donc si f: R — R, alors c_,(f) = ca(f) ;

(2) sig(t) = f(—t) alors c,(g) = c_n(f) pour tout n € Z, et en particulier si f: R — R
est paire on a c_,(f) = cn(f), et si f: R — R est impaire on a c_,(f) = —c,(f) ;

(3) sia €R et g(t) = f(t+a) alors c,(g) = €™ c,(f) pour tout n € Z ;

(4) si f est de classe C*, alors c,(f') = inc,(f) pour tout n € Z, et en particulier si
f est de classe C=, alors c,(f*)) = (in)kc,(f) pour tout n € Z et tout k € N.
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Démonstration. (1) On a

_ 1 [2m___
call) =g [ TGt = 5 [T = o).
2m
(2) En utilisant le changement de variable v = —t on a

2m
o) = % / F(=t)e e

/ Flw)e™du f( Jemdu = c_(f).

(3) En utilisant le Changement de variable u =t + a on a
1 2r+a

1 [ , o ‘
alg) =5 [ fr e = o [ e et = e (1),
2w Jo 2m J,

(4) En intégrant par parties on a

—zntdt
) = o / I

1 2

= 50 = o [ R (=impe e = iney (1),

0

En utilisant les coefficients de Fourier, nous pouvons associer a toute fonction 27u-

périodique des polynomes trigonométriques et une série trigonométrique, a priori définie
seulement formellement.

Définition 2.8. Soit f: R — R ou f: R — C une fonction 27-périodique. Pour tout

N € N, I'N-ieme somme partielle de Fourier de f est la fonction
N

SulF)(E) = D ealf)e™,

n=—N

ol ¢,(f) est I'n-ieme coefficient de Fourier de f.
La série de Fourier associée a f est

S()H) = ealf)e™.

Remarque 2.9. Si f: R — R est 27r—périodique on a
N N

Z cn(fe™ = +Zan ) cos(nt +an(f)sin(nt),

an(f) = cu(f) + con(f) et bu(f) = i(cal(f) — con(f)),

avec
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et nous pouvons donc définir

27
an(f) == % i f(t) cos(nt)dt pour n > 0,
et o
bu(f) == % f(t)sin(nt)dt pour n > 0.
0

On remarque que f est paire si et seulement si tous les b,(f) sont nuls, et f est impaire
si et seulement si tous les a,(f) sont nuls.

2.1. Convergence d’une série de Fourier. On remarque que, pour toute fonction
f:R—Rou f: R— C continue 2r-périodique, on a

en(F)l < %/0 ")t

pour tout n € Z. Donc la suite (¢,(f))nez des coefficients de Fourier de f est bornée.
Etant donné une suite bornée de nombres complexes {¢;, }nez nous voulons déterminer

quand la suite des sommes partielles S, (¢) := S0 ¢,e™ est convergente et, si c’est le
cas, quand les ¢,, sont les coefficients de Fourier de la fonction limite.

Théoréme 2.10 (Admis). Soit f une fonction 2m-périodique a valeurs dans R ou C,
intégrable sur une période et telle que c,(f) = 0 pour tout n € Z. Alors f(zg) = 0 pour
tout xo € R ou f est continue.

On a donc le corollaire immédiat suivant.

Corollaire 2.11. Soit f une fonction continue 2w-périodique a valeurs dans R ou C telle
que ¢, (f) =0 pour tout n € Z. Alors f = 0.

Ainsi que :

Corollaire 2.12. Soit f une fonction continue 2m-périodique a valeurs dans R ou C telle
que la série de Fourier de f soit absolument convergente, c’est-a-dire ), ., |c,(f)] < oc.
Alors la série de Fourier de f converge uniformément vers f, c’est-a-dire

A}im Sn(f)(x) = f(z) uniformément en x € R.

Démonstration. On rappelle que si une suite de fonctions continue converge uniformément
vers une fonction limite, alors la limite est continue. On note que I'hypothese >, |c.(f)] <
oo implique que la suite des sommes partielles de Fourier de f converge absolument et
uniformément vers une fonction continue et 2m-périodique g définie par

N

g(@) =) ca(f)e™ = lim »  cu(f)e™.
nez n=—N
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De plus, les coefficients de Fourier de g sont précisement les ¢, (f) donc on peut changer
la somme avec l'intégrale (grace a 'uniforme convergence de la série). En applicant donc
le corollaire précedent a la fonction f — g on obtient f = g, et donc la these. O

On remarque que la preuve précedent montre en fait le résultat suivant :

Proposition 2.13. Soit {c,}nez C C une suite telle que ), .,
de fonctions {Sn(x)}nen définie par Sy(z) = S0\ c.e™ converge uniformément sur
R wvers une limite f. De plus, la limite est continue et c,(f) = ¢, pour tout n € Z. Si
la suite des dérivées Zg:_N inc,e™ converge uniformément vers une limite g, alors la

suite Y n Cp€'

e < oo. Alors la suite

"¢ converge uniformément vers une limite f de classe Ct et f' = g.

Remarque 2.14. Nous avons vu en TD que la série de Fourie de la fonction

f:{lsixe(o,ﬂ]

0six e (w2

et prolongée par 27-périodicité est

11 1 | | |
S — - (2k+1)iz —(2k+1)ix
(N@) =3+ 5 £ (2k;+1e o+ 1 ’

et on a donc ), |c,(f)| = +00. Donc dans ce cas nous n’avons pas une série conver-
gente. Mais attention ! Il se peut aussi que f soit continue et que sa série de Fourier ne
converge pas.

Il est donc naturel de se demander quelles hypotheses sur f assurent la convergence de
la série de Fourier. Il se trouve que la régularité de f est directement liée au comportement
asymptotique de la suite {¢,(f)}nez C C. On rappelle qu'on note f(z) = O(g(x)) pour
r — a € RU{zo0} ¢l existe une constante C' > 0 telle que | f(z)| < C|g(z)| pour z — a,
et en particulier f(z) = O(1) signifie que f est bornée.

Corollaire 2.15. Soit f une fonction 2m-périodique a valeurs dans R ou C de classe C2.
Alors

cn(f)=0 (%) pour |n| — oo,

et donc la série de Fourier de f converge absolument et uniformément vers f.
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Démonstration. En intégrant par parties deux fois, pour n # 0, on obtient

I :
) = o= / F(t)emdt

1 e S B .
= — t / t 77,ntdt
2m {f()—inh 2min J J(t)e
1 2 )
- 27m'n/0 f(g)edt
1 / e_int o 1 o 1 it
= t — t)e "™dt
omin {f (t) —in]o T o liny /0 (e
1 2 :
— f”(t)e_mtdt,
2mn? J,
car le quantités dans les parentheses carrées s’annullent vu que f et f’ sont 27-périodiques.
On a donc
1 2m ] 1 2m C
n < (e "dt| < / "O)]dt < —
D<€ g || £ Ot < oo [P 0lar< o5,
oit C' = maxefo2q |f”(t)|. Comme Y - est convergente on obtient la these. O

Remarque 2.16. La méme preuve nous montre que : Si f est une fonction 27-périodique
a valeurs dans R ou C de classe C*, avec k > 2, alors

cn(f)=0 (%) pour |n| — oo,

et donc la série de Fourier de f converge absolument et uniformément vers f. De plus, si
f est de classe C*, alors ¢,(f) = O (nlk) pour |n| — oo pour tout k.

2.2. Produit de convolution. On remarque que pour toute fonction f 2m-périodique a
valeurs dans R ou C on peut écrire

Sn()@) = > enlf)e™

n=—N

= (% K f(t)emtdt) e
-N

0
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N N i _ . N N . .
ot Dy(z) =Y, __ 5 e™@ Y. Ceci nous amene naturellement a la notion suivante.

Définition 2.17. Soit f et g deux fonctions continues 27-périodique a valeurs dans R ou
C. Le produit de convolution de f par g est la fonction

Feaa) =5 [ st — ot

Proposition 2.18. Soient f: R =+ C, g: R — C et h: R = C des fonctions continues et
2m-périodiques. Alors :

(1) fx(g+h)=fxg+ fxh
) (cf)*g_c(f*g) f * (cg) pour tout c € C.

) frg=gx*f.

) (fxg)xh=fx(gxh).

) f * g est continue et 2w-périodique.

) [ *e,=cu(f)en pour tout n € Z, ot e,(z) = e™*
) ealf 3

9) = ca(f)en(g)-
Démonstration. Voir TD. O

Corollaire 2.19. Si P(t) = ZfL_N a,e™ est un polynéome trigonométrique, alors f * P
est également un polynome trigonométrique.

(2
(3
(4
(5
(6
(7

Nous voudrions déterminer quand une fonction 2m-périodique continue est la limite
uniforme de sa série de Fourier ou au moins d’une suite de polynomes trigonométriques.
Nous allons avoir besoin d’introduire un autre objet.

2.3. Unités approchées.

Définition 2.20. Une unité approchée de fonctions 2mw-périodiques continues sur R est une
suite {h, }nen de fonctions positives (h,: R — R,), 2r-périodiques continues sur R telles
1

que
2T
(1) 2—/ hn(t)dt =1 pour tout n € N ;

T Jo

(2) pour tout 0 < § < 7 on a
lim hyp(x)dx = lim hp(x)dx = 0.

On note que (2) est équivalent a dire que pour tout 0 < § < 7 et pour tout £ > 0 il
existe N5 > 0 tel que 0 < h,(x) < e pour tout x € [J, 21 — d] et tout n > N..
Ezemple 2.21. La suite {hy}ny>0, définie par
1 oy b 1

t
- oN
hyn(t) == e coS ) avec Ay 1= Dy T COS th

est une unité approchée (voir TD).



12 JASMIN RAISSY ET PASCAL J. THOMAS

Remarque 2.22. D’apres la feuille de TD 1 on a que les noyaux de Dirichlet { Dy} nen ne
sont pas une unité approchée.

Proposition 2.23. Soit f une fonction continue 2mw-périodique a valeurs dans R ou C et
501t {hp}nen une unité approchée. Alors la suite { f * hy}nen converge uniformément vers
[ sur R, c¢’est-a-dire pour tout ¢ > 0 il existe n. > 0 tel que |f * h, — f| < & sur R pour
tout n > n..

Démonstration. Soit € > 0. Comme [ est continue et 27-périodique, alors elle est uni-
formément continue sur R. Soit donc § > 0 tel que pour tout y € R tel que |y| < d on a
|f(z —y) — f(x)] < e pour tout z € R. Alors on a

7410 = 10 =5 [ s == 52 [T e
~ 37 [ haln)rle =) = @)y
<o | i =0 = sl
= [ m@s -y - Sy
T Jlyl<s
[ Iy - f@)ldy
T Jo<lyl<n
<o [ iyt [ bl —y) - f@ldy
T Jyl<s T Jo<lyl<n
S ULy B

ot M = maX,e|—x | f(x)| et nous avons utilisé | f(z—y)— f(z)] < [f(z—y)|+|f(z)| < 2M.
Or, grace aux propriétés des unités approchées, il existe n. > 0 tel que f&g\y|§7r hn(y)dy < e
pour n > n. et donc

|(f % ) () = f(2)] < Ce
pour tout n > n., ot C =1+ M/x. O

2.4. Théoremes de convergence.

Théoréme 2.24 (Théoreme de Weierstrass). Toute fonction continue et 2mw-périodique
est la limite uniforme d’une suite de polynomes trigonométriques.

Démonstration. 11 suffit d’appliquer la Proposition [2.23|avec I'unité approchée de I’Exemple

221 O
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Nous avons vu que les noyaux de Dirichlet { Dy} yen ne sont pas une unité approchée et
donc nous ne pouvons pas conclure qu’une fonction continue 27-périodique est la somme
de sa série de Fourier. Nous avons quand méme le résultat suivant.

Théoréme 2.25 (Théoreme de Dirichlet, admis). Soit f une fonction 2m-périodique a
valeurs dans R ou C, de classe C* par morceauz. Alors pour tout v € R on a

Jim Sw(F)e) = 5(Fa) + ),

ot f(a%) =lim,_,= f(t) et ces limites existent car f de C* par morceauz.

Ezemple 2.26. Si nous considérons la fonction f(x) = |z| sur [—m, 7| et prolongée par
périodicité, nous avons (voir TD) : ¢o(f) = 75, cron(f) = 0 pour tout n > 1, et
Cion+n)(f) = W(T_QH)Q pour tout n > 0. On a donc

T 1 2

2
m=f(mr)==4+2 —_— = —_— = —.
f(m) 2 nZZO w(2n 4 1)2 nZZO (2n + 1)2 8

Vers la fin du 19eme siecle, l'italien Césaro a 1'idée de “rendre convergentes des suites
divergentes” {u, }nen en considérant les moyennes arithmétiques
up - Uy
—
En effet, si 'on applique ce procédé a {u, = (—1)"}nen on a lim, oo v, = 0. Et bien
évidemment, si lim,,_,o, u,, = ¢, alors lim,,_,o v,, = /.

Si on applique ce procédé a {Sn(f)}nen, on obtient

n

In(f) = %(So(f) +--+ Svaa(f)) = Z ( — |N£|) ca(f)e™

n=—N
1

ou

1
FN = N(Do + -4 DN—I)
s’appelle le noyaux de Féjer.

Théoréme 2.27 (Théoreme de Féjer). Soit f une fonction continue 2mw-périodique a
valeurs dans R ou C. Alors les sommes de Féjer de f

Tw(f) = 5 (Solf) + -+ Sxa(f) = f « Fi

convergent uniformément vers f.

Démonstration. La suite des noyaux de Féjer est unité approchée (voir TD), et il suffit
donc d’appliquer la Proposition [2.23] U
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2.5. Fonctions périodiques de période quelconque. Pour simplicité nous avons tra-
vaillé avec des fonctions 2m-périodiques, mais c¢’est naturel de considérer des fonctions
T-périodiques, avec une période T > 0 quelconque. En effet, tout ce que nous avons vu

jusqu’a la peut s’adapter dans ce cas. Il suffit en effet d’utiliser les fonctions
: R 2
en(t) = ™" olt w = T

int ce qui donne par exemple

T
Mﬂ=%£f@ﬁmﬁ

pour les coefficients de Fourier, et tout marche pareil. C’est un bon exercice de re-écrire
les définitions et les résultats dans les sections précedentes dans le cas des fonctions T-
périodiques, avec T' > 0.

au lieu des fonctions e

2.6. Formule de Parseval. Nous verrons dans la suite que le cadre naturel pour étudier
les séries de Fourier est celui des fonctions T-périodiques, avec T' > 0, non nécessairement
continues mais de carré intégrable sur une période :

/T | f(t)|?dt < oo.
0

On peut munir cet espace d’un produit hémitien :

T
(fo) =7 [ fO5T0
0
et donc les fonctions exponentielles e, : R — C, définies par e,(t) = ™! ot w = 2
forment une famille orthonormée, car on a (e, €,,) = Opm (voir Lemme .
Pour I'instant nous allons admettre le résultat suivant, dont nous verrons une preuve
dans la section [l

Théoréme 2.28 (Formule de Parseval). Pour toute fonction T-périodique, avec T > 0,
et de carré intégrable sur une période on a :

7 | 1rp =Sl nE

nez

3. TRANSFORMEE DE FOURIER, DEFINITION ET PREMIERES PROPRIETES

3.1. Motivation. Nous allons vouloir étudier 'analogue des coefficients de Fourier pour
un signal non-périodique, a priori défini sur toute la droite réelle. Toutefois, on va le
supposer d’énergie finie, et méme dans un premier temps représenté par une fonction f
absolument intégrable sur R.
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Une premiere idée peut étre d’approximer cette fonction f par sa restriction a un
intervalle [—7"/2,T/2] avec T tres grand, et a traiter ceci comme une fonction périodique
de période T'. Ses coefficients de Fourier seront donnés par

T/2 1
Cnr(f) = ft)e>mmT —dt.
—7/2 T

Si f est assez réguliere, ces coefficients décroissent rapidement et on peut écrire la fonction
comme somme de sa série de Fourier :

Ft) = 3 enr(f)e s,

neL

et si on pose
+oo

fe) = f(t)e > dt,

la formule d’avant se réécrit

f) =3 2 F () e
nez

Si on fait tendre T' vers 'infini, on peut voir (en utilisant les sommes de Riemann et la
décroissance des coefficients) que ceci tend vers

+oo )
f(t) = f&)e*metde.
—0o0
Un de nos objectifs sera d’obtenir, pour des classes de fonctions assez larges une démonstration
de cette formule de “reconstruction” de la fonction f a partir de sa transformée f.

3.2. Définition.

Définition 3.1. Soit f une fonction absolument intégrable sur R (a valeurs réelles ou
complexes), on pose
+oo

F© =  feat,
et on appelle f la Transformée de Fourier de f.
On notera parfois f = F(f) (surtout quand f sera remplacée par une formule un peu
longue).

Remarque 3.2. On remarque que cette intégrale converge car | f(t)e 2" = |f(t)|, et par
conséquent |f(€)] < [T27|f(¢)|dt. Notons aussi que f(0) = [7°° f(t)dt.
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3.3. Opérations de base. Dans la proposition qui suit, par abus de notation, des ex-
pressions comme “f(xz + h)” signifient “la fonction qui a x associe f(z + h)”.

Proposition 3.3. Soit f telle que f f(x)|dx converge. Alors :

(1) Pour h € R, F(f(z+h)) = e2mfhf(§)

(2) Pour§ >0, F(f(dx)) = 3/ (5)-

(3) Fle 2 f(x)) = f(£ + h).

(4) Si de plus f est dérivable et que f+oo |f/(x)|dx converge,
(5)

F(f'(x)) = 2mie f(€).
5) Si de plus f+°° |z f(x)|dx converge, F(—2mizf(x))(§) = dif(

)-

Démonstration. (1) On a

400 +00 +oo
f(x + h)e—QwiEmdx — f(x + h) —2mi€(z+h) 27rz§hdx 27ri§h/ f(t)€_27ri£tdt.
(2) On procede au changement de variable ¢t = dz, dt = ddx, donc
+o00 ) +o0 t .1
f(5x)e_2mfxdx = / fl= e~2mY 2t
oo o ) 0
(3) On a
+o0 ) ) “+o0o
/ 6—27rzzhf(x)€—27rz£;rdx — f( ) —2mix( £+h)d )
(4) On integre par parties : u = e 2™ ¢/ = —27rz£e_27”5$, vV'=fLv=f,
o0 ) +o0 )
fl(z)e 28y = — f(z)(=2mi€)e 2™ dy;

cette formule est justifiée parce que l'intégrale qui apparait dans le membre de gauche est
absolument convergente, et parce que lim,|—o f(2) = 0.
(5) On utilise le Théoreme [1.4] de dérivation sous l'intégrale :

—+00

FHO= [ p@(amin)e s = F(-aminf@)(©)

g

3.4. Lemme de Riemann-Lebesgue. Nous allons donner une version d’un résultat
important, qui se retrouve dans des cadres plus généraux. La démonstration est plus
délicate que la plupart de celles que nous ferons.

Théoréme 3.4 (Lemme de Riemann-Lebesgue). Si f et continue et que f est absolument
intégrable sur R, alors f est continue et lime|_,o f(§) = 0.
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Idée de la démonstration. L’hypothese dit que f\xIZA |f(x)|dx est petite pour A assez
grand. La remarque montre donc que si on choisit un ¢ > 0, on peut prendre A > 0
assez grand pour que

| F(f1) o apasoe) (§)] < €
pour tout £&. On peut donc, pour les deux propriétés voulues, se ramener a une fonction
a support borné, f1_4 4.

Pour démontrer la continuité, on estime | f(£) — f(€ +h)| grace & la Proposition [3.3] (3).
Pour démontrer que f tend vers zéro a linfini, il faut utiliser I'uniforme continuité de
f1i_4,4), qui est donnée par le Théoreme de Heine (cf. ci-dessous) et approximer f par
une fonction en escalier, car la transformée de Fourier d’une telle fonction en escalier,
explicitement connue, sera petite a l'infini (et celle de la différence bornée par un nombre
petit, toujours par la remarque initiale).

On peut aussi approximer f par une fonction C!, dont on voit que la transformée de
Fourier tend vers 0 a 'infini en faisant une intégration par parties (ou en appliquant la

Proposition |3.3] (4)). O
3.5. Appendice : Uniforme continuité, Théoreme de Heine.

Définition 3.5. On dit qu’une fonction f est uniformément continue sur un ensemble [ si
pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que si z,y € I et |x —y| < 4, alors | f(z) — f(y)| <e.

Remarque 3.6. Cela ressemble beaucoup a la définition de la continuité, et de fait cela
implique la continuité (ordinaire), mais c’est plus fort. La différence est que d’habitude
0 dépend de z (et de €), alors qu’ici un méme § dépendant de € est valable pour tous les
xel.

Exemple 3.7. f(z) = ax + b est uniformément continue sur R (§ = ¢/|a| marchera),
f(x) = 2% est uniformément continue sur [—1,+1] (6 = £/4 par exemple), mais n’est pas
uniformément continue sur R (pour tout 6 donné, si x > 3, alors (z +6/2)* > 2 +1).

Théoréme 3.8 (Théoreme de Heine). Toute fonction continue sur un intervalle fermé
borné est uniformément continue.
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4. ESPACE DE SCHWARTZ, INVERSION, CONVOLUTION

4.1. Espace de Schwartz. Pour utiliser commodément les propriétés de la Proposition
[3.3] on va se placer dans un espace qui est stable par les deux opérations de base que sont
la dérivation et la multiplication par la variable x. Nous allons voir que la transformation
de Fourier enverra cet espace dans lui-méme, et mieux encore : que c’est une bijection, et
isométrique dans un sens a définir.

On rappelle que C*(RR) désigne l'espace des fonctions indéfiniment (contintiment) dérivables.

Définition 4.1. L’espace de (Laurent) Schwartz est défini par
S(R) = {f € C*(R) : Vk,n € N,z" f*)(x) est bornée sur R} .

Remarque 4.2. Cette définition implique aussi que pour tout k, n € N, la fonction 2" f*) ()
tend vers zéro a l'infini, et est absolument intégrable sur R (pour le montrer il suffit
d’appliquer la définition en changeant les valeurs de n, voir TD).

Proposition 4.3. Si f € S(R), alors f' € S(R) et zf(z) € S(R).
Théoréme 4.4. Si f € S(R), alors f € S(R).

ko
Démonstration. Il faut voir que la fonction £" (%) f(&) est bornée sur R. Or d’apres la
Proposition [3.3], cette fonction est la transformée de Fourier de

o (1) [=2mi) 1]

et donc doit étre bornée par la remarque initiale apres la Définition [3.1] Il

4.2. Gaussiennes et identité approchée.

Proposition 4.5. Soit G(z) := ¢™™" (gaussienne). Alors G € S(R) et G(£) = ™€,
autrement dit, la gaussienne est sa propre transformée de Fourier.

Démonstration. Pour voir que G € S(R), on démontre par récurrence que G*)(z) =
Pu(z)e"™" ol P, est un polynéme de degré borné par k.
Pour calculer la transformée de Fourier, posons F'(§) := G(§). Alors, en appliquant la

Proposition [3.3]
+oo

F'(§) = / 6_2”&(—27@:6)6_”2 dx

+0o0 .
= / ie ™G (x)dr = i - (2mi€)G(€) = —2mEF(€).
On a donc une équation différentielle pour F, et on sait que F(0) = fj;o e ™ dr = 1.
Si on pose H(€) = F(£)e™ on a que H'(€) = (F'(€) 4 2nEF(€))e™ = 0 et donc H
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est la fonction constante 1 car F'(0) = 1. La solution pour F' est donc unique, et vaut

F(§) =e ™. O
Un corollaire immédiat (en utilisant la Proposition [3.3[(2)) est que si on pose Gs(x) :=
e~™7* pour § > 0, alors
~ 1 %2 ~
Gs(r) = —=e ™7 =: Ks(z) et Ks(z) = Gs(x).

Vo

Définition 4.6. Une famille de fonctions (ps)s=o est appelée identité approchée si et seule-
ment si :

(1) J73 ps(a)de = 1 et ps(a) >0 ;
(2) Pour tout n > 0, lims_, flrr|>77 ps(z)dz = 0.

Proposition 4.7. La famille (Ks)sso est une identité approchée.

Démonstration. Voir TD. O

Nous allons avoir besoin d'un outil important, le produit de convolution. Certaines
propriétés en seront données plus bas.

Définition 4.8. Si g est une fonction telle que 'intégrale f lg(x)|dx converge, et si f
est une fonction bornée, c’est-a-dire qu’il existe un nombre M >0 tel que |f(z)| < My
pour tout x € R, alors on définit le produit de convolution de f et g :

+o00
fxg(x) = flz = t)g(t)dt.
Remarque 4.9. Le produit de convolution est bien défini, car
+o0 +o0
Frg@l < [ - olla®l <My [0l < o

Proposition 4.10. Si (ps)s=o est une identité approchée, et si f est uniformément con-

tinue et bornée sur R, alors lims_o f * ps(x) = f(x) et la convergence est uniforme sur
R.

Idée de la démonstration. On a :

1f * ps(e) \—\/w fa—t) - f >>p5<t>dt]
< /t|> =)= S@ps(0de+ [ 1@ =0 = 5@ ps(on

[tI<n
Par uniforme continuité, on prend n > 0 suffisamment petit pour que [t| < 1 implique

|f(x —t) — f(z)| <e/2. Donc le deuxiéme terme est majoré par %fj;o ps(t)dt = 5.
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Cet n étant fixé, on prend ¢ assez petit pour que

19
pa(t)dt < ——,
/uzn 1fl~

ou || fllec = supg |f|, ce qui implique que le premier terme est lui aussi majoré par /2. [

Remarque 4.11. Si f est continue et lim;| f(x) = 0, alors f est bornée et uniformément
continue sur R (ezxercice).

On en déduit donc le corollaire suivant.

Corollaire 4.12. Si f € S(R), alors {f x Ks}s=0 converge uniformement vers f sur R
w2

pour 6 — 0, ou Ks(z) = \/ige’”T
4.3. Un théoreme a la Fubini. Nous allons devoir admettre un théoreme sur les
intégrales en deux variables.

Considérons une fonction F'(z,y) de deux variables sur un produit d’intervalles ouverts
I x J. La fonction F' est supposée intégrable (et donc bornée) sur tout ensemble de la
forme Iy x Jy, ou Iy C I, Jy C J sont des intervalles fermés et bornés. Nous savons déja
(d’apres le cours de calcul différentiel du S3) que

/Jo (/10 F(m’wdx) dy = /IO (/JO F(%‘,y)dy> dz,

et ce nombre définit | 1oxso (@, y)dxdy. Mais nous considérons maintenant des intervalles
I, J qui peuvent ne pas étre bornés, et aux extrémités de I et J la fonction F' peut aussi
tendre vers 'infini.

Théoréme 4.13. Supposons que pour touty € J, supy, ffo |F(x,y)|de < 400 (autrement
dit, la fonction F(-,y) est absolument intégrable sur I), et que

sup / <sup |F(a:,y)\dx) dy < +o00
JoCJ JJy \IoCI J I,

(autrement dit, la fonction y — [, |F(x,y)|dx est intégrable sur J), alors la fonction
z— [, |F(x,y)|dy est intégrable sur I et on a

/J (/IF(x,y)dx) dy = /1 (/J F(x,y)dy> de.

Par exemple, si les intégrales itérées de la valeur absolue (prises dans un ordre ou
autre) convergent, on peut faire I'intégrale d’une fonction de deux variables sur le plan
tout entier en commengant par 'une ou 'autre variable (et en intégrant par rapport a
la seconde ensuite), tout sera bien défini, et on obtiendra le méme résultat avec les deux
procédés.



ANALYSE HILBERTIENNE 21

Attention, tout ceci peut échouer si on n’a pas la convergence de l'intégrale de |F|.
Prenons par exemple sur R, x R,

flz,y) :=sin(x —y) pour y < x <y +2m, f(z,y) := 0 ailleurs.

On calcule facilement que f0+oo f(x,y)dx = 0 (I'intégrale est prise en fait sur un intervalle
fini), et donc [," [.7° f(x,y)dwdy = 0.

D’autre part, f0+°o f(z,y)dy = fmr_% sin(z — y)dy = 0 pour x > 27, mais pour x < 27
on trouve fox sin(z — y)dy = 1 — cosz. Ce qui implique f0+°° 0+°° f(z,y)dydx = OQW(l —
cosz)dr = 27 : les intégrales itérées convergent toutes les deux, mais leurs valeurs sont
différentes.

C’est le méme phénomene que celui qui se produit avec les séries semi-convergentes :
en changeant 'ordre de sommation, on peut changer le résultat.

4.4. Formule d’inversion.

Proposition 4.14 (Formule de multiplication). Soient f et g absolument intégrables sur

R. Alors
+o0 +oo

f(@)g(x)dz = F)aly)dy.

Remarquons que les deux intégrables ci-dessus sont absolument convergentes, car f est
absolument intégrable et ¢ est bornée, et vice-versa.
Bien entendu, un cas (tres) particulier des hypotheses est celui ou f,g € S(R).

Démonstration. Posons F(z,y) = f(z)g(y)e ™. Alors |F(x,y)| = |f(z)||g(y)], et

[ irwatasas= [l ([ i) ay
- ([ o) ([ )

On peut donc appliquer le Théoremel4.13] Comme fjoooo F(z,y)dy = f(z)§(z) et f:r;o Fla, y)dz
f(y)g(y), on a donc

RECC B e

- “+oo —+00
/ / F(z,y)dxdy
__T_OOO —0

/ Fw)a(y)dy.
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Théoréme 4.15 (Formule d’inversion de Fourier). Si f et f sont absolument intégrables
sur R (en particulier, si f € S(R)), alors

—+o00

flz) = F&)e*m=tag.

Démonstration. Par un changement de variable z — —x et grace a la parité de K,

“+00 —+00 “+o00

[ Ks(0) = f(—2)Ks(z)dx = flo)Ks(—x)dx = fz)Ks(z)da.

On applique la formule de multiplication avec g = Gs.

+o0o +o0
f()Ks(x)de = f(y)Gs(y)dy.
On a déja vu que limg_,o f * K5(0) = f(0).

On sait que limg_,o G5(y) = 1, et on veut passer la limite “a l'intérieur de I'intégrale”.
Une application du Théoreme des Accroissements Finis montre que |e=* — 1| < z pour
tout > 0. Donc |Gs(y) — 1| < 78A2 pour |y| < A. Etant donné ¢ > 0, on choisit A
assez grand pour que

/ F)Caly)ldy < / F@)ldy < /4,
ly|>A

ly[>A

et on a d’autre part, une fois A fixé,

‘/_i f(y)dy — /_i f(y)(%(y)dy‘ < /_i W)L = Gsy)|dy

—+00

A N A~
< moA? / F)ldy < w622 / F)ldy < /2

—A —00

pour ¢ assez petit.
(On peut aussi démontrer la convergence plus rapidement en appliquant le théoreme
de convergence dominée).

Nous avons donc établi f(0) = fj;o f (y)dy, c’est le cas x = 0 de notre théoreme.
Pour obtenir le cas général, on pose f,(t) := f(z +t). On applique ce qu'on vient de
démontrer & cette fonction de ¢, en se rappelant que f,(&) = €™ f(£):

“+o0 “+00

f(x) = £.(0) = fo(€)de = f&)e*m=tde.
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Remarque 4.16. Nous avons en fait établi que la transformée de Fourier est une bijection
sur S(R). Pour le voir, nous avons besoin d’une notation : on pose f(z) := f(—=z). Le

changement de variable 2/ = —x nous montre que
3 Hoo . +o00 .
F()E) = f(=z)e 28y = Fla')e2miE gy
+oo
? = [ ey
= f(-9).

Proposition 4.17. La transformée de Fourier est une bijection sur S(R) et son applica-

tion inverse est donnée par f +— F(f).

Démonstration. On sait déja que F(S(R)) C S(R) d’apres le Théoreme [4.4]
Le théoreme , et 'équation appliquée a f au lieu de f, montrent que toute
fonction f € S(R) est la transformée de Fourier de (f)" Donc F est surjective.

~ ~

D’autre part, si f = g, alors (f)"= (§)", et en appliquant la transformée de Fourier aux
deux cotés de ’équation, on voit que f = g, donc F est bijective sur S(R). O

4.5. Formule de Plancherel. Nous venons de montrer dans la Proposition que la
transformée de Fourier est une bijection sur S(R). Le prochain résultat nous montre qu’en
effet la transformée de Fourier est une isométrie pour la norme définie par || f||* := [ | f|%.

A

Théoréme 4.18 (Formule de Plancherel). Supposons que f, f, g et g sont absolument

intégrables. Alors
+o0 +o0

—_— ~

f(x)g(x)de = f(€)g(€)de.

En particulier, si f = g, on obtient

[ isarar= [ iforae

—00 —00

P
Na)
=
—~
&

S~—

Démonstration. En utilisant le fait que ﬁ =/ £, on voit facilement que g(z)
car il suffit d’utiliser la formule d’inversion pour g. En fait on a

+o0o
o(z) = / 3(E)e = dg,

[e.e]

et donc

- +oo +oo +oo ) _
9(z) = / §(6)ezmineds = / GE)emEd = / G@)e > de = F(G) (o).

[e.e]
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D’apres la formule de multiplication on a donc

+oo +oo +o0o

f(x)g(z)da = f(@)F(§)(x)dz = F(©)g(&)de,

ce qui termine la preuve. U

4.6. Propriétés du produit de convolution. Nous avons définit le produit de convo-
lution dans la Définition La définition que nous avons donnée présente une asymétrie
quant aux conditions que f et g doivent satisfaire. En particulier, la commutativité de ce
produit n’est pas immédiate et nous allons la montrer dans la proposition suivante.

Proposition 4.19. Soit f une fonction bornée et g une fonction telle que l’intégrale
fj;o lg(x)|dx converge. Alors, g * f est bien défini et

frg(x) =g f(x).

Démonstration. Soit My := sup,cg | f(x)|. Pour la bonne définition, on remarque que

+oo

mwww{/ijﬁvmﬂs/ 9 — L0t

SMf/ lg(u)|du < .

Pour x fixé, on considere le changement de variable u = x — t. Alors

—+00

frg(x) = flz —1t)g(t)dt

~ [ rta = -an = [ ftugte - wa
=gx* f(z).

g

Le résultat suivant nous montre comment le produit de convolution se comporte par
rapport a la dérivation.

Théoreme 4.20. Soient f, g deux fonctions bornées et absolument intégrables sur R,
c’est-a-dire fjozo\f(xﬂdx et fj;o lg(x)|dz convergent. On suppose de plus que f est
dérivable et que sa dérivée f' est une fonction bornée sur R. Alors f * g est dérivable et

S (f ) (@)= f e gla)
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Démonstration. On va appliquer le théoreme de dérivation sous lintégrale (Théoréeme
[1.4). Les hypotheses impliquent que pour tout z,¢ € R,

/e =90 < (sup 1) lto).

donc on a I'’hypothese de domination par une fonction intégrable indépendante de x, donc
f * g(x) est dérivable et
d +00 +oo

L@ = [ fa-newdr= [ fa— gt = £ glo).

dx o

O
Remarque 4.21. D’autres propriétés du produit de convolution sont traitées en Travaux
Dirigés.
4.7. Transformée de Fourier d’une convolution. Le produit de convolution se com-
porte bien aussi par rapport a la transformée de Fourier.

Théoréme 4.22. Soient f et g absolument intégrables et bornées. Alors
f+9(€) = f(9)3(9)-

Démonstration. On veut appliquer le Théoreme a la Fubini pour changer 'ordre

dans l'intégrale double
+00 “+o0o )
/ / eI f (1 — t)g(t)dtd.

En effet,
+00 400 +o0 o0
[ e - gl e = [ igo) [ 1t o]dsar

= ([ vt ([ o) < o

D’apres les définitions de la transformée de Fourier et du produit de convolution, on a
alors

Frae= [ e ( NCE Dalt)it ) d

o0
ce qui donne, en appliquant le changement d’ordre dans l'intégration, puis la propriété
sur la transformée de Fourier de f(x — t),

/+Oog(t) ( - flz— t)e—%rmfdx) dt = /+OO g(t)e 2" f(¢)dt = F(€)a(€).

[e.9] o0 —00
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~

Corollaire 4.23. Si f, g, f, g sont absolument intégrables (en particulier si f,g € S(R)),
alors fg(§) = (f = 9)(§).

Démonstration. On remarque que f g est absolument intégrable, par exemple parce que
f est absolument intégrable et g est bornée.
D’autre part, si u et v sont absolument intégrables et bornées, alors @ * o = (u*v). En

effet, en faisant le changement de variable t' = —t,
+00 +oo
/ u(—(x —t))v(—t)dt = / w(—x —t"))o(t)dt' = u* v(—x).

On a vu en TD que si f et g sont absolument intégrables, alors f % g I’est aussi.
Donc, grace au Théoréme[4.22]sur la transformée de Fourier d’un produit de convolution
et au Théoréme d’inversion de Fourier, on a

F((Far) = F (= @)) = F ((F) F (@) = f9.
En appliquant la transformée de Fourier des deux cotés, et Aé nouveau le Théoreme
d’inversion de Fourier au premier terme, on retrouve enfin f * g = F(fg). O
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5. ESPACES DE HILBERT

. o —+o0 . N
Nous avons vu dans ce qui precede que la quantité [~ |f(z)[*dz joue le rdle d'une
7’ . - . 7’ 7’
norme au carré. Par contre les espaces des fonctions que nous avons considéré sont de
dimension infinie.
Notre but est de donner ici un apercgu de la théorie des espaces de Hilbert, qui généralisent
les espaces euclidiens que vous connaissez déja. Les difficultés spécifiques sont les suiv-
antes :

e la convergence des suites peut étre problématique,
e on ne peut pas trouver de base finie.

Ce dernier point va nous conduire a la notion de base hilbertienne qui, comme nous le
verrons, va étre différente de celle de base au sens habituelle.

5.1. Produit hermitien. Nous faisons ici quelques rappels de ce qui a déja été vu en
cours d’algebre linéaire.
On se place dans un espace vectoriel £ sur C.

Définition 5.1. Une application E x E — C qui a un couple de vecteurs (x,y) € E X E
associe le scalaire (x, y) est dite produit hermitien (ou scalaire, ou intérieur) si et seulement
s

(1) Pour tout yy € E fixé, x — (x,yo) est linéaire ;

(2) (y,2) = (z,9) ;

(3) (z,z) > 0 et (x,z) = 0 si et seulement si x = 0.

On appelle norme d’'un vecteur le réel positif ||z := (z,z)z.

La distance de deux vecteurs z,y est donnée par ||z — y||.

Ezxemple 5.2. Voici des exemples d’espaces vectoriels normés que nous avons rencontré.
(1) L’espace E = C([a,b]) des fonctions continues sur un intervalle fermé et borné

[a, b], avec le produit {f, g) f f(x
(2) L’espace E = C[X]|r des polynomes a coefﬁcients complexes, de variable réelle,

avec le produit (P,Q) = [*>° P(2)Q(x)e " dx.
(3) L’espace de Schwartz £ = S(R), avec le produit (f, g) f+°° f(x)g(z)dx

Nous rappelons ici une des propriétés fondamentales dont nous aurons besoin. Sa
preuve est admise dans le cours, mais se trouve dans ces notes pour les
étudiants intéressés.

Théoréme 5.3 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Pour tous z,y € E, [(z,y)| < ||z|||ly]

Démonstration. Pour x,y € E, t,0 € R,
0 < (x4 tey, x + te’y) = (z,z) + 2t Re (e_w(x, y)) + 2y, y).
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On choisit 0 tel que e ®{x,y) = |(z,y)|, et comme nous avons un trinéme de signe
constant, son discriminant est négatif ou nul, donc

A =4z, y)|* — 4z, 2)(y,y) <0,

ce qui démontre le résultat voulu en passant aux racines carrées. U

Un corollaire de cette inégalité est que la “distance” que nous avons définie ci-dessus
vérifie bien [inégalité triangulaire : |z+y|| < ||z]+||y|/, et par conséquent aussi ||z —y|| >

[zl = llylll-
Il existe de nombreuses autres sortes de “normes” qui n’ont pas toutes les bonnes

propriétés des normes provenant d’un produit scalaire. La propriété suivante caractérise
en fait ces dernieres (mais nous ne le montrerons pas).

Proposition 5.4 (Identité du parallélogramme). Soit E un espace vectoriel sur C muni
d’un produit hermitien (-,-). Alors pour tous vecteurs x,y € F,

Iz + ylI* + llz = ylI* = 2[|=]1* + 2[ly[I*,

ot || - || est la norme induite par (-, -).

Démonstration.
x4+ yl* + [z =yl = l=]> + 20z, y) + lylI® + llz)* = 2(z, ) + lyll* = 2ll«]* + 2[|y|]*.

g

Une autre importante propriété des normes issues d’'un produit hermitien (ou scalaire)
concerne la notion de projection sur un sous-espace.

Définition 5.5. Soit E un espace vectoriel sur C muni d’un produit hermitien (-,-), V' un
sous-espace vectoriel de F, et g € E. Une projection (orthogonale) de xo sur V est in
élément yy € V, tel que

l£0 — yol| = min [z -y,
yev
c’est-a-dire
d(l’o, Z/O) = i d(l’o, y)
yev
En général, ce n’est pas vrai qu’on a toujours une projection orthogonale, comme nous
le verrons dans la Remarque[5.7] Par contre, si la projection orthogonale existe, alors elle

est unique, comme le montre le résultat suivant : sa preuve est admise dans le cours,
mais se trouve dans ces notes pour les étudiants intéressés.
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Théoréme 5.6 (Unicité de la projection). Soit E un espace vectoriel sur C muni d’un
produit hermitien (-,-), V un sous-espace vectoriel de E, et xq € E. S’il existe yo € V' qui
réalise la plus courte distance de oy a V', c’est-a-dire

170 = goll = min flzo —yl}

alors yo est unique, et est l'unique vecteur y € V tel que xy — y soit orthogonal a V,
c’est-a-dire que
(6) (xo —y,2) =0, pour tout z € V.
De plus, si (p,), CV est suite minimisante, c’est-a-dire

li — = inf —

Jim [ — ol = inf [lzo —pl,
alors la suite (p,), est de Cauchy.
Démonstration. Soient py et p1 € V', o € E. On applique I'identité du parallélogramme
avec T = py — xg et y = p1 — xo. Alors

lpo — @0 +p1 — @ol* = 2[lpo — zoll* + 2llp1 — @ol* — Ilpo — 1%,

donc en divisant par 4,

En particulier, si on pose m := dist(xg, V) := inf ey ||z—pl|, alors si [|po—zol|?, [|[p1—20l|? <
m? + 4§, on aura

Do + D1 ?

2

1 1
— ol =35 (||po — zoll* + llpr — $0||2) - ZHPO —nl*

Do + P1
2

lpo = pu|* =2 (HPO—%HzJF\|P1—$o||2—2‘ — Zo

2
) < 2m? 426 — 2m? = 26.

Ceci a deux conséquences : si la borne inférieure est atteinte par pg,p; tels que m =
lpo — xol|| = ||p1 — o, alors py = p; ; et toute suite minimisante est une suite de Cauchy
(cf. Définition , ce qu’on voit en remplagant py, p; par des éléments p,,, p, d'une suite
minimisante avec n,q > N assez grand pour que ||p, — z||, [[p, — x| < m +€%/2.

Pour montrer les affirmations sur I'orthogonalité, supposons d’abord que @ soit vérifiée
pour un yo. Alors pour tout y € V., y—1yo € V, donc (xo—1yo, y—yo) = 0 et par Pythagore,
lz —ylI> = Iz — voll* + llvo — yl|* = ||z — yol|?, ce qui montre que y, réalise la plus courte
distance.

Réciproquement, si gy réalise la plus courte distance, pour tout z € V', t,0 € R,

o — yoll® < |lmo — yo + tez||> = ||wo — yol|> + 2t Re (e (o — w0, 2)) + 2||2]%,

donc comme l'expression a droite est minimale pour ¢ = 0, sa dérivée doit s’annuler en
t=0: Re (e*w(x — Yo, z>) = 0 pour tout 6. Ceci implique que (x — g, z) = 0. OJ
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Remarque 5.7. Attention ! Il se pourrait tres bien qu’aucune projection n’existe.
Par exemple, prenons F 'espace des fonctions continues par morceaux (et donc bornées)
sur [—1,1], muni du méme produit hermitien que dans ’exemple (1), et V le sous-
espace des fonctions continues sur [—1,1]. Alors si on prend fy = xjo,1), elle n'a pas de
projection sur V. La raison est qu’on peut approcher f, d’aussi pres qu’on veut par des
fonctions continues ; la projection “devrait” donc étre fy elle-méme, mais elle n’est pas
dans V', puisque discontinue.

5.2. Espaces complets et de Hilbert. On rappelle les notions topologiques de suite
de Cauchy et d’espace complet :

Définition 5.8. Soit (X, || - ||) un espace vectoriel normé. Une suite (u,)n,>0 C X est dite
suite de Cauchy si et seulement si pour tout € > 0, il existe N. € N tel que pour tous
n,m > N, alors ||u, — u,|| < e.

Remarque 5.9. En particulier, toute suite convergente est de Cauchy (exercice).

Définition 5.10. Un espace vectoriel normé est dit complet si toute suite de Cauchy est
convergente.

Définition 5.11. Un espace de Hilbert est un espace vectoriel muni d’un produit hermitien
qui est complet pour la norme induite par le produit hermitien.

Proposition 5.12. Un sous-espace F d’un espace de Hilbert H est fermeﬁ si et seulement
sl est luti-méme de Hilbert.

Démonstration. Soit F fermé. Soit (v,),>o C F une suite de Cauchy. Alors elle admet
une limite v € H. Mais comme F’ est fermé, il contient la limite de toute suite convergente
contenue dans F', donc v € F.

Réciproquement, soit (v,), C F une suite qui converge vers v € H. Alors (v,,)n>0 est
de Cauchy, donc convergente dans F' puisque F' est de Hilbert, donc par unicité de la
limite on a v € F. Il

Reprenons la situation du Théoréme [5.6 L’identité du parallélogramme permet de
montrer que si (Y)n>0 est une suite telle que lim,,_, || 2o — ¥y || = infyev |20 — y||, alors la
suite (Yn)n>o est de Cauchy. Donc elle sera convergente. La projection sur un sous-espace
fermé d’un espace de Hilbert est donc toujours définie et unique.

10n rappelle qu'un sous-ensemble F' d’'un espace métrique (X, d) est fermé si et seulement s’il coincide
avec son adhérence, et donc si et seulement si pour toute suite {f, }nen d’éléments de F' et convergente
vers foo € X on a que la limite f,, appartient & F' (pour plus de détails reviser le cours de Topologie du
L1).
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Nous citerons ici deux exemples importants d’espaces de Hilbert.

Exemple 1 : (*(Z). Soit £*(Z) '’ensemble des suites & valeurs complexes (u, )nez telles que
> ez lun]? < +o00. Clest celui qui intervient naturellement quand on considere les séries
de Fourier. C’est un espace vectoriel (le seul point délicat de la démonstration est que si
u,v € (*(Z), alors u+v € (*(Z); cela vient du fait que |, +v,|* < |tn]?+2[tn||vn] +]vn]? <
20w, |? + 2[v,]?).

On peut munir cet espace du produit hermitien

(u,v) := Z U U,

nel

A nouveau, cette somme converge car |u,U,| < |u,|* + |v,|?, et les autres propriétés d'un
produit hermitien sont facilement vérifiées.

Proposition 5.13. L’espace (*(Z), muni du produit hermitien (-,-), est un espace de
Hilbert.

Démonstration. L’espace (*(Z) est un espace vectoriel sur C et le produit (-, -) est bien un
produit hermitien. Nous devons donc montrer que toute suite de Cauchy est convergente.

Considérons une suite de Cauchy (c®),eny C (*(Z), chaque terme c¢®) de cette suite
s’écrivant en détail ¢® = (c\F)),cz.
Comme la suite (c®)),ey est de Cauchy, en particulier elle est bornée, i.e. supcy ||c® || =:

S < 4o00. De plus, pour chaque n fixé, (c%k))keN est une suite de Cauchy dans C, donc

(k)

limgen ¢’ existe dans C. On note ¢, cette limite.
Pour tout N € N nous avons
N N
2 _ 7 (k)2 2
Sl =l 37 P < 8% < oc,
n=—N n=—N

donc ¢ := (¢,)nez € (7).

Il reste & montrer que |c*) —c|| = 0 quand k — +oo.

Posons, pour raccourcir la notation, a® = c*) — ¢. 1l reste & montrer que |[a®)|| — 0
quand k — +o0.

Supposons pour obtenir une contradiction que ||a® || ne tende pas vers 0. Alors il existe
e > 0 tel qu’on puisse trouver des entiers k arbitrairement grands avec |[a®)|| > e.

D’apres 'hypothese qu’on a une suite de Cauchy, il existe K = K (&) tel que pour tous
I,m> K,

2 —a™| = e — ¢ — (&™) — )| = e — ]| < /2,

c’est-a-dire

400 82
3 Ja® —afmp <=
|an an | — 4 °

n=—oo
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D’aprés ce qu'on a dit juste avant, il existe k; > K tel que ||[a*)|| > ¢. Ceci signifie, en
utilisant la définition de la somme d’une série, qu’il existe N7 tel que

N, )
Z ‘ag“)| > g2
n=—N1
Mais alors, pour tout m > k; > K,
N1 “+o00 62
5 b = < 3 o) P < 5
n=—N1 n=-—00

D’autre part, comme on a une somme finie et que lim,,, agm) = 0 pour tout n fixé, on a

62 N1 Ny
T2 Jm Y et = e = Y el > e
4 m—00
n=—N1 n=—N1
ce qui nous donne une contradiction. O

Exemple 2 : L?. On peut définir une notion plus compliquée d’intégrale (due & Henri
Lebesgue), qui permet d’étendre l'intégrale de Riemann et les intégrales généralisées dans
le cas de la convergence absolue.

On notera fR f cette intégrale, qui en particulier est égale a 'intégrale habituelle quand
fR |f| converge. Quand f > 0 et que l'intégrale diverge, on écrit fRf = 4o00. Cette
construction est valide sur une classe de fonctions tres vaste, qui contient en particulier
toutes les fonctions continues par morceaux, et toutes les limites simples de suites de telles
fonctions.

On va assimiler deux fonctions f, g de cette classe quand fR |f —g| =0, ce qui (admis
) est équivalent a fR X{f£¢y = 0, et donc a fR |f — g|* = 0. Techniquement, c’est une
relation d’équivalence, et on a remplacé les fonctions par leur classe d’équivalence par
rapport a cette relation. Remarquons que si f, g sont continues, alors fR |f —g|=0siet
seulement si f = g; par contre, si on prend une fonction donnée et qu’on change sa valeur
en un nombre fini de points, alors on ne change pas son intégrale (en fait, on pourrait
changer la valeur sur des ensembles beaucoup plus grands, comme des ensembles infinis
dénombrables, sans changer la valeur de I'intégrale au sens de Lebesgue).

Nous allons devoir admettre les faits suivants :

Assertion 5.14 (Admis). Pour tout intervalle ]a,b[C R, I'espace L*(a,b) des fonctions
f telles que f; |fI? a un sens et est finie, est un espace complet pour la norme donnée par
112 = fab |fI2, qui provient du produit hermitien (f,g) := fab fa, (lui-méme bien défini
car en tout point |f(x)g(z)| < $(|f(x)|* + |g(x)[*). C’est donc un espace de Hilbert.

Avant d’énoncer le prochain fait que nous allons admettre, nous avons besoin de rappeler
deux définitions.
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Définition 5.15. Un sous-ensemble A d’un espace métrique (X, d) est dense dans X si
A=X.

Définition 5.16. Etant donné un intervalle Ja,b] avec —o00 < a < b < +00, on dira que f
est a support compact dans |a,b| s'il existe ¢ < d €la, b| tels que f(z) =0sia <z <c
ou d < x < b. On notera Cc(Ja, b]) 'ensemble des fonctions continues a support compact
dans ]a, b].

Assertion 5.17 (Admis). Soit Ja,b[C R avec —oc0 < a < b < +00. L'espace Co(]a, b|)

est dense dans L*(a,b) au sens de la norme définie ci-dessus, c’est-a-dire que pour tout
[ € L?(a,b), il existe une suite (g,) d’éléments de Co(]a,b|) telle que lim,, || f — gn| = 0.

Théoreme 5.18 (Admis). L’espace de Schwartz S(R) est dense dans L*(R).

La démonstration de ce dernier résultat utilise, en particulier, la convolution par des
identités approchées.

Remarque 5.19. L’espace de Schwartz S(R) est un sous-espace propre de l'espace de
Hilbert L?(R) (c’est-a-dire S(R) C L*(R) mais S(R) # L?*(R)), car par exemple la fonction
porte x(—1/2,1/2) € L*(R) mais x[_1/2,1/2) € S(R) (X[=1/2,1/2 n'est pas de classe C> sur R).

implique donc que S(R) ne coincide pas avec son adherence S(R) car
S(R) = L*(R) et donc S(R) n’est pas fermé dans L2(R). La Proposition implique
donc que I'espace de Schwartz S(R) n’est pas un sous-espace de Hilbert de L*(R).

[assertion

Le Théoreme [5.18| va nous permettre d’étendre la transformée de Fourier a l’espace
L?(R), grace au résultat (facile) suivant de topologie sur le prolongement des applications
uniformément continues dans un espace complet.

Proposition 5.20. Soient X etY des espaces de Hilbert et A C X une partie dense de
X. Soit f: A =Y wune application qui vérifie : il existe une constante C' > 0 telle que
pour tous a,b € A,

1f(a) = f()]| < Clla—b].
Alors il existe un unique prolongement f de f a X, c’est-a-dire une application de f: X —
Y qui vérifie f(a) = f(a) pour tout a € A, et de plus, pour tous x,x' € X on a

If(z) = fa) < Cllz — 2|

Démonstration. Montrons d’abord 'unicité. Supposons que f et § soient deux prolonge-
ments. Pour tout x € X il existe (par densité de A dans X) une suite (a,), C A telle
que lim,,_,, a, = x, donc
f(z) = lim f(a,) = lim f(a,) = lim g(a,) = g(x).
n—oo n—oo n—oo
Montrons maintenant l’existence. Pour construire un prolongement, pour x € X, on
prend une suite (a,), C A telle que lim,, ., a, = x. Alors (a,) est une suite de Cauchy.
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Donc (f(ay))n est une suite de Cauchy, puisque étant donné € > 0 il existe N tel que pour
n,m > N, ||a, — an|| < e/C, donc || f(a,) — f(am)|| < C-e/C = e. La suite (f(ay))n est
convergente puisque Y est complet.

On pose donc f(z) := lim, o f(an). Siz € A, ||f(z) — f(an)]| < Cllz —a,|| — 0, donc
flz) =lim, . f(a,) = f (x), on a donc un prolongement. A cause de I'unicité démontrée
ci-dessus, si on le construisait en prenant d’autre choix de suites (a,),, on trouverait le
meéme résultat.

Montrons enfin I'inégalité annoncée. Soient (ay,)n, (a,), les suites utilisées pour définir
f(x) et f(z') respectivement. Alors

flan) = flay) = flan) = f(x) + f(2) = f(2') + f(a') = f(ay),

donc 'inégalité triangulaire implique

1 (an) = flap) | < [1f(x) = F@)| + 11 f(an) = F@)ll + 1 f (') = F(a))],
et
£ (an) = Fl@ )l = [1F(x) = F@) = 11 fan) = F@)]| = 1F(2") = fla))],

ce qui montre par le théoreme d’encadrement que
1)~ Fa) = lim |1£(an) — Fla)],
et en particulier que la limite existe et vérifie
1f(x) ~ Fa')| = tim || f(ay) — f(@)]| < C lim [la, —a| = Cllz — ]|
O
Le Théoreme la Proposition [5.20] et le Théoreme [5.18| entrainent donc :

Théoreme 5.21. La transformation de Fourier s’étend d 'espace L*(R) comme ['unique
prolongement continu de la transformation de Fourier sur S(R). En particulier, on aura

encore Hf|| = |fll-

Ainsi l'espace L*(R) fournit un domaine naturel d’extension de la transformée de
Fourier, sur lequel elle est une bijection isométrique, et qui contient ’ensemble de toutes
les fonctions continues par morceaux, bornées et absolument intégrables (que nous avions
considéré jusqu’a présent), et en particulier la classe de Schwartz.

Le théoreme d’inversion se prolonge aussi. Notons temporairement f la transformée de
Fourier au sens habituel et F la transformée de Fourier prolongée a L*(R).

Proposition 5.22. Pour tout f € L*(R), F2(f) :== Fo F(f) = f, ot f(z) := f(—x).

Démonstration. Soit (fy), une suite de fonctions de S(R) qui tend vers f (par exemple,
on peut prendre (f,), C Co(R)). Par construction, F?(f) = lim, ., F2(f,) et par
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changement de variable ' = —z (qui est toujours valide dans le cadre de I'intégrale de
Lebesgue), f = lim, o f,. Alors, en utilisant la continuité de la norme on a

I7205) = £l = T |IF2(5,) = full = 0.
U

Nous pouvons désormais définir une transformée de Fourier aussi pour une autre classe
de fonctions non nécessairement intégrables.

Proposition 5.23. Soit f une fonction continue par morceauzr sur R telle qu’il existe
C > 0 avec |f(z)] < C(1 + |z))7t, pour tout x € R. Pour N € N, soit fy(x) =
f(@)x1-nn) () (qui est absolument intégrable). Alors, si on appelle encore F le prolonge-

ment de la transformée de Fourier donné par le théoréme ci-dessus, F(f) = limy_ 100 fN.

Démonstration. 11 suffit de montrer que (fy)y est une suite qui tend vers f au sens
de L*(R). Or en tout point lim, .. (f(z) — fx(x))?> = 0 (puisque c’est égal & 0 deés que
N > |z|). D’autre part, pour tout z et tout N, |fn(x)— f(2)* < 2|f(2)]* < C?*(1+|z|) 72,
qui est une fonction intégrable sur R. D’apres le Théoreme de la Convergence Dominée,
Ny oo /20| f(2) — fn(2)Pds = 0. O

Si jamais on suppose qu’en plus f est bornée et absolument intégrable, il est facile de
montrer par le Théoreme de la convergence dominée que limpy_, o fN(ﬁ) existe en tout
point, et vaut f(&) (la transformée de Fourier au sens habituel), et les théoremes que
nous connaissons déja (le fait que la transformée de Fourier conserve la norme de L?(R))

permettent de montrer que F(f) = limy_ 400 fN au sens de l'espace L*(R).

Remarque 5.24. Attention ! La limite au sens de I'espace L*(R), dans le cas général,
ne veut pas forcément dire qu'on a F(f)(§) = limy_ 10 fn(§) pour tout &.

Ezemple 5.25. Prenons par exemple la fonction S(§) := S”‘TE—”@

tranformée de Fourier de la fonction porte, fo(x) := X[-1/2,41/2(x). Ces fonctions étant
paires, on conjecture bien entendu (& cause de la formule d’inversion) que la transformée

. Nous savons qu’elle est la

de Fourier S est égale a fy. On peut démontrer par des méthodes d’analyse complexe
(formule des résidus) que c’est vrai en tout £ ¢ {—3, —1—%} En ces deux points, les formules
divergent, ce qui n’est pas tres surprenant puisqu’ils correspondent a des discontinuités
de fy. Mais comme deux points, c’est négligeable au sens de L%*(R), on vérifie que dans
cet exemple particulier la formule d’inversion de Fourier est valide.
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5.3. Bases hilbertiennes.

Définition 5.26. Soit E un espace vectoriel muni d’un produit hermitien.

e Un systéme orthonormé est une famille de vecteurs de E, {z;,j € J}, telle que
(xj, ) =1si j=ket =0sij#k. On note en général (x;, xy) = 0.

e Le sous-espace vectoriel engendré par {x;,j € J} est I'ensemble des combinaisons
linéraires finies des x;, c’est-a-dire

Vect{z;,j € J} = {xe E:39 fini C J,\€C, tq o= Z)\jxj}.

Jj€Jo

e La famille {z;,j € J} est génératrice si Vect(z;,j € J) = E.

e La famille {z;,j € J} est un systéme complet si Vect (x;,j € J) est dense dans
E.

e La famille {z;, j € J} est une base hilbertienne si ¢’est un systeme orthonormé et
complet.

Remarque 5.27. 1l est facile de montrer, comme dans le cas des espaces de dimension
finie, qu’un systéeme orthonormé est libre. Un systéme orthonormé générateur s’appelle
une base orthonormée.

En dimension infinie, un systéme complet est beaucoup plus petit qu'un systeme
générateur. En fait, on peut montrer (avec des méthodes qui dépassent largement le niveau
de notre cours) qu'un espace de Hilbert qui admet une base hilbertienne dénombrable in-
finie ne peut pas admettre de base orthonormée. La bonne notion est donc celle de base
hilbertienne, mais il faut bien comprendre qu’en général, ce n’est pas une base au sens
habituel ! (voir Feuille de TD 4, exercice 4).

Ezemple 5.28. Le systeme (e®)cz, ot e®) = (e%k))nez avec e — dkn, €st une base
hilbertienne de £%(Z). C’est I'analogue dénombrable de la base canonique dans C™ muni
du produit hermitien usuel.

Démonstration. Le fait qu’on a un systeme orthonormé se vérifie facilement. Pour voir
que c’est un systeme complet, il suffit de voir que toute suite (u,),ez est limite des suites
tronquées u” définies pour N € N par vl = u, si [n|] < N, u¥ = 0si |n] > N. Or

n
|lu —u™|* = D in|>N [u,|? — 0 quand N — +o00 puisqu’on a une série convergente. [

Proposition 5.29. Soit {vi,...,v4} un systéme orthonormé fini de E et soit V :=
Vect{vy,...,vq}. Alors pour tout f € E la projection orthogonale de f sur V existe
et est donnée par

mv(f) = Z<favj>vj'

J=1
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Démonstration. Notons provisoirement P(f) le membre de droite de 1'égalité ci-dessus.
Alors pour 1 < k < d,

d
(f = P(f)svr) = (o) = D _{frvgd(ogon) = (fron) = (f, o) = 0
7j=1

puisque le seul terme non nul dans la somme apparait pour j = k.
Maintenant si on prend un vecteur quelconque heV,onah= ZZ:1 ApUg et

(f = P(f Z)\kf P(f),v) = 0.

On a donc vérifié le critere du T heoreme de projection. O

On remarquera que, de fagon analogue au cas de la dimension finie, les produits (f, vy)
donnent des “coordonnées” de f par rapport au systeme orthonormé.

Corollaire 5.30. Tout sous-espace vectoriel de dimension finie est fermé.

Démonstration. En effet, tout espace vectoriel de dimension finie admet une base or-
thonormée et on peut donc lui appliquer la proposition. Si il existe une suite (f,) C V

telle que f, — f, alors infyey ||f — h|| < infpen||f — ful| =0, done f=my(f) e V. O

Une autre conséquence importante se trouve en appliquant le Théoreme de Pythagore
aux vecteurs orthogonaux f — mwy(f) et my(f) :

(7) LA = 1 = wv (DI + v (DI > v ()P = ZI fr03)]

En effet, on a un résultat meilleure :

Théoreme 5.31 (Inégalité de Bessel). Soit {e;, j € N*} un systéme orthonormé dans E.
Alors pour tout f € F,
+o0o
IFIP =Y (Fr el
j=1

En particulier, la série Zjﬁf [(f,e;)|? est convergente.

Démonstration. Soit f € E. Pour tout N € N* le systeme {e;,1 < j < N} est
orthonormé, on peut donc appliquer la Proposition et le calcul , ce qui nous
donne

N
(A=A
j=1

pour tout N € N*. Donc toute somme partielle de la série a termes positifs admet la
borne || f||?, ce qui implique la convergence et I'inégalité qu’on a affirmée. Il
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Théoréeme 5.32 (Identité de Parseval). Soit {e;, j € N*} une base hilbertienne de [’espace

E. Alors pour tout f € F,
+0o0
IFIP =D (el
j=1

Démonstration. Soit V,, := Vect (e;,1 < j < n). Comme le systeme {e;,j € N*} est
complet, pour tout £ > O il existe n et f,, € V, tels que || f—f,.|| < e, et donc || f—my, (f)]] <
e, donc d’apres le Théoreme de Pythagore ||f[|? —e* < 37" [(f,¢;)[*>. Ceci implique

e = IR O

Remarque 5.33. Si E est un espace de Hilbert qui admet une base hilbertienne dénombrable
{e;,7 € N*}, alors application f +— ((f,e;))jen+ donne une isométrie entre l'espace E
et (2(N*). Donc l'exemple décrit, a isométrie pres, la situation dans tous ces cas
(qui sont tres répandus, on parle alors d’espace de Hilbert séparable). En ce sens il n’y a
qu'un seul espace de Hilbert séparable, que les physiciens appellent parfois “l’espace de
Hilbert”.

Ezemple 5.34. Soit e, la fonction définie sur R par e,(z) := ¢™®. On peut en particulier
la considérer comme une fonction continue sur [—7, 7], périodique de période 2, et donc
aussi comme un élément de L?(—, 7). On munit cet espace du produit hermitien (f, g) :=
> 7 fg. On a que {e,,n € Z} est une base hilbertienne. En effet, il est facile de voir
que c’est un systeme orthonormé (revisez votre cours sur les séries de Fourier !), et plus
délicat que c’est un systeme complet (cf. Feuille de TD 4). On pose ¢,(f) := (f,en). Si
on prend V;, := Vect {e;, —n < j < n}, alors my, (f)(z) = X7 ¢;(f)e’” =: S,(f)(2), la
n-ieme somme de Fourier. Dans ce cadre I'Identité de Parseval devient :

1 ™
o | (t)|*dt = Z lc;(f

j=—o00
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6. APPLICATIONS

6.1. Formule sommatoire de Poisson. Supposons qu’on ait une fonction f telle qu’il
existe C, 0 > 0 tels que |f(z)] < C(1 + |z) 10 et |f(€)] < C(1 + [€])"12. Cest vrai en
particulier si f € S(R), mais dans bien d’autres cas.

Alors la série Zjioo f(xz 4+ n) converge uniformément sur tout intervalle borné de R
(exercice). On note sa somme f(x). Clairement, f(z + 1) = f(z). On peut donc définir
des coefficients de Fourier de f par rapport & la base hilbertienne {e*™ e n e Z} (notez
que nous avons changé de normalisation par rapport a 'exemple [5.34]).

Théoréme 6.1 (Formule sommatoire de Poisson). Sous les hypothéses ci-dessus, pour
tout x € R,

fo—l—n Zf )e>ine

n=—oo n=—oo

Si on définit les coefficients de Fourier d’une fonction périodique de période 1 par c,(g) :=
fol g(z)e= ™% dx  alors la formule dit que c,,(f) = f(n), et que f est la somme de sa série
de Fourier.

Démonstration. La série dans le coté droit de 'égalité converge normalement grace a
I’hypothese de décroissance de f . On a donc deux fonctions continues et périodiques
de période 1 ; pour démontrer qu’elles sont identiques il sufﬁt de montrer que leurs
coefficients de Fourier sont égaux, c’est-a-dire que f fo Ye 2@y, Or par
convergence uniforme sur l'intervalle [0, 1],

1 +oo +00
ea(f) = / e NS f( 4 fdr= ) / “2mine (g 4 j)da

j=—00 Jj=—00
+00

- 3 [emeise
j=—00

On fait le changement de variable 2’ := x + j:

+oo >
Z / —27rmw )dl‘ _/_ 6_27rinm/f($/>dl’ = f(n>

j=—00

4

Cette formule se généralise au cas d'une fonction f de période T" > 0. Il suffit de

poser g(y) := f(Ty), alors g est de période 1. On sait que §(¢§) = %f(%), et on calcule
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g(F+n) = f(z +nT). L’énoncé du théoreme se traduit donc en :

®) 5 g =1 3 (5

n=—oo n=—oo
On peut en tirer des conséquences dans deux directions. Si f est une fonction a support
compact, on peut choisir T" assez grand pour que f soit nulle en dehors de 'intervalle

[—Z,Z]. Alors le membre de gauche dans n’a qu'un terme non nul, et on obtient

272
1 = n
¢ 2mi T
T)=— — ) e“™T?,
f@) == 3 F(7)
n=-—oo
On peut ainsi reconstruire f a partir de sa transformée de Fourier d’une facon plus facile
qu’avec une intégrale.
Vue la symétrie des hypotheses entre f et f, en utilisant la formule d’inversion de
Fourier, on voit que si f est & support compact contenu dans [—%, L], on obtient

202
1 n
£ —2mitT
)= — — e “MTY,
fo) =73 1 (7)
n=-—00

Remarque 6.2. On n’arrivera jamais a une formule exacte avec une somme finie, car le
seul cas ou f et f ont simultanément un support compact est quand f = 0. Voyons une
idée du pourquoi : si f est a support contenu dans [—A, +A] et bornée, alors, en posant
t=x+ A,

A A
f(g) — / 6—27ri§xf(l,)dx — 627riA£ /02 B_Qﬂ—igtf(l')dl'.

—A
On peut considérer £ € C, et des que Im¢& > 0, |e™ 2™ f(z)] < |f(x)|, donc I'intégrale
est convergente et sa valeur est une fonction holomorphe bornée de ¢ dans le demi-plan
supérieur. Mais puisque f est nulle en dehors d’un intervalle borné, elle s’annule sur
tout un intervalle de la droite réelle, qui est le bord de son domaine d’existence. On
peut montrer (par des méthodes de la théorie des fonctions holomorphes qui dépassent
le niveau du cours de deuxiéme année) que dans ce cas la fonction holomorphe doit étre

identiquement nulle, donc f , et donc f aussi. Ce raisonnement peut s’étendre au cas ou
f e L?(—A, A) (plutot que d’étre bornée).

6.2. Principe d’incertitude de Heisenberg. (résumé)

Théoréme 6.3. Soit ¢ € S(R) telle que [*°° [i(x)|*dx = 1. Alors

([ ewwra) ([ eliere) =
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Avec des changements de variables faciles, on voit que pour tout z;,& € R,

(/_+Oo(x‘f’fl>2|¢<x>|2dﬂf) ( / j<§—51>2|¢3<5>|2d5) >

o0

Quand z; := fj;o zl(z)|dx, & = fj§§|1@(§)|2d§, cela s'interprete comme le produit
des variances de la position et de I'impulsion (en mécanique quantique).

6.3. Equation de la chaleur. On se place dans un fil sans épaisseur qui transmet la
chaleur, qu’on assimile & la droite réelle. En prenant des unités appropriées, si u(t,x)
représente la température au point x et au temps ¢, la fonction u satisfait 1’équation de
la chaleur :

9 ou  0*u

) ot 0z

On suppose aussi que la distribution de température initiale est donnée par u(0, z) = f(x),
une fonction connue. On veut savoir quelle sera 1’évolution de la température en chaque
point, pour tous les temps t > 0.

Voyons d’abord ce qui se passe sous des hypotheses favorables. Nous allons supposer
pour l'instant que f € S(R), et que pour tout t fixé, u(t,) et 2%(¢,-) € S(R), uni-
formément en t, c’est-a-dire que les constantes qui interviennent dans les majorations des
dérivées ne dépendent pas de t.

On va prendre la transformée de Fourier de 1’équation @ par rapport a . On note

+o0o
u(t,§) = / e 2y (t, x)d.

[e.e]

Alors la Proposition implique que

—

0%u 9.5
(@)(tf) = —4mgru(t, §).
D’autre part, comme |e~ 272y (¢, )| < C(1 + |#])~? avec une constante indépendante

de ¢ (conséquence des hypotheses sur les dérivées), on peut appliquer le théoreme de
dérivation sous l'intégrale (Théoreme [1.4), et
ou, di
(¢ €)= —(t,8).
(Gre0)eo =5
Finalement, pour chaque ¢ fixé, (9) implique que la fonction U(t) := a(t,&) vérifie
Péquation U'(t) = —4x22U(t), et done U(t) = U(0)e €t autrement dit

a(t,€) = a(0,)e " = f(&)e .
Pour calculer u(t, z), il reste a appliquer la transformée de Fourier inverse, le produit se
transforme en convolution et on trouve u(t,x) = f * Hy(x), o, en appliquant le fait que
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la gaussienne G(x) := e~™ est invariante par transformée de Fourier et la Proposition
, on trouve I'expression du Noyau de la Chaleur (comme la notation H I'indique)

1 z 2 1 wz
Hi(z)= (6_”(2m5)2>Ax = e "Em)" = e,
() (z) 2v/mt 2v/ 7t
Apres ces considérations heuristiques, nous aimerions avoir un résultat un peu plus
général.

Théoreme 6.4. Soit f une fonction continue, bornée et absolument intégrable sur R. On
pose u(t,x) = fx Hy(x). Alors

(1) w e C*(R} x R) et 24(t,x) = %(t,x) pourt >0, x € R;
(2) limyo =0 ult,z) = f(x), uniformément pour x € [—A, A], quel que soit A > 0;
(3) lime 050 J o Jult, z) — f(2)* dz = 0.

Démonstration. Nous ne démontrerons pas (1) en toute généralité, nous nous bornerons
aux dérivées dont nous avons besoin pour 1’équation. Nous nous plagons dans le domaine
t€]o, A, z €] — A, Al avec 0 < § < A < +oo. En changeant les valeurs de ¢ et de A ceci
nous permet de traiter tous les points de R} x R.

La fonction H; est continue, bornée et intégrable, donc le Corollaire montre que
u(t,x) = f (5)6_4W2€2t, qui est une fonction intégrable. D’apres les propriétés du produit
de convolution, u est continue et absolument intégrable en x. Donc

+oo
u(t I’) _ f(€)6_47r252t62mx£d§.
oo

On peut calculer les dérivées de u par rapport ¢ en dérivant sous l'intégrale car

o /-

i (f(f)e‘4”252t62m5)’ = |F(© S (—4n®e?)e T | < dmPPeT T f(6)),

et comme | f(€)] est bornée, c’est une fonction absolument intégrable de € qui ne dépend
pas de t. On trouve donc

u 2 oo 27 —4m2€%t omize
Sr(ta) = —art [ @ f(e et ae,

Les dérivées de u par rapport a x se calculent en utilisant la Proposition car &2 f (& )6_4”252t
est absolument intégrable (toujours grace a la décroissance de 'exponentielle et au fait

que f est bornée). Donc

%(t’ ZL‘) _ /+Oo(2Wi§)2f(§)€_47r2£2t62m$£d§7

o0

et on a le résultat voulu.
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Pour démontrer (2), il suffit de voir que (H;);~o est une unité approchée. Or nous
22
I'avons vu dans la section 4.2 pour Ky(z) := \/%e”TT, et il suffit de poser 6 = 4rt.
Pour démontrer (3), grace a l'identité de Plancherel, il suffit d’étudier

“+oo

[l fef ae= [isor]ee -] e

Or f étant bornée et absolument intégrable, on voit facilement que | f|? est intégrable, donc
| f|? est aussi intégrable d’apres 1'extension & L? que nous avons faite de la transformée de
. 2 . 2
Fourier, et donc comme | f(&)/? ‘6’4”25% — 1‘ < A1F (&) et que ‘6’4”2{5% — 1‘ — 0 quand
t — 0, on peut appliquer le théoreme de Convergence Dominée.
On peut aussi se ramener au cas ou f € S(R) en approximant f et en utilisant le fait

que ||f«H|| <||f|l [ He = || f]|, cf. Feuille de TD 3, exercice 2.1 (3). Ceci permet d’éviter
d’invoquer 'espace L?. O
On a une solution, mais on aimerait savoir qu’il n’y en a pas d’autres. On va le montrer,

sous des hypotheses assez fortes.

Théoréme 6.5. Soit f € C(R), bornée, absolument intégrable sur R. Soient uy et us
deuz solutions de (9) telles que pour i = 1,2, u; € C(Ry x R), u;(0,z) = f(z), et pour

toutT >0, k,l € N,
a t
z* <%) u;(t, x)

(autrement dit u(t,-) € S(R), uniformément en t €]0,T[). Alors uy = us.

sup < 400
o<t<T
T€ER

Démonstration. Si on considere u := wujus, on a une nouvelle solution de @ avec des
valeurs au bord identiquement nulles, qui vérifie toutes les autres hypotheses. Il reste
a montrer que v = 0. Si on pose E(t) := fj;o |u(t, z)|*dz, on a clairement E(0) = 0,
E(t) > 0, donc si on arrive & montrer que c’est une fonction décroissante de ¢, on aura
qu’elle est nulle, et donc u aussi.

Or, grace aux hypotheses sur u (qu’on pourrait affaiblir), en utilisant |u|?* = w1,

E'(t) = /+Oo (%(t,x)u(t,x) + %(t,x)u(t,x}) dx

—0o0
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ce qui donne en appliquant @, puis en intégrant par parties,

B(t) = / +°O <%(t,x)ﬂ(t,x) + %(t,x)u(t,x)) da

T/ ou ou ou ou
T Ju ou 2
- _ e el <0
2/_00 ‘8t(t,x)at(t,x) de < 0

0

Remarquons que ce calcul peut étre fait avec n’importe quelle distribution initiale de
températures f, et donne dans ce cas que E(t), étant décroissante, admet une limite
quand t — 4o00. Si F admet aussi une limite, elle devra étre nulle, et donc on devrait
avoir %(t,w) — 0, ce qui correspond a l'intuition physique d’une distribution uniforme
de température a I’équilibre. On peut le vérifier en utilisant les propriétés du noyau de la
chaleur.

6.4. Fonctions harmoniques.

Définition 6.6. Une fonction u(z,y) est dite harmonique si elle satisfait I’équation de

. Q%u y PPu
Laplace : -3 + o = 0

Théoreme 6.7. Si une fonction est harmonique et bornée sur le demi-plan supérieur
ouvert R x R, continue sur le demi-plan supérieur fermé R x Ry, et que ses valeurs
sur la droite réelle sont données par u(z,0) = uo(x), alors u(z,y) = up * Py(z), ot la
convolution est prise par rapport a la variable x et P, est le noyau de Poisson :

1y
P<x):;x2+y2'

Pour finir, on montre que les fonctions harmoniques vérifiaient le principe du maximum
(tout comme les modules de fonctions holomorphes).
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