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TD 4. Formules de Cauchy

Exercice 1. Soient D = B(0,1), r ∈]0,1[, M ∈ R+ et f ∈ O(D). On suppose que f (0) = a0 6= 0,
qu’il existe z0 ∈ B(0,r) tel que f (z0) = 0, et que | f (z)| ≤ M si |z| = r. Montrer, à l’aide de la
formule de Cauchy, que |a0|r ≤ |z0|(M+ |a0|).

Exercice 2. Soit f une fonction holomorphe sur un ouvert contenant le disque fermé D(0,R). On
note M = max|z|=R | f (z)|.

(1) Soit 0 < ρ < 1. Montrer que si |z|< ρR alors | f (z)− f (0)|< M ρ

1−ρ
.

(2) En déduire que si f (0) 6= 0 alors f (z) 6= 0 pour tout z tel que |z|< | f (0)|R
| f (0)|+M .

Exercice 3. Soit f (z) =
∞

∑
n=0

anzn, an ∈ C, une série entière de rayon de convergence R > 0.

(1) Montrer que, pour tout 0≤ r < R,
1

2π

∫ 2π

0
| f (reiθ)|2dθ =

∞

∑
n=0
|an|2r2n.

(2) En déduire que
∞

∑
n=0
|an|2r2n ≤M(r)2,

où M(r) = max
|z|=r
| f (z)|, et que pour tout n≥ 0, on a l’inégalité de Cauchy |an| ≤ M(r)

rn .

(3) On suppose que R =+∞ et qu’il existe un entier k ≥ 0 et des constantes c≥ 0, r0 ≥ 0 tels
que M(r)≤ crk pour tout r ≥ r0. Montrer que f est un polynôme de degré ≤ k.

Exercice 4. Soit f = ∑anzn une fonction holomorphe dans le disque unité telle que | f (z)| ≤ 1
(1−|z|)

pour tout |z|< 1. Montrer que

|an| ≤
(

1+
1
n

)n

(n+1)< (n+1)e.

Exercice 5. Soient U ⊂C un ouvert contenant D(0,1) et f une fonction holomorphe dans U . Pour
t ∈ [0,2π], on pose γ(t) = eit .

(1) Calculer les intégrales :

I1 =
∫

γ

[
2+ z+

1
z

]
f (z)

z
dz, I2 =

∫
γ

[
2− z− 1

z

]
f (z)

z
dz.

(2) En déduire la valeur de :
2
π

∫ 2π

0
f (eit)cos2 t

2
dt,

2
π

∫ 2π

0
f (eit)sin2 t

2
dt.

(3) Pour |a| 6= 1, évaluer :

I(a) =
1

2πi

∫
γ

f (z)
z−a

dz.


