Université Paul Sabatier S4, Année 2018-2019
L2 Spé Math/Phy, Analyse Hilbertienne

Controle Continu du 5 mars 2019
(13h30-15h00)

Note: Toute réponse doit étre justifice. Il est conseillé de soigner votre présentation. Aucun
document n’est autorisé. Les téléphones portables et calculatrices doivent étre éteints et
rangeés.

Exercice 1

On considere la fonction f: R — R, définie par f(t) = |cos(t)| pour tout t € R.

(1) Représenter la fonction f sur [—2m, 27].

(2) Vérifier que la fonction f est m-périodique, paire, continue et de classe C' par
morceaux.

(3) Calculer les coefficients de Fourier complexes de f et la série de Fourier en notation
complexe de la fonction f.

(4) Etudier la convergence de la série de Fourier de f.

(5) En déduire les sommes des séries suivantes :

Yo Yl Y
dn? -1~ dn? —1" (4n? —1)2

n=1 n=1 n=1

Exercice 11

Soit (Y )nez C C une suite de nombres complexes et soit (Sy)nen la suite de fonctions
définie par

N
Sn(t) = Z et pour t € R.
k=—N

(1) Quelles hypotheses sur la suite (v, )nez assurent que la suite d’applications (Sx)nen
converge uniformément vers une fonction notée f 7

(2) En se plagant sous les hypotheses du point précedent, montrer que la fonction limite
f est 2m-périodique et continue sur R.

(3) Donner la définition des coefficients de Fourier complexes ¢, (f) de f pour n € Z.

(4) Montrer que ¢,(f) = 7, pour tout n € Z.

Exercice 111

Soit f: R — C une fonction continue et 27-périodique telle que ¢, (f) # 0 pour tout n € Z.
Soit A € C*:= C\ {0}. Soit g: R — C une fonction continue et 27-périodique non nulle et
telle que

f*xg=MAg.
(1) Rappeler la relation entre les coefficients de Fourier ¢, (f*g) de f*g et les coefficients
de Fourier ¢,(f) de f et ¢,(g) de g.
(2) Montrer que pour tout n € Z tel que ¢,(g) # 0 on a ¢,(f) = A.
(3) En utilisant le fait que lim,, o ¢, (f) = lim,,,_ ¢, (f) = 0, montrer que 1’ensemble
Ny={n€Z]|c,(f) =} est fini.

(4) En déduire toutes les fonctions h continues 2w-périodiques telles que f * h = Ah.

Exercice IV

Soit f: R — R la fonction définie par f(x) = x pour z € [0, 1] et nulle sinon.

(1) Vérifier que f est absolument intégrable sur R.
(2) Calculer la tranformée de Fourier de la fonction f.
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Exercice 1

Soit f: R — C une fonction 27r-périodique et absolument intégrable sur [0, 27].

(1) Donner la définition des coefficients de Fourier complexes ¢, (f) de f pour n € Z.

(2) Donner la définition en notation complexe de polynéome trigonométrique.

(3) Montrer que si f: R — C est une fonction continue 27-périodique et P est un
polynome trigonométrique, alors f x P est un polynome trigonométrique.

(4) Donner la définition d’unité approchée des fonctions continues sur R et 27-périodiques.

(5) Est-il vrai que toute fonction continue f: R — C et 2m-périodique est la limite
uniforme d’une suite de polyndémes trigonométriques 7

Exercice 11

Soit @ € R\ Z. On considere la fonction 27-périodique f définie par f(z) = exp(iox)
pour x € [—m, .
(1) Est-ce que f est continue sur R ? Sinon, indiquer les points de discontinuité de f.
(2) Calculer les coefficients de Fourier complexes de f.
(3) Calculer la série de Fourier en notation complexe de la fonction f.
(4) Que peut-on dire sur la convergence de la série de Fourier de f ?
()

3
4
5) Déduire de la formule de Parseval que

1 72
Z (v +n)? - sin(a)?

nez
(6) Facultatif : Calculer la valeur de

2
Zra&z'

n>0

Exercice I11

On rappelle que si f,g: R — C sont deux fonctions continues 27-périodiques, alors
cn(f % 9) = calf)en(g).

(1) Pour n € Z on note e,: R — C la fonction définie par e,(t) = ™. Montrer que
€n * €y = €.

(2) Soit g: R — C une fonction continue 27-périodique telle que g * g = g.
(a) Montrer que pour tout n € Z, ¢,(g) = 0 ou ¢,(g) = 1.
(b) En utilisant le fait que

lim ¢,(g) = nl_i}moo cn(g) =0,

n—-4o00

montrer que ¢,(g) = 0 sauf pour un nombre fini d’entiers n € Z.
(c¢) En déduire toutes les fonctions g continues 27w-périodiques telles que g * g = g.
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Exercice 1

Soit f: R — C une fonction 27r-périodique et intégrable sur [0, 27].

(1) Donner la définition des coefficients de Fourier ¢,(f) de f pour n € Z.

(2) Montrer que si f est a valurs réelles et paire, alors ¢_,(f) = ¢,(f) et ¢, (f) est réel
pour tout n € Z.

(3) Montrer que si f est de classe C, alors ¢, (f") = inc,(f).

(4) Donner ’énoncé de la formule de Parseval.

Exercice 11

On considere la fonction 2m-périodique f telle que f(x) = z? sur [—7, 7).
(1) Tracer le graphe de f sur [—3m, 37].
(2) Calculer la série de Fourier de la fonction f.
(3) Que peut-on dire sur la convergence de la série de Fourier de f 7
(4) En utilisant la formule de Parseval, déduire la valeur de

>,
nt’
n>1
(5) Déduire des questions précédentes que la série

1)
>

n>1

est convergente et déterminer sa somme.

Exercice 111

(1) Montrer que si f: R — C est une fonction continue 27-périodique et P est un
polynome trigonométrique, alors f % P est un polyndme trigonométrique.

(2) Donner la définition d’unité approchée des fonctions continues sur R et T-périodiques,
ouTl > 0.
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Exercice 1

Soit f: R — C une fonction continue par morceaux et 2w-périodique.

(1) Donner la définition des coefficients de Fourier ¢,(f) de f pour n € Z.

(2) Déterminer les coefficients ¢,(f) pour la fonction f(z) = = pour —7 < z < 7 et

prolongée par périodicité, ainsi que sa série de Fourier.

(3) Donner I’énoncé de la formule de Parseval.

(4) Déduire que
io: 1 B w2
— (k+1)?> 6

k=0

Exercice 11

On rappelle que si f,g: R — C sont deux fonctions continues par morceaux et 27-
périodiques, alors ¢, (f * g) = cn(f)ca(g) (o ¢,(f) dénote I'n-ieme coefficient de Fourier
de f).

(1) Pour n € Z on note e,: R — C la fonction définie par e,(t) = ™. Montrer que
En * €y = €.
(2) Soit g: R — C une fonction continue 27-périodique telle que g * g = g.
(a) Montrer que pour tout n € Z, ¢,(g) = 0 ou ¢,(g) = 1.
(b) En utilisant le fait que
lim ¢,(g9) = nl_i}rnoO cn(g) =0,

n—-4o00

montrer que ¢,(g) = 0 sauf pour un nombre fini d’entiers n € Z.
(c¢) En déduire toutes les fonctions g continues 27w-périodiques telles que g * g = g.

Exercice 111

(1) Soit f :=m- X[ L

L] ol X[k 1](36) =1si —% < x < L et 0sinon. Calculer la

b — 2m)
transformée de Fourier f de f.

(2) Rappeler la définition de produit de convolution.

(3) Demontrer que si f et g sont deux fonctions absolument intégrables et bornées sur
R, alors F(f *g) = f§.

(4) Calculer la transformée de Fourier de la fonction g(z) =

(5) En déduire que
L2
/ sin 2(3:)dx _
R X

sin?(z)
z2

T.S.V.P.
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Exercice IV

On se place dans H := L*(—n, nr]. On prolonge toutes les fonctions pour étre périodiques
de période 27, autrement dit, si € (7, 37| par exemple, on pose f(x) := f(x—2m), et ainsi de
suite. On rappelle que pour f et g dans cet espace, dont 'existence est admise, ffﬂ |f(z)]2dx

et fjﬂ f(z)g(z)dx ont un sens ; que H contient ’ensemble des fonctions continues comme

un sous-espace dense ; et qu’on assimile toute fonction f telle que f_ﬂﬂ |f(z)|?’dz = 0 ala
fonction nulle, et donc deux fonctions qui ne different qu’en un nombre fini de points seront
considérées comme égales. On pose

+m -

(fig) = L f(t)g(t)dt.

2 ),

On rappelle que la densité des fonctions continues dans H implique que pour tout f € H,
on a que lim, o ||Sn(f) — f]| =0, et donc que {e,,n € Z} est une base hilbertienne de H,
olt e,(z) := ™. On rappelle aussi que pour tout sous-ensemble B de H, son orthogonal
Bt est fermé.
Soit. A 'espace des fonctions m-périodiques, c’est-a-dire telles que f(x 4+ 7) = f(x), pour

tout . On pose Ag := {ea, k € Z}, Ay := {ear11,k € Z}.

(1) Montrer que Aj est un systeme orthonormé et que Ay C A.

(2) Montrer que A; C A+ C Az,

(3) Montrer que Vect Ay C Aj et en déduire que Vect Ay C A

(4) En utilisant le fait que {e,,n € Z} est une base hilbertienne de H, montrer que

Vect Ay = At
(5) Montrer que A est fermé, et en déduire que A = A
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Questions de Cours

(1) Donner la définition de I’espace de Schwartz S(R), ainsi que les deux caractérisations
équivalentes vues en TD.
(2) Les fonctions suivantes sont-elles dans l'espace de Schwartz ? Justifiez brievement
vos réponses.
(a) £(x) = e
(b) flx) = e,
(c) flz)=e W
(d) flx) = e
(3) Rappeler la définition de la transformée de Fourier d'une fonction f: R — R absolu-
ment intégrable sur R.
(4) Soit f une fonction absolument intégrable sur R. Soit 6 > 0 et a € R. Donner la
transformée de Fourier de la fonction f; définie par fi(x) = f(d(x —a)) (procéder en
deux étapes ; on ne demande pas de redémontrer les résultats du cours).

Exercice 1

Soit f: R — R la fonction définie par :

l+xsi —1<2<0,
fla)=¢1l—asi0<a<1,
0 sinon.

(1) Représenter graphiquement la fonction f pour x € [—3, 3].
(2) Montrer que la fonction f est absolument intégrable sur R.

(3) Calculer la transformée de Fourier f de la fonction f.
Exercice II

(1) Soit h: R — R une fonction absolument intégrable sur R. Montrer que la transformée
de Fourier de h ne peut pas étre la fonction constante identiquement égale a 1.
(Indication : quel doit étre le comportement de A(€) pour €] — +oo ? Utiliser un
résultat du cours).

(2) Soit G: R — R la fonction Gaussienne G(z) = e~™”. Montrer qu’il n’existe pas de
fonction h: R — R absolument intégrable sur R telle que G x h = G.

(3) Trouvez toutes les fonctions f: R — R continues et absolument intégrables sur R qui
sont solution de I’équation f x f = f.

T.S.V.P.
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Exercice 111

On considere un espace vectoriel £ sur C muni d’un produit intérieur (-,-). On rappelle
qu'une forme linéaire est une application linéaire de E dans C. Une forme linéaire ¢ est
continue si et seulement si pour toute suite (f,,) C E telle que f = lim, f,, (au sens de la
norme donnée par le produit intérieur), alors lim,, ¢(f,) = ¢(f).

(1) Montrer que, si ¢ est une forme linéaire continue, alors ker(¢) = {v € E | ¢(v) = 0}
est un sous espace vectoriel fermé de F.

(2) On prend E = C([—1,1]), muni du produit intérieur (f, g) f f(x dx et on
considere 'application ¢ : E — C définie par ¢o(f) := f(0 ) pour tout f G C([ ,1]).
Montrer que g est une forme linéaire non continue. (Indication : on peut construire
une suite de fonctions {f,} C C([—1,1]) qui converge vers la fonction nulle au sens
de la norme L?  mais sans convergence simple en z = 0).

(3) On reprend E un espace vectoriel quelconque £ muni d’un produit intérieur. Montrer
que pour tout g € E, @ (f) := (f, g) définit une forme linéaire continue.

(4) Désormais on suppose que E est un espace de Hilbert, et ¢ une forme linéaire continue
non identiquement nulle.

(a) Expliquer pourquoi on peut définir une projection orthogonale sur ker(y) et en
déduire que ker(yp) @ ker(yp ) =F.
(b) Démontrer que ker(p)* # f (Indication : prendre u € E tel que ¢(u) # 0 et
considérer sa décomposition sur ker(¢) @ ker(p)*+ = E).
(c) Montrer qu’on peut trouver g € ker(p)* tel que ¢(g) = ||g|*> (indication :
prendre gy € (Ker )4\ {0}, et la multiplier par un scalaire convenable), et que
{g} est une base de ker(p)* (indication : si f € ker(p)t, trouver A\ tel que
p(f —Ag) =0).
(d) Montrer que pour tout f € E, ¢(f) = (f,g) (indication : trouver A tel que
o(f —Ag) = 0 et décomposer f = (f — Ag) + \g).
Donc, toute forme linéaire continue peut se représenter par un produit intérieur comme dans
la question (3). Ceci s’appelle le Théoréme de représentation de Riesz.



Université Paul Sabatier S4, Année 2017-2018
L2 Spé Math/Phy, Analyse Hilbertienne

Examen Session 2 — 26 juin 2018
(14h-16h)
Documents, calculatrices, téléphone interdits

Note: Toute réponse doit étre justifiée. Il est conseillé de soigner votre présentation. Aucun
document n’est autorisé. Les téléphones portables et calculatrices doivent étre éteints et
rangeés.

Exercice 1

On rappelle que si f,g: R — C sont deux fonctions continues 27-périodiques, alors
cn(f*g) = cu(f)en(g) (ou ¢p(f) dénote I'n-ieme coefficient de Fourier de f).

(1) Pour n € Z on note e,: R — C la fonction définie par e,(t) = ™. Montrer que
En * €y = €.

(2) Soit g: R — C une fonction continue 27-périodique telle que g % g = g.
(a) Montrer que pour tout n € Z, ¢,(g) = 0 ou ¢,(g9) = 1.
(b) En utilisant le fait que

lim ¢,(g9) = nl_i>moo cn(g) =0,

n—-+00

montrer que ¢,(g) = 0 sauf pour un nombre fini d’entiers n € Z.
(¢) En déduire toutes les fonctions g continues 27w-périodiques telles que g * g = g.

Exercice 11

(1) Donner la définition de I'espace de Schwartz S(R), ainsi que les deux caractérisations
équivalentes vues en TD.
(2) Les fonctions suivantes sont-elles dans 'espace de Schwartz ? Justifiez brievement
vos réponses.
(a) f(x) = 72
(b) f(z) =e".
(c) flz) =el.
_g?
(d) fz) =e.

Exercice 111

(1) Soit f :=m- X[ L

L] ou X[,L 1 ](x) =1si —% <z < L et 0sinon. Calculer la

27021 - 2’
transformée de Fourier f de f.
(2) Rappeler la définition de produit de convolution.
(3) Demontrer que si f et g sont deux fonctions absolument intégrables et bornées sur

R, alors F(f xg) = fg.
(4) Calculer la transformée de Fourier de la fonction g(z) =

(5) En déduire que
L2
/ sin Q(m)dx _
R X

sin?(z)
x?

T.S.V.P.
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Exercice IV

Soit F = C([—1, 1]), I'espace des fonctions continues sur [—1, 1]. On pose, pour f,g € E,

(f.q) = / 1 f(w)mﬁdx.

(1) Montrer que Iintégrale ci-dessus converge pour tous f,g € E.

(2) Montrer que (f, g) définit un produit hermitien. On note || f|| := (f, f)'/? la norme
associée.

(3) En faisant le changement de variable 6 = arccos z, montrer que

(f,9) = /OTr f(cosB)g(cosB)do.

(4) On définit la fonction 7,, sur lintervalle [—1,1] par T,(cosf) = cos(nf), pour 6 €
[0, 7]. Donner Ty, T, Ts.

(5) Démontrer que pour tout n € N, T, coincide avec une fonction polynoémiale de
degré n. Indication : on peut utiliser des exponentielles complexes.

(6) Montrer par recurrence que

Tn+2(1’) = QZL‘Tn+1(£L') — Tn(ilT)
pour tout n € N et tout = € [—1,1].
(7) Calculer (T,,,T,,) pour tous n,m € N.
(8) Montrer que le systeme S,, := {Ty, T4, ...,T,} est orthogonal, et montrer que c’est
une base du sous-espace [, de E constitué des fonctions polynomiales de degré < n.

(9) On pose T, := ”T—lnuTn. On admet que les polynomes forment un sous-ensemble dense

de L*[—1,1]. Montrer que {fn, n > 0} forme une base hilbertienne de L?[—1,1].
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Exercice 1

: B : . . f 1siojx| <1/2
(1) Soit P(x) = X[-1/2,1/2) () la fonction porte définie sur R par : P(x) = { 0si 2| > 1/2
(a) Montrer que P est absolument intégrable sur R.

(b) Calculer la transformée de Fourier P.
(2) Soit L la fonction, affine par morceaux, valant 0 sur | — oo, —1] et [1,+o0[, et 1 au
point x = 0, dont la représentation graphique est donnée ci-dessous :

1

(a) Donner l'expression de L(z) sur [—1,0] et [0, 1].
(b) Montrer que L est dérivable par morceaux, et montrer que l'on peut écrire

1 1
L’(:c):P(x+§) - P -5
(c) Calculer la transformée de Fourier de L’. En déduire celle de L.
(d) Montrer que L s’exprime en fonction de P par le produit de convolution L = P % P.

(3) Soit n € N*. On pose ¢, () = (Px---xP)(x) la fonction convoluant n-fois la fonction
porte.

(a) Calculer la transformée de Fourier de ¢,,.
(b) Montrer que ¢, est une fonction de classe C", polynomiale de degré n + 1 sur

des intervalles de longueur 1 et calculer son support, c¢’est-a-dire le domaine sur
lequel ,, est non nulle.

Exercice 11

Soit f: R — R donnée, on cherche une fonction u: R — R, telle que
—u"(x) +u(z) = f(z) Vo eR.
On suppose que f est telle que u soit deux fois continﬁmeint dérivable sur R et absolument
intégrable. On note u la transformée de Fourier de u, et f celle de f.
(1) Démontrer que pour tout { € R, 4 satisfait 1’équation :
(1+47°€%)a(8) = f(¢).
(2) Exprimer u comme un produit de convolution et en déduire :

+o0
u@w) =5 [ fwye iy,

(3) Donner l'expression de u sans intégrale, lorsque f(z) = e~2/7l.

T.S.V.P.
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Exercice 111

On appelle E 'espace des fonctions continues sur [—1, 1], muni du produit intérieur

(f.9) = /_lf(w)mdx.

On pose, pour n € N,

P =1 )= () (@ =1, wzo

(1) Expliciter fi, fo et fs.

(2) Montrer que f, est un polynéome de degré n et préciser son coefficient dominant,
c’est-a-dire le coefficient du monome de plus haut degré de f,,.

(3) Montrer que { fo, ..., fn} forme une base de I'espace des polynémes de degré inférieur
ou égal a n.

(4) Préciser pour tout entier naturel n la parité de f,,.

(5) Soit n € N. Montrer que f,(1) = 2"n! et calculer f,(—1). (Indication : on pourra
utiliser la formule de Leibniz).

(6) Montrer que pour tous entiers naturels n et m on a

IR e e e L

1

(7) Sin > m > 0, montrer que fjl fo(@) frn(x)dx = 0.
(8) On admet que 'espace engendré par {f,,n € N} est dense dans E. On pose ¢, :=

f_ll | fn(x)]?dz (on ne demande pas de calculer ¢, explicitement) ; donner une base
hilbertienne de E.

NB — Cette famille de polynomes orthogonaux est connue sous le nom de polynomes de
Legendre.
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Cette épreuve comporte quatre exercices. 1l y a beaucoup de questions indépendantes.
Faites ce que vous savez faire dans le temps imparti, vous n’avez pas besoin de tout faire,
mais faites bien (et faites des questions des trois exercices).

Exercice 1

Soit f: R — C une fonction continue et 27-périodique.

(1) Donner la définition des coefficients de Fourier ¢,(f) de f pour n € Z.

(2) Déterminer les coefficients ¢, (f) pour la fonction f(z) = x pour —7 < z < 7 et
prolongée par périodicité, ainsi que sa série de Fourier.

(3) Donner ’énoncé de la formule de Parseval.

(4) Déduire que

o0 2

1 T
2w

k=0

Exercice 11

(1) Soit f := X[ AT ou X[ 2 ](x) =1si —L <z < %, et 0 sinon. Calculer la

1
27027

27 27
transformée de Fourier f de f.

(2) Rappeler la définition de produit de convolution.

(3) Demontrer que si f et g sont deux fonctions absolument intégrables et bornées sur
R, alors F(f xg) = fa.

(4) Calculer la transformée de Fourier de la fonction g(z) =

(5) En déduire que
2
/ sin z(x)dx _
R X

sin?(x)
x2

T.S.V.P.
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Exercice 111

(1) Soit h une fonction absolument intégrable sur R. Montrer que la transformée de
Fourier de h ne peut pas étre la fonction identiquement égale a 1.

(2) Soit G(x) = e~™°. Montrer qu’il n’existe pas de fonction h absolument intégrable
bornée sur R telle que G x h = G.

(3) On suppose que (Kjs)s est une identité approchée qui vérifie de plus que pour tout

0 > 0, K5 est continue, paire, bornée. Montrer que [/(\5(5) est a valeurs réelles et que

-1< [/(\5(5) <1, pour tout £ € R.
(4) Soit f une fonction sur R, continue et bornée. En appliquant un résultat du cours,
calculer lims_, 550 K5 * f(z), pour z € R.

(5) Montrer que lims_,q -0 l/(\(g(f) =1.
(6) Soit f une fonction absolument intégrable sur R, telle que |f|? soit aussi intégrable
sur R. En utilisant la formule de Plancherel, exprimer [, |f * Ks(z) — f ()|? dz sous

~ 2 o~
la forme [, ‘ f(f)‘ Ls(€)de, on Ls dépend de K.

Exercice IV

On appelle E espace des fonctions continues sur [—1, 1], muni du produit intérieur

(fig) = B f(x)mdx

On pose, pour n € N,

h@) =1, fule) = = <%)n((1—x2)”), n>0.

- 21|

On admet que
d

d
0= n)| = a5
pour chaque n € N.
(1) Montrer que f, est un polynome de degré n.
(2) Montrer que { fo, ..., f,} forme une base de I'espace des polynémes de degré inférieur
ou égal a n.
3) Montrer que _1 n(x)dr =0 pour n > 1.
1
(4) Sin > m >0, montrer que f_ll fo(@) frn(x)dx = 0.
(5) On admet que 'espace engendré par {f,,n € N} est dense dans E. On pose ¢, :=
ffl |fn(2)|?dz (on ne demande pas de calculer ¢, explicitement) ; donner une base
hilbertienne de E.

NB — Cette famille de polynomes orthogonaux est connue sous le nom de polynomes de
Legendre.
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Controle Terminal du 11 mai 2017
(13h30-15h30)
Documents, calculatrices, téléphone interdits

Note: Toute réponse doit étre justifiée. Il est conseillé de soigner votre présentation. Aucun
document n’est autorisé. Les téléphones portables et calculatrices doivent étre éteints et
rangeés.

Cette épreuve comporte trois exercices. Il y a beaucoup de questions indépendantes. Faites
ce que vous savez faire dans le temps imparti, vous n’avez pas besoin de tout faire, mais
faites bien (et faites des questions des trois exercices).

Exercice 1

(1) Donner la définition de I'espace de Schwartz S(R), ainsi que les deux caractérisations
équivalentes vues en TD.

(2) Les fonctions suivantes sont-elles dans I'espace de Schwartz ? Justifiez brievement
VoS réponses.

() f(z) = 7=

Exercice 11

(1) Calculer la transformée de Fourier de f,(z) := e~27lel,

(2) Soit f une fonction absolument intégrable sur R, et A > 0. Rappeler la formule qui
donne la transformée de Fourier de x — f(Az) en fonction de celle de f.

(3) Pour 6 > 0, on pose g(x) := e~?*l. Montrer que la transformée de Fourier de g est
donnée par g(¢§) = ﬁ.

(4) On pose, pour z € R, y > 0, Py(z) := T (considérée comme une fonction de x

dépendant d’'un parametre y).
(a) Montrer que P,(£) = e~2ml¢l,
(b) Montrer que (P,),~o est une identité approchée.
(5) Soit f € S(R). On pose, pour z € R, y > 0, H(x,y) := (f * P,)(x). On rappelle
que pour y > 0 fixé, la fonction z — Hy(x,y) est dans S(R).
(a) En appliquant un résultat du cours, calculer lim,_,q,~0 H¢(z,y).

(b) En appliquant un résultat du cours, calculer Hy(¢,y) = [ e (2, y)da.

T.S.V.P.
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Exercice 111

Soit F = C([—1, 1]), I'espace des fonctions continues sur [—1, 1]. On pose, pour f,g € E,

(f.q) = / 1 f(w)mﬁdx.

(1) Montrer que Iintégrale ci-dessus converge pour tous f,g € E.

(2) Montrer que (f, g) définit un produit hermitien. On note || f|| := (f, f)'/? la norme
associée.

(3) En faisant le changement de variable 6 = arccos z, montrer que

(f,9) = /OTr f(cosB)g(cosB)do.

(4) On définit la fonction 7,, sur lintervalle [—1,1] par T,(cosf) = cos(nf), pour 6 €
[0, 7]. Donner Ty, T, Ts.

(5) Démontrer que pour tout n € N, T, coincide avec une fonction polynoémiale de
degré n. Indication : on peut utiliser des exponentielles complexes.

(6) Montrer par recurrence que

Tn+2(1’) = QZL‘Tn+1(£L') — Tn(ilT)
pour tout n € N et tout = € [—1,1].
(7) Calculer (T,,,T,,) pour tous n,m € N.
(8) Montrer que le systeme S,, := {Ty, T4, ...,T,} est orthogonal, et montrer que c’est
une base du sous-espace [, de E constitué des fonctions polynomiales de degré < n.

(9) On pose T, := ”T—lnuTn. On admet que les polynomes forment un sous-ensemble dense

de L*[—1,1]. Montrer que {fn, n > 0} forme une base hilbertienne de L?[—1,1].



