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Premiere partie

Equivalences, Développements Limités,

Développements Asymptotiques



Chapitre 1

Equivalences de fonctions

Dans ce chapitre, I désigne un intervalle ayant au moins deux points et sauf mention

contraire, f : I — R désigne une fonction définie sur I, a valeurs réelles.

1. Comparaison de fonctions

Dans cette section, a appartient a R i.e. a est un réel fini ou bien a est égal a +oo.
Les fonctions considérées sont définies dans un voisinage de a (ou de a™ ou de a™), sauf

peut-étre en a.

1.1. Notations de Landau.

1.1.1. Définitions. Soit f et g deux fonctions définies dans un voisinage de a (ou de
a® ou de a™), sauf peut-étre en a. On suppose que g ne s’annule pas dans un voisinage

de a sauf peut-étre en a. On introduit ici deux notations.

DEFINITION 1.1. On dit que [ est dominée par g au voisinage de a et on note f = O(g) ou
f(@)= 0 (9(x)) s’il existe A >0 et a > 0 tels que si |z —a| < a alors | f(z)] < A|g(z)].
Tr—a
f

Autrement dit, =(zx) est borné au voisinage de a.

DEFINITION 1.2. On dit que f est négligeable devant g en a et on note f = o(g) ou f(zx) =

o (g(x)) si pour tout e > 0, il existe o > 0 tel que si |z —a| < a alors |f(z)| < elg(z)).

r—a

Autrement dit, i(m) tend vers 0, au point a.
g

On a I’équivalence suivante :

f(z) =

(9(z)) <= il existe une fonction ¢ telle que f(z) = g(z)e(z), avec lime(z) =0

(0]
T—a T—a

1



2 1. EQUIVALENCES DE FONCTIONS

Vous pouvez choisir ’écriture qui vous convient le mieux. Dans les deux cas, il est
important de faire figurer le point ou ces égalités ont lieu, en mettant le point a sous le
signe o dans le premier cas, et en écrivant lim, (z) = 0 dans le deuxieme.

En effet, cette notion ” f négligeable devant ¢g” est une notion locale. On ne compare f et

g qu’au voisinage du point a.

Les caractérisations utilisées dans la pratique s’obtiennent directement :

PROPOSITION 1.1.
) | @)
(1) f(z) = o (9(x)) si et seulement si il_r)l(lz o 0.

(2) f(z)= O (9(x)) si et seulement si i(a:) est bornée dans un voisinage de a.
Tr—a

Par exemple on a :

(1) 2% = o (z”) si et seulement si o < 3.
T—>+00

a _ B\ o .
(2) = o (z”) si et seulement si a > 3.

Aussi on écrit :

(1) f(z) = wga(l) si et seulement si lim f(z) = 0.

T—a

(2) f(z) = O (1) si et seulement si f est bornée au voisinage de a.
r—a

Dans ce cours, on se servira trés majoritairement du concept de o,(.), et trés peu du

Oal.)-

** POUR ALLER PLUS LOIN

1.1.2. Propriétés. En utilisant les caractérisations ci-dessus, on obtient les résultats

sutvants.

PROPOSITION 1.2. Soit f, g et h des fonctions définies dans un voisinage de a, sauf
peut-étre en a. On suppose que g et h ne s’annulent pas dans un voisinage de a sauf

peut-étre en a.
(1) 8i f = olg) alors | = O(9).
(2) Si f = g(g) alors fh = g(gh).



1. COMPARAISON DE FONCTIONS 3
(3) Si f=0(g) alors fh = O(gh).

ProprosITION 1.3. Soit f,g,¢,1 des fonctions définies dans un voisinage de a, sauf
peut-étre en a. On suppose que g et 1 ne s’annulent pas dans un voisinage de a sauf

peut-étre en a.
(1) Si f =o(g) et o = o(¢) alors fo = o(gP).
(2) 5i f = 0lg) et ¢ = O() alors fo = O(g¥)).
(3) 5i f = olg) et p = O(¥) alors f = o(gy).

* ¥k

1.1.3. Croissances comparées. Les résultats suivants, appels ” croissances comparées”,
comparent les croissances des fonctions puissances, logarithme, et exponentielle. Ces résultats

sont tres souvent utiles.

ProrosITION 1.4. Soit a > 0, f € R.

(1) Inz)’= o (%)

T—r+00
i.e. en 400, la puissance polynomiale est toujours "plus forte” que le In.

(2) "= o (&)

r—r-+00

i.e. en +00, l'exponentielle est toujours "plus forte” que la puissance polynomiale.

1
Inz|f = — ).
(3) Imaf’ = o ()

Tracer de telles fonctions avec un logiciel graphique et/ou calculer de telles quantités par exemple pour : « = 1/2, 8 = 10

avec x moyennement grand puis trés grand...

=0.

L .. (Inz)?
Notons par exemple que (1) est équivalent a lim -
o T

De la proposition précédente découlent en particulier les majorations suivantes :

Pour « et (3 strictement positifs,
1) pour z dans un voisinage de +oo, (Inz)? <
p g ) _— )
(2) pour x dans un voisinage de +oo0, 2’ < e,

1
(3) pour x dans un voisinage de 0%, [Inz|® < —.
xa

Ceci reste vrai pour 8 < 0 bien entendu.
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1.2. Equivalents.

1.2.1. Définition. Soit f et g deux fonctions définies dans un voisinage de a (ou de a™
ou de a™), sauf peut-étre en a. On suppose que f et g ne s’annulent pas dans un voisinage

de a sauf peut-étre en a. On dit que f est équivalente a g au voisinage de a et on note :

frgon f(x) ~ g(a)si () —9(@) = o (4(x))

r—a

De maniere équivalente,

f(z) ~ g(x) si et seulement il existe une fonction e telle que f(z) = g(z)(1 + e(x))
r—a

avec lime(z) = 0.
T—ra

PROPOSITION 1.5. On a la caractérisation suivante.

f(z) ~ g(x) siet seulement si lim @) =1
T—a T—a g(m)

PROPOSITION 1.6. On a :

(1) f(x) ~ g(z) si et seulement si g(x) ~ f(x). (Commutativité).
r—a Tr—a

(2) Si f(x)x:ag(a:) et g(z) x:ah(x) alors f(x) ~ h(x). (Transitivité).

r—a

Notez qu’une fonction équivalente a une fonction donnée n’est pas unique.
Il est recommandé de n’écrire qu’un seul terme dans le membre de droite d'une équivalence.
Prenons un exemple : f(z) =zlnz —z+Inz —4 —1/x.
En utilisant les croissances comparées, on obtient f(z) od x Inx. Mais il est vrai également
que f(x) erooxlna: — z, ainsi que f(x) +rzoxlnx + 182/
En fait on peut ajouter a x In x toute fonction qui est négligeable devant x Inz en +oc.
En termes d’équivalents, on n’apporte aucune information supplémentaire en mettant
plusieurs termes : seul le terme dominant a un sens.
Par contre, on peut écrire f(x) =zlnz —x + +?)o(x), donc : (f(z) —zlnx) fodic2
(En fait on vient d’écrire 1a un ”développement asymptotique” de f en +o00 ; nous verrons

cette notion au paragraphe suivant).

EXERCICE 1.1.

a) Donner un équivalent en 0 de cos(x).



1. COMPARAISON DE FONCTIONS 5

b) Donner un équivalent en 0 et en +o0o de f(x) =z + cos(x).

COROLLAIRE 1.1. Soit f une fonction polynomiale de la forme
f(z) = apa® + ap 2?4+ .+ a2, avec 0 <p<n, a,#0, a, #0

Alors,

f(z) oy el f(z) o~ "

EXERCICE 1.2. Donner les équivalents de f(z) = 5z® + 22° +x en 0 et en +oo.

1.2.2. Premueres propriétés.

ProprosITION 1.7.

(1) Soit 1 € R*. On a f(x) ~ [ si et seulement si lim f(x) = 1.

r—a Tr—ra

(2) Si f~g etsilimg(x) =1¢€R, alors lim f(x) existe dans R et vaut [.
a T—ra

r—a

(3) Si f~g alors f et g sont du méme signe au voisinage de a.

PROPOSITION 1.8. Soit f, g telles que f(z) = o (g(z)). Alors,

T—ra

f(x) +g(z) ~ g(z).

T—ra

1.2.3. Opérations sur les équivalents. Voici la liste des opérations usuelles ”compa-

tibles” avec les équivalents.

PROPOSITION 1.9. (1) Produit : si f~g et o ~1, alors fo~ gib.

(2) Quotient : si f~g et p~1, alors iw%

(p a
(3) Composition a droite : si f~g et si lim @(x) = a, alors f(p(z)) ~ g(p(z)).
a r—xQ T—x0

Par contre, la composition a gauche n’est pas possible a-priori :

freg o % w(f(@) ~elg(e))

a

Un exemple. Soit f:z— 2>+ xet g:z— 22 Ona: f(z) o 2% done f(z) o g(x).

oI @)

On a aussi : —— = e® —» +o0. Par conséquent : /@ x 9@ .
eg(ff) T—+00 400
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Aussi ’addition n’est pas possible sans vérification préalable. Donnons un exemple.

Soient f:x— 2>+ 1let g:xr— —2*— 1. Ona:f(:c)f 7 etg(a:')+~ —a?

On a par ailleurs : f(z) +g(z) = -z + 1 fodi2 C’est a dire que :

f;get sof;w > f+90;g+1/}

Par contre dans le cas particulier suivant, ’addition des équivalents est licite.

PROPOSITION 1.10. (Addition) Soient A, i deuz réels, f~ Ah et g~ ph.
— SiA+pu#0, f+g~A+ph,
— SiA+pu=0, f+g=o0(h).

** POUR ALLER PLUS LOIN. Dans les cas particuliers suivants, on peut composer a

gauche.

PrRoPOSITION 1.11. On suppose que fr;g. Alors,
(1) Valeur absolue : |f] ~ lg].
(2) Puissance : pour tout o > 0, si g est strictement positive au voisinage de a, f¢ r;ga.
En particulier, \/f ~ V9.
(3) Logarithme sous conditions : silim g(x) =1 € [0,+00] et sil # 1, alorsIn f(x) o~ Ing(z).

r—a

(4) Exponentielle sous conditions : si lim(f(x) — g(z)) =0, alors e/ ~ 9@,
T—a T—a

EXEMPLE 1.1. Soit f : v — x++v2z%2+ 1. On a:r2+1+~ x? done Va2 + o Va2 =u.
D’ou f(x) o~ 2.
Donc lim f(x) = +o0, et In(x + Va2 +1) ~ In(2x) ~ In(z).
T—+00 +00

+00

X%

1.2.4. Equivalents des fonctions usuelles en 0.

Rappelons la définition de la dérivée :

g (K1) _ g

Tr—a r— a

De ce résultat, se déduit immédiatement la proposition suivante.

ProPOSITION 1.12. Soit f : I — R une fonction définie sur l'intervalle I, a € I. Si
f est dérivable en a avec f'(a) # 0, alors : | f(x) — f(a) ~ f'(a)(x —a)
r—a
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Notons qu'un Développement Limité (DL) de Taylor a l'ordre k& (pour une fonction
de classe C*) permet de généraliser ce résultat. Les DL de Taylor sont étudiés au chapitre

suivant.

De cette proposition, on déduit les équivalents des fonctions suivantes.

sinx ~x shx ~x

0 0
tanx ~x the ~x

0 0
In(l+z)~x e’ — 1~

0 0

arcsina:moza: arctan  ~
(14 2)* — 13043: pour tout a # 0

EXERCICE 1.3. Démontrer les équivalents classiques ci-dessus.

Notons que le résultat précédent ne permet pas de donner I’équivalent en 0 de cosx

car cos'(0) = 0....

Mais on a la
PROPOSITION 1.13. Soit f : I — R une fonction définie sur lintervalle I, a € 1. Supposons

qu’il existe ky € N* tel que f*0)(a) existe et soit non nul.
On définit :
s =min{k € N*, f®(a) # 0}

St f est de classe C* sur I , alors

1Y)

z—a 8!

f(x) = f(a)

(r —a)®

Dans le cas de I'équivalent en 0 de cosz on obtient : (cosz — 1)~y — 1/22°.

On a alors : cosx~gl — 1/2ZL‘2, soit donc : cosx~gl.

POUR ALLER PLUS LOIN.
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DEMONSTRATION. La formule de Taylor-Young & l'ordre s pour f en a s’écrit

f(x) = f(a) + %(m —a)’ + (v —a)’e(z), glﬁlg(lls(:v) =0
o [ (a) _—
c'est-a-dire f(z) — f(a) = o (x —a)® + m(_)m((.r —a)®). D’ou le résultat. O

REMARQUE 1.1. Pour étudier une fonction au voisinage d’un autre point que 0, on se

ramene a une étude en 0 a l’aide du changement de variable ad-hoc.
. Pour étudier f(x) au voisinage de x = a (a fini), on pose y = (x — a) et on étudie
g(y) = fla+y) au voisinage de y = 0.

. Pour étudier f(x) au voisinage de x = £00, on pose y = 1/x et on étudie g(y) =

f(1/y) au voisinage de y = 0.

2. Calculs de limites a I’aide d’équivalents

Le concept d’équivalent constitue un outil tres utile pour calculer des limites a-priori

indéterminées.

EXEMPLE 1.2. Calculer la limite de f(x) quand x — a dans les différents cas suivants.

On notera en premier lieu l'indétermination a-priori.

~ (I+a*) tanz Y
(1) flz) = sin(2z) 0.

Ona:1 —|—x2~0zl, tanz ~x et sin(2x)~0J2:1:.

En vertu des propriétés de multiplication-division d’équivalents, on a :
flays ot =
T)~—— = —.
0 2z 2

Finalement : glcli% flz) = 3"
(2) f(z) =2 (eT - 1), a = +oo.
1
Ona:—

- — 0.
On peut donc utiliser un équivalent de e* — 1 en 0.

~Y
22 4+ 1 +oo T z—+o00

Ona:e"—1 ~ u.
u—0

T 1
~ ~ —,
z—+oo 2 + 1 +oo 1

J
, on obtient : ex?+1 — 1

Avec u =
2+ 1
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1
Ainsi : f(x) ol 1.
oo I

Finalement : xgrfoof(x) =1.






Chapitre 2

Formules de Taylor & Développements Limités

Si f: 1 — R est dérivable en un point a de I, alors on peut écrire pour tout = € I,

f(@) = fla) + f'(a)(z — a) + (z — a)e(z), lime(z) =0

T—ra

ou encore : f(z) = f(a)+ f'(a)(x —a) + g(x —a).

Cela revient a approcher f par une fonction affine au voisinage de a.

EXERCICE 2.1. Faire un dessin illustrant cette relation.

1. Formules de Taylor

Dans ce partie sont présentés des théoremes qui étendent le résultat precedent : ce
sont les formules dites de Taylor. Sous des hypotheses de régularité sur la fonction f, on

écrit f, au voisinage d'un point a sous la forme d’un polynome en (z — a) plus un reste :

f(z) = P,(x — a) + reste, P, polynome de degré <n

Les diverses formules different par la forme du reste.

Le "reste” est appelé ainsi car négligeable par rapport a (x — a)™ au voisinage de a :
"reste” =o(z — a)". Rappelons que cela signifie que "reste” tend vers 0 quand x — a, et
ce plus vite que (z — a)”. Autrement écrit :

reste
—0

([[,‘ — a)n z—a
Nous reviendrons sur ces notions de comparaison de fonctions dans le chapitre suivant.

11
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1.1. Formule de Taylor-Young.

1.1.1. Enoncé.

THEOREME 2.1. Soit f : I — R de classe C" sur I, n € N*. Soit a € I.

Il existe une fonction € telle que pour tout x € I,

"(q (n) a
fa) = fl@) + Fa)e —a) + 00 —ap o Doy o ayega)

avec },»lglll e(z) =0.

On notera la validité uniquement locale de ce développement.

On notera aussi que 'on doit avoir f de classe C" (régularité de la fonction).

Il découle le résultat suivant.

PROPOSITION 2.1. Soit n € N. Si f: I — R est de classe C"' et si f+) =0 (i.e.

fOH)(2) = 0 pour tout x € I), alors f est un polynéme de degré au plus n sur 1.

EXERCICE 2.2.

a) Montrer que pour les fonctions sin(x) et exp(x), les formules de Taylor existent en

tout point a de R et pour tout degré n, n > 1.

b) Donner l'expression de leur formule de Taylor-Young au point 0.

EXERCICE 2.3. Ecrire la formule de Taylor d l'ordre 8 en 0 de : cos®(x).

On obtient ce que 'on appelle par la suite le Developpement Limité (DL) de Taylor
d’ordre 3.

EXEMPLE 2.1. Revenons a un calcul de limite un peu ardu. Soit :

_ tanz(l —sinzx)

J(x) = sin(2x)
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On cherche a calculer la limite de f au point a = /2.
On effectue le changement de variable h = (x — a) pour se ramener en 0. On obtient :
sin(h+72)(1—sin(h+ %))
cos (h + %) sin (2h + )
cos (h) (1 —cos (h))

flx) =

sin (h) sin (2h)
h2
Un DL de Taylor montre que : 1 — cos(h) ~q 5 7 ce qui donne finalement :
n?/2 1
T 0375, =3

On a donc : lim f(x)

Tz—m/2 - 4_1

POUR ALLER PLUS LOIN

1.2. Formule de Taylor-Lagrange.

THEOREME 2.2. Soit f : I — R de classe C"™' sur I, n € N. Pour tout a,z € I, il
existe ¢ €la, x| tel que

oy U

f"(a)
(x—a)" + CESN]

f(i'f):f(a)+f'(a)(:v—a)+T(az—a)2+...+

2. Développements limités

Soit I un intervalle de R et f: I — R.
L’objectif d'un Développement Limité (DL) est de comparer f a une fonction polynémiale

dans un voisinage de a, a € I.

2.1. Définition et lien avec les formules de Taylor. Soit n € N. On dit que f
admet un Développement Limité a 'ordre n en a (DL, en a) s’il existe un polynome a

coefficients réels P, de degré au plus n, et une fonction ¢ : I — R, tels que : Vo € I,

f(z) = Py(x —a) + (x —a)"e(x), lime(x) =0,

T—a
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c’est-a-dire :

f@)=P(x—a)+ o ((x—a))

T—a

P, s’appelle la partie principale de f d’ordre n en a.

On peut montrer qu’un DL en un point a, s’il existe, est unique. Par conséquent, pour
une fonction f de classe C™ en un point a (hypothese de régularité requise), la formule de

Taylor-Young d’ordre n fournit l'unique DL, de f au point a

THEOREME 2.3. Soit f: I — R de classe C" sur I, n € N*. Soit a € I.

Alors f admet un DL, en a de la forme suivante :

f"(a)

(g
5 Dl )(x—a)”—i- o ((x—a)").

f(x) = fla) + f(a)(z —a) + (r—a)f+.. .+ 2

L’ordre d'un DL se lit sur le reste. Par exemple, f(z) = 2z + o (z7) est un DL; de
xT—r

la fonction f au point z = 0.

** POUR ALLER PLUS LOIN.
La définition ci-dessus peut s’étendre a f définie seulement sur I \ {a} (dans le cas a
réel). Supposons que f admet un DLj en a, du type f(x) = ao —|—x ° a(l). En faisant tendre
x vers a, on obtient glcll}(ll f(z) = ag. Ainsi, on peut prolonger f par continuité en a, en
posant f(a) = ag. Dans la suite, on supposera donc que f est définie et continue en a. On

supposera également que la fonction € qui apparait dans le DL est continue en a (avec

g(a) =0).

REMARQUE 2.1. De cette premiere propriété, on déduit par exemple que In n’admet
1

pas de DL en 0, ou encore que T +— sin (5) n’admet pas de DL en 0, et ce a aucun ordre.

Supposons maintenant que f est continue en a et admet un DL; en a, de la forme
z)— f(a
f(z) =ap+ar(r—a)+ o (xr—a). On avuque gy = f(a). On obtient donc Jl@) = Ja) =
T—a Tr—a
a;+ o (1) — a;. La fonction f est donc dérivable en a, avec f'(a) = a;.
Tr—a Tr—a
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M — f'(a) donc f(z) = f(a) +

Tr— a r—a

f(a)(x —a)+ xga(a: —a), et f admet un DL; en a.

Réciproquement, si f est dérivable en a, alors
On a donc le résultat suivant.

PROPOSITION 2.2.
(1) f admet un DLy en a si et seulement si [ est continue en a.

(2) f admet un DLy en a si et seulement si f est dérivable en a

Attention. Ceci ne se généralise pas pour n > 2.

1
EXEMPLE 2.2. Soit f : R = R, f(z) = 23sin— siz #0, 0 si x = 0.
x

1
Montrons que f admet un DLy en 0. On a déja vu que xsin— = 00(1) donc f(x) =
x T—
2

Etudions la dérivabilité seconde de f en 0. f est de classe C*™ sur R*, et pour x # 0,

1
f'(x) = 32*sin — —Tcos—.

Donc, f'(x) —0 et f est dérivable en 0 de dérivée f'(0) = 0.

x—0

") — f!
Pour x # 0, L(‘l)f() = 3z sin — —cos —, dont le premier terme tend vers 0 en 0 mais
x — x x

dont le second terme n’admet pas de limite en 0. Ainsi, f n’est pas deux fois dérivable en

0.

** Fin ”pour aller plus loin” **

2.2. Parité.

Lorsque le fonction considérée est paire ou impaire, il est plus qu’intéressant de se

rappeler du résultat suivant.
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PROPOSITION 2.3. Soit I un intervalle symétrique par rapport a l'origine, soit f : I — R.

On suppose que [ admet un DL, en 0, n > 0.
(1) Si f est paire, alors P,(f) n'a que des puissances paires.

(2) Si f est impaire, alors P,(f) n'a que des puissances impaires.

Autrement dit, P,(f) préserve la parité de f.

** POUR ALLER PLUS LOIN.

Développement limité a I’ordre n en +oo. On dit que f admet un développement

limité a I'ordre n en +oo s’il existe un polynome a coefficients réels P, de degré au plus

n et € : I — R une fonction tels que pour tout x € I,

f@) = P, (1) + (1>ng(x), lim =(x) = 0,

r—F00

c’est-a-dire

ok

2.3. Exemples fondamentaux. Commencons par un exemple trivial : le cas ou f

est elle-meme un polynome !

Soit f une fonction polynomiale de la forme

f(x) =ay+a1z+ ... +ay2?, avec p e N, q, # 0.

Alors f admet un DL en 0 a tout ordre. En effet :

-Sin>p, ap+ a1+ ...+ apa? est un polynome de degré < n, le reste est nul.

—Sin<p, f(x):ao—f-alx—}-...+anx"+x”(an+1x+...—i—apa:p_"):a0+a1x—|—...+

a,x" + o (z").

x—0

(1) Au travers de l'astuce d’écriture suivante (astuce a retenir) :

+z+2°+... +2")(1—x2)=1—2""
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On en déduit deux développements limités fort utiles en pratique.

En effet, on obtient :

wn—i—l
=1l+z+2°+... +2"+
1—=x 11—z
et donc :
=l+z+2°+...+2"+ o (2"
1—=2 z—0
Ou encore en posant x = —x, on obtient :

T2 :1—x—|—x2+...+(—1)”x"+xgo(x")

(2) La fonction exponentielle étant de classe C* sur R, elle admet un DL & tout ordre
en 0. De plus, exp®™(0) = 1 pour tout k € N.

La formule de Taylor-Young donne alors pour tout n € N,

2 n

el a4t 0 ()
e = X ol ol I%OJ,‘.

(3) Les fonctions cosinus et sinus étant de classe C*> sur R, elles admettent un DL a
tout ordre en 0. De plus, pour tout k € N, cos™ (0) = 1, sin®)(0) = 0 si k est pair,
cos®(0) = 0, sin®™(0) = 1 si k est impair.

La formule de Taylor-Young donne alors pour tout n € N,

=1 12 1) $2n 2n+1
cosz =1-— o +...+ (-1 2n) —{—xgo(x ).
et
) 173 . 1,271—!—1 ont2
g =a =g+ CU gy Lo,

Il s’agit du DL a l'ordre 2n + 1 de cos et du DL a 'ordre 2n 4 2 de sin. Notons
aussi que par parité, il s’agit en fait du DL a l'ordre 2n + 2 (resp. 2n + 3) de cos

(resp. sin).

(4) La fonction f : z + In(1 4 x) étant de classe C* sur | — 1, +ool, elle admet un DL
(=D (k- 1)!

a tout ordre en 0. De plus, f® (z) = T
T

pour tout > —1, pour tout
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ke N.

La formule de Taylor-Young donne alors pour tout n € N,

2 a3

— _ - _ n—lﬁ n
In(l+z)==x 2+3 o+ (=1 n+r(—)>0(x ).

(5) Soit a € R. La fonction f, : z — (1 + z)* étant de classe C*> sur | — 1,1], elle
admet un DL a tout ordre en 0. De plus, fc(yk)((]) =ala—1)...(a¢ =n+1) pour
tout k € N.

La formule de Taylor-Young donne alors pour tout n € N,

—1 —1)... (a— 1
(1+x)o‘:1+ozx+Mx2+...+&(a Jo(aznt )x”+ o (z").
2! n! z—0
1
Pour a = —1, on retrouve le DL de en 0
(1+x)

Pour « =1/2 et « = —1/2, on obtient le DL de x — /1 4+z et z+— 1/y/1+ 2

en 0.

A Tordre 2, cela donne

_ ror 2
l+z = 1—1—2 3 +zgo($ ),
1 r 3

_ 1t 5 o (22
T 2+8x +x_>0(x)

EXERCICE 2.4. Retrouver vous-memes par le calcul ces DL.

2.4. Développements limités ailleurs qu’au point 0. Lorsque 'on veut étudier
une fonction f au voisinage d'un point a € R, a quelconque (a-priori différent de 0), on
peut se ramener a une fonction auxiliaire en 0 en faisant les changements de variables

suivants.

— Sia €R, on pose h =1z — a.

Alors h — 0 quand « — a, f(x) = f(a+h) et on étudie h — f(a+ h) au voisinage de 0.

—Sia:ioo,onposeh:%.

1 1
Alors h — 0 quand z — a, f(z) = f <E) et on étudie h — f (E) au voisinage de 0.
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Dans la suite, nous énoncerons les résultats pour des développements limités au voisi-
nage de 0, ceux concernant des développements limités au voisinage d’autres points s’en

déduisent par les changements de variables précédents.

2.5. Opérations sur les développements limités. Notons que pour les fonctions
pour lesquelles les dérivées successives sont simples a calculer, le formule de Taylor-Young
permet d’obtenir rapidement le développement limité de la fonction au point considéré.
Mais si les dérivées successives sont lourdes a calculer, ou bien si la forme d ela fonction

s’y prete, on utilise plutot les théoremes d’opérations qui suivent.

2.5.1. Addition et multiplication par une constante.

THEOREME 2.4. (Addition). Soit I un intervalle tel que 0 € I ou 0 extrémité de I.
Soit f,g: I — R deux fonctions, n € N. Supposons que f et g admettent un DL, en 0.
Soit A\, u € R. Alors la fonction (\f + pg) admet un DL, en 0 et

Pu(Mf + pg) = AP.(f) + pPu(g)

2 n

T T
EXEMPLE 23. Onavu:e* =142+ —+ ...+ — + (:1:”)
2! n' z—0
—x SL’2 (_1>nxn n
Donc:e"=1-ax+—+... 44—+ o0 (a: ) En sommant et en soustrayant, on
2! n! z—0

obtient simplement les DL de ch et SH en 0!

On remarquera que ch étant la partie paire de [’exponentielle, son DL en 0 ne contient
que des puissances paires, et que sh étant la partie tmpaire de l’exponentielle, son DL en
0 ne contient que les puissances impaires.

Pour tout n € N,

chx:1+x—2+ + o + 0 (9‘;2”“)
ol T @2n)l e
ZL’S x2n+1 _—

Il s’agit la du DL a lordre 2n + 1 de ch et du DL a l'ordre 2n + 2 de sh.
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2.5.2. Produit.

THEOREME 2.5. (Produit). Soit I un intervalle tel que 0 € I ou 0 extrémité de I. Soit
f,9: 1 — R deuz fonctions, n € N. Supposons que f et g admettent un DL, en 0.
Alors le produit fg admet un DL, en 0 et

P.(fg) s’obtient en tronquant a l'ordre n le polynome P,(f) - P,(g).

EXEMPLE 2.4. Déterminons le DLy en 0 de f: x — e*\/1 —x. Ce DL existe puisque
f est de classe C* sur | — oo, 1].

Ona‘egc:l—i—x—i—x—z—i— 0 (a:2) et\/l—le—z—x—Q%— 0 (.rZ)
’ 2 z—0 2 8 z—0 ’

Donc :

flx) = (1+x+%2) (1—g_§)+120($2>

NB. Les termes de degré > 2 du produit “rentrent” dans le o

2

s xXr
= 1+5 -5 +,9,0)

2.5.3. Quotient. Soit I un intervalle tel que 0 € I ou 0 extrémité de I. Soit f,g: [ — R
deux fonctions, n € N.

Supposons que f et g admettent un DL, en 0. On suppose de plus que g(0) # 0.

On cherche a écrire un DL, en 0 de i(az)

La démarche est la suivante. On écrit le DL,, de g au point O :

" (0 (n)
o) = 9(0) + g 0+ L0+ Eman s o(an)

Soit : g(x) = P,(g(x)) + 8(x"). On factorise g(0), ce qui donne :

Fa(g(x)) = g(0)(1 + @n(x))

ou @, est un polynome de degré < n qui vérifie @,(0) = 0.

Ainsi on a développé ¢ sous la forme suivante :

9() = 9(0) (14 Qulx) + o_("))
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Comme g ne s’annule pas en 0, 1/g est définie dans un voisinage de 0 et on a :

1 1

g(x) 9(0) (1 +Qu(z) + o (l’”)>
1 1
9(0) (1 + u(x))

avec u(x) = Qn(x) + o (z"), u(z) — 0.
Soit :

On remplace ensuite u(z) par son expression (@Q,(z) + 0,0(z™)), et on tronque a
I’ordre n en x.

1
On obtient alors le DL,, de —(x) en 0 et finalement celui du quotient i par produit.
g g

En résumé, le point clef pour obtenir le DL d’un quotient au point a, est de

faire apparaitre une expression de la forme : , avec u(a) = 0.

1
1+ u(x)

EXEMPLE 2.5. Déterminons le DLs de tan en 0, en considérant tan(x) comme étant
le quotient de sin(x) et cos(x).
NB. On pourrait obtenir plus simplement le DL de tan en appliquant directement la for-

mule de Taylor.

On a :
2 ab s
sin x §+§+$_>0<$ )
tanx = = 3 7
COS T 1_x_+ z* N ()
21 4! z—0
:uv% 0
x—0
° ° 5 2 2
= (x—g—l—g—l—mgo(:ﬁ )) (1—u+u +ugo(u ))
o
Avec :u? = =+ o (2°). D'ou
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2P 5 ot at 5
tanx = (x_§+§+zgo(x )) (1+(§—I)+Z+x30(w ))

Dans le cas ou ¢(0) = 0, on peut parfois conclure. La procédure est toujours la

méme. Prenons un exemple.

_ In(1+4+ =z )
EXEMPLE 2.6. Déterminons le DLz de f : x +— Q en 0. Le numérateur et le
sin x
dénominateur s’annulent en 0, mais In(1 + x) ~yT sinz, donc f admet une limite en
T— T—

0, qui vaut 1.

Comme précédemment, our obtenir le DL de f en 0 (s’il existe), on cherche a se ra-

mener a une fonction du type x — v(z)/(1+u(x)), avec u(0) = 0.

Pour cela on met en facteur la plus petite puissance dans les DL du numérateur et du
dénominateur, ici x. Par cette procédure, on va diminuer d’un ordre ces DL. Il faut donc

partir des DL, de ces fonctions pour obtenir un DLs de f. On a

x2+x3 $4+ o ()
e T
flx) = 2 33 4 =0
1
x_3|+1‘9>0(x>
r 2 23 5
I R R WP
= 3
x 3
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** POUR ALLER PLUS LOIN

2.5.4. Composition.

THEOREME 2.6. Soit I et J deux intervalles tels que 0 € I, 0 € J. Soit f : I — J,
g : J = R deuz fonctions, n € N. Supposons que f(0) = 0. Supposons que f et g admettent

un DL, en 0. Alors la composée g o f admet un DL, en 0 et

P.(go f) s’obtient en tronquant a l’ordre n le polynome P,(g) o P,(f) |

EXEMPLE 2.7. Déterminons le DLy en 0 de x — e“%. Il faut prendre garde ici :
cos0 =1, donc on ne peut pas utiliser directement le DL de exp en 0. On écrit le DL de

cos(x) en 0, on obtient :

e 1 g2
Ce qui donne (astuce) :
2 4
O R TRACy
On a fait ressortir : u = —% + % + 04 0(zh) tel que uw:>00 /

On obtient alors :

u2
R e(1+u+—+ 0 (u4))

2 u—0
22 ozt 1 (a2t
= 1] -+ = 4
e( > "1 ") 4>+x30(x)>
_ € 92 € 4 4
= e—32 +635 +xgo(x)

2.5.5. Intégration.

THEOREME 2.7. Soit I un intervalle tel que 0 € I. Soit f : I — R une fonction
continue, n € N. Supposons que f admet un DL, en 0 du type f(x) = ag + a1+ ... +

anx" + o (x") Alors toute primitive F de f sur I admet un DL, 1 en 0 de la forme
z—>
2 n+1

— [L’_ n+1
F(:c)—F(O)+a0x+a12—i—...—i—ann_i_l—i—x_m( ).

Autrement dit, on integre le DL pour obtenir celui de sa primitive.

N’oubliez pas d’ajouter la constante d’intégration.
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EXEMPLE 2.8. La fonction arctan est de classe C* sur]—g, g [, donc elle admet un

DL a tout ordre en 0. De plus, pour tout x € ]—g, g [, pour tout n € N,

1
=1—-2+2* - .+ (=D)"2*™ + o (z@).

arctan’(r) = T o

Donc en intégrant ce DL, on obtient

e 2+
arctanz = arctan(0) +z — 3 +...+ (—1)”2n = + xgo(m%“)
23 2201
t =r——+...+(—1)" o (x*+?
arctans = — +...+ (-1 2n+1—|—x%0(:p )

2.5.6. Dérivation. -Attention, sans hypothese de régularité suffisante sur f, il est in-
terdit de dériver un DL.
Il se peut que f admette un DL,, en a mais que f’ n’admette pas de DL,,_; en a. Donnons

un example.

1
EXEMPLE 2.9. Considérons f : x — x + 2*sin (—2) six#0,0siz=0.
x

Ona f(x)=x+ Oo(x), donc f admet un DLy en 0. De plus, f est dérivable sur R* avec
z—

x x?
d’ou ' n’admet pas de DLy en 0.

1 2 1
f'(x) =1+ 2zsin (;) — —Cos (—) La dérivée f' n’admet donc pas de limite en 0,

Cependant, si f est de classe C" sur I, n > 1, alors f’ est de classe C"~! sur I et d’apres
la formule de Taylor-Young, f' admet un DL,y en a de la forme suivante (formule de

Taylor habituelle) :

(f)"D(a)

fl@) = flla)+ f(a)(x—a)+...+ (z—a)" "+ o ((z—a)"")

(n—1)! z—a
= (f(a)+f/(a)(x—a)+...+fnn—(f)(x—a)”) +x3a<(x_a)n_l)‘

Dans ce cas, on peut donc dériver le DL,, de f pour obtenir le DL,,_; de [’ en a.

Cette remarque n’est intéressante que si le DL,, de f en a n’a pas été obtenu a I’aide
de la formule de Taylor-Young, c’est-a-dire en calculant les dérivées successives de f .
En effet, dans le cas contraire pour obtenir un DL de f’ il suffit de procéder de la meme

maniere avec la formule de Taylor.
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2.6. Formule de Taylor et extrema. La formule de Taylor-Young permet d’obtenir

une condition suffisante d’extremum pour les fonctions de classe C2.

THEOREME 2.8. Soit f: I — R de classe C* sur I. Soit a € I tel que f'(a) = 0.

(1) Si f"(a) > 0, alors f admet un mimimum local strict en a.

(2) Si f"(a) <0, alors f admet un mazimum local strict en a.

DEMONSTRATION. On écrit la formule de Taylor-Young & l'ordre 2 en a. Comme
f'(a) =0, on a

f(x) = f(a)+ Lm)(x —a)? + (r —a)*e(x —a), lime(x —a) = 0.

2 Tr—a
Supposons f”(a) > 0. Comme lim e(z — a) = 0, il existe n > 0 tel que pour |z — a| < 7,
T—ra
le(x —a)| < f"(a)/4, donc e(z — a) > —f"(a)/4 et (v — a)’c(x —a) > —f"(a)(x — a)?/4.

Ainsi, pour |z —a| <7, x # a,

" " "
£@) — fla) 2 TN —ap - L g e - T e
La fonction f admet donc un minimum strict en a.
Le cas f”(a) < 0 est laissé en exercice. O

REMARQUE 2.2.

(1) La réciproque de ces propriétés est fausse. La fonction f : x — x* admet un
miminum global en 0, f'(0) = f"(0) = 0.

(2) Si f"(a) =0, on ne peut rien dire. La fonction [ peut admettre un mazximum (par

exemple  — z* en 0), un mimimum (par exemple T —zt

en 0), ou ni l'un ni
Uautre (par exemple x +— x3 en 0).

Ces exemples sont en fait typiques.

Astuce. Pour déterminer le comportement de f au voisinage de a, on écrit son

développement de Taylor (sl existe) jusqu’au premier terme non nul apres f(a) :

") (g
f(z) = f(a) + f—()(a: —a)"+ (x —a)"e(x —a), lime(x —a)=0.

TL' r—a

Le signe de f(z) — f(a) est donné par celui de ce terme. Si n est impair, f(x) — f(a)

change de signe au voisinage de a donc f n’admet pas d’extremum en a.
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Si n est pair, f(x) — f(a) est de signe constant au voisinage de a donc f admet un

extremum en a.
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3. Récapitulatif des Développements Limités des fonctions usuelles en 0

Pour tout n € N*,

—1 —1)...(a—n+1
(1+x)“:1+ax+Mx2+...+a(a )...(a—n+ )x"+ o (")
2! n! z—0
2 n
C=lt+a+—+.. +—+ o0 (a")
2! n! z—0
h —1+x2+ + L + <2n+1>
e 2077 (2n)! a0
3 2+l oo
he =t Gy %)
ZIZ'2 m2n _—
— _ _ n n
cose =1 2!+‘”+< 1 (2n)!+x—>o( )
‘ 3 g -
s = e =gt ) g LG
=l+z+2°+... +2"+ o (a")
11—z z—0
1
sl () o ()
2 a3 ot .
ln(1+x)—x—3—|—§+...+(—1) ?jogo(a:)
3 5 2n+1
aretan == % * % o <_1)n2$n 1.0

3

B x 2 . 6
tanx—x—l—g—l—ﬁx +mgo(a:)







Chapitre 3

Développements Asymptotiques

1. Principe et premier exemple

Un Développement Limité (DL) a 'ordre n permet d’approcher localement une fonction (suffi-
samment réguliere) par un polyndme de degré n.
Un Développement Asymptotique (DA) consiste a étendre la gamme de fonctions auxquelles on

cherche a comparer la fonction donnée.

Notons également que toutes les fonctions n’admettent pas de développement limité

en tout point.

L’idée d’'un DA est de se ramener a des fonctions dont le comportement est bien
connu. Les familles de fonctions les plus utilisées sont : (v +— (x — a)"),er €t (v +—
2% I z|”) 0 pere et (x> 2%€7) (0 p)cre-

Dans ce cours le cas que 'on rencontrera le plus souvent est celui de la famille (z —

(x - a>n)n€Z-

On parle alors de développement dans l’échelle des (z — (x — a)")pez.

Notons bien que n € Z et non N.

2z
EXEMPLE 3.1. Soit f : x — 2\, On cherche un DA de f en oo, sans préciser
a-priort sur quelle échelle ni a quel ordre.

Traitons d’abord la fonction exposant. On a :
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1
En faisant le changement de variable w = — et utilisant le DL de en 0 (a un ordre

x? 1—u
relativement bas donc simple mais intuitivement ”suffisamment élevé”), on obtient :

20 _2( 1 (1\y_2, 2 (1
1‘2—1_5 ? r—+oo P _E E r—+o0 F

2
5 i On a: lim v =0. On peut alors utiliser le DL de la fonction
¢ —1 z—Foo

On pose : v =

exponentielle en 0 : exp(v) =1+ v + v?/2 + 0y(v?). Ce qui nous donne d l'ordre 2 :

(2271_'1) . 1 (2+2 +14 o 1
¢ =t T x3) 2x2+z—>ioo 3

Attention a bien prendre en compte tous les termes requis jusqu’a "l’ordre” choisi a-

o . 1 . .
riori. Dans le cas présent, ['ordre visé est : o — ). A noter que l'on aurait aussi
2 :t 3
r—Foo \ I

_2z 1
pu considérer le développement moins poussé suivant : P =142+ 24 o — .
x 1‘2 r—Fo0 1‘2

Finalement, on obtient le Développement Asymptotique de f suivant :

2 1
f(.T) —$+2—|—E+x_>0ioo <E>

En résumé, pour obtenir ce DA, on a composé les DL requis a un ordre suffisant

et en conservant bien les termes d’un certain ordre fixé a-priori. Le résultat est un
développement de la fonction qui difféere bien d’un DL : il s’agit d 'un développement dans
une famille de fonctions autre que de (simples) polynomes. On parle alors de Développement

Asymptotique (DA) de f.
2. Etude des branches infinies de fonctions

2.1. Sur l'utilité du DA. L’objet d'un D.A. est d’apporter de précieuses informa-
tions sur le comportement de la fonction considérée f(x) = ze'#0) au voisinage d'un
point.

Dans le cas de I'exemple précédent, on aurait pu noter avant tout développement que :

lim f(z) = +o0. Cependant ne nous renseigne pas beaucoup sur le comportement de cette
+oo
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fonction a linfini...

Comment f va-t-elle a l'infint ¢ Comme une exponentielle ¢ un polynome ? si oui, de quel

degré ? un logarithme ? ou encore ?...

Le D.A. obtenu nous renseigne alors précisément sur le comportement de f a 'infini.

En effet, on a montré que :

f@) - (@+2) =2+ o (1)

x r—+oo \ I

Autrement dit, le graphe de cette fonction f admet une droite asymptote a l'infini
(d’é quation y = (z + 2)), et reste au-dessus de sa droite asymptote.

Seul un DA peut nous renseigner sur ce type de comportement.

EXERCICE 3.1. Faites un dessin illustrant le comportement de la fonction a l’infin.

2.2. Asymptotes. Notons par la suite Cs la courbe représentative de la fonction f,

Cr=A{(z, f(z)) |z € Dy}

On dit que Cy admet une branche infinie lorsque 1'une des deux coordonnées tend vers
+o0.
On cherche souvent a déterminer plus précisément 1’allure de ces branches infinies.

Peut-on en particulier affirmer si C; "ressemble” a une autre courbe plus simple ?

Pour cela, on dé finit la notion de courbes asymptotes. Soit f et g deux fonctions

définies au voisinage de a fini ou +oo.

DEFINITION 3.1. On dit que Cy et C, sont asymptotes (ou que Cy admet Cy pour asymp-

tote) au voisinage de a si : im(f(x) — g(x)) = 0.
T—a
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REMARQUE 3.1. Lorsqu’une fonction f admet une limite infinie en un point a fini,
ie. }El_r}'cll f(x) = £o0, on dit que Cy admet la droite d’équation x = a pour asymptote.
Cette derniere dé finition ne rentre pas dans le cadre de la définition précédente car la
droite d’équation x = a n’est pas la courbe représentative d’une fonction, mais l’idée reste

la méme.

EXERCICE 3.2. Donner un exemple et faites un dessin illustrant ces propos.

Positionnement d'une courbe C; par rapport a son asymptote C,. Lorsque ’on sait que
deux courbes sont asymptotes au voisinage de a (fini ou £00), on se demande souvent
quelle est leur position relative au voisinage de a.

Pour cela, il suffit d’étudier le signe de (f — g) au voisinage de a. En effet,
- Si f(z) — g(x) > 0 au voisinage de a, alors Cy est au-dessus de C, au voisinage de a,

- Si f(x) — g(x) < 0 au voisinage de a, alors Cy est en dessous de C, au voisinage de a.

Lorsqu’on connait un Développement Asymptotique de [ suffisamment précis, on peut
souvent en déduire [’allure de la courbe représentative de f au voisinage du point considére.
En particulier, s’il existe une asymptote, et si oui quelle est la position de la courbe de f

par rapport a son asymptote.

EXEMPLE 3.2. Revenons a l’exemple précédent.
( 2

Soit f:xr—e 21 On a v que

f(x):x+2+§+ 0 (1)

r—+oo \ T
Ainsi,
2
flz)—(z+2) ~= — 0

too I r—+0

On en déduit que la droite d’équation y = (z + 2) est asymptote a la courbe de f, Cy,
au voisinage de +00 et —oQ.
2
De plus (f(z) — (x +2)) est du signe de — au voisinage de 00, donc Cy est au-dessus de
x

son asymptote au voisinage de +00, et en dessous au voisinage de —oo.
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3. Calcul de limites a I’aide de DL et DA

Les DL et DA deviennent utiles pour calculer les limites de formes indéterminées,

lorsque les équivalents ne contiennent pas suffisamment d’information pour pouvoir conclure.

In(l+sinz) — tanzx
EXEMPLE 3.3. FEtudions [’existence de : lim( ( + )
z—0 sinx —tanx

Notons ['indétermination a-priori de la limaite.

).

r—XT

Tentons de traiter le probléme a l'aide des équivalents. On obtient : f(x) ~q
r—x
Nous obtenons a nouveau une indétermination...

Il nous faut donc plus d’information pour lever cette indétermination.

On écrit alors des DL de toutes les fonctions impliquées, en faisant bien attention aux
points auzquels on peut / doit effectuer ces DL, et aussi a l'ordre minimal requis pour

obtenir linformation manquante...

3 3
x x
Ona:sinz=2——+ o (2% ettanz =2+ — + o (2*). Donc :
6 z—0 3 z—0
3 3
x x
sinx — tanz 5 +3H0(x ):1:%0 5

On remarque que sin(0) = 0. On peut alors écrire un DL de In(1 +u) enu =0 :

z? 2
ln(1+sin:r):ln<1+x———|— o (:v3)> =r—"—+ o (2%

6 z—0 2 x—0
Donc :
22
In(1 + sinz) — ~
n(l + sinx) tanz ~ 5
On obtient finalement :
In(1l +sinz) — tanz —2?/2 1
sing —tanz =0 —23/2 2

In(1+sinz) — tanx

Finalement on en déduit que : lim( -
z—0 sinx — tanx

converge pas vers une valeur finie).

) n’existe pas! (La fonction ne



34 3. DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES

Par contre on a obtenu montré que :

. In(1+4sinz) —tanx . In(1+4sinz) —tanx
lim = 400 et lim = —00.

z—0+ sinz — tanzx z—0~ sinx — tanz

EXEMPLE 3.4. POUR ALLER (BIEN) PLUS LOIN
Déterminons le développement asymptotique de f : x — (1 + a:)z% selon la famille (z —
2% I 2|%) (0 p)erz @ la précision 1/z* en +oc.
1 1
On a: (14 x)s? =exp (—2 In(1+ x))
x

Tout d’abord, on cherche un développement asymptotique de In(1 + x) en +00. On a :

1
In(l4+2z)=Inz+In (1 + —). Soit :
x

1 1 1
1n(1+£)=1nl‘+5—ﬁ+x_g_oo (?),

1
car — — 0.

€T T—+00
, .1 Inz 1 1 1
Do o) =25 ¥ 5~ g ¥, (;)
Inx , .
et donc : —In(1+x) ~ — — 0 par croissances comparées.
132 +oo :L‘2 r—r+400

On peut alors utiliser le DLy d’exp en 0, ce qui donne :

(110)% - lnx+1 A lnm+1 1 2+ ) 1
xT)=x = _— _——— —_ _— _——— _—
2 3 2t 2\ 22 3 2t z—4oo \ x4

Inz 1 1In%z 1 1
= 14—+ —=4+= ——4+ o0 — /-
T r—+00 \ I
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Intégration






Chapitre 4

Intégrales simples

1. Généralités

b
Dans ce chapitre nous allonsetudier I’ ”objet” suivant : / f(x) dz, asavoir : "I'intégrale
a

de la fonction f(x) entre les bornes a et b”.

REMARQUE 4.1. La variable x est dite muette, c’esta dire qu’elle peutétre remplacée

par nimporte quelle autre variable. C’esta dire que l'on a cette quantité qui est égaledala

b
suivante : / f(t)dt.

Avant de construire rigoureusement cette notion d’intégrale, donnons en d’abord une

idée intuitive.

Cet objet revientaquantifier 1'aire algébrique (i.e. signée) comprise entre le graphe de

la fonction f(x), 'axe des x et les deux droites paralleles a 'axe des y (x = a et © = b).

Par aire algébrique, on entend que les aires correspondant aux valeurs ou la fonction
est positive (partie du graphe au dessus de I'axe des ) sont comptées positivement
et les aires ou la fonction est négative (partie du graphe en dessous de I'axe des x)

sont comptées négativement. La figure suivante donne une idée de cette aire :

On ajoute 'aire marquée avec un + et on retranche celle marquée avec un —.

37
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On va commencer dans cette section par introduire la notion d’intégrale simple.

Pour pouvoir parler d'une intégrale simple, il faut que les conditions suivantes soient
réunies :
— lintervalle d’intégration doit étre un segment [a, b] (intervalle fermé borné) ;
— la fonction f doit étre définie, sauf peut étre en un nombre fini de points de
la,b], et étre bornée sur Dy N [a, b].
Le fait de ne pas exclure les fonctions qui ne sont pas définies en certains points est
important dans les applications comme on ’a vu au chapitre 1 pour le calcul du volume

de la poutre dont la section n’est pas continue (elle change brusquement).

Les intégrales simples concernent donc les intégrales des fonctions f qui sont définieS
sur un segment [a, b] (potentiellement a l’exception d’un nombre fini de points) et qui sont
bornées sur Dy N [a, b].

On écrira f € B([a,b]) pour désigner une fonction ayant ces propriétés.

Le but de cette section est de :
a) caractériser les fonctions qui sont intégrables (partie abstraite) ;
b) de donner des éléments permettant d’arriver & une expression analytique de la valeur
de I'intégrale (si possible...),

et/ou de préparer les outilsal’approximation de cette valeur a partir d’une algorithmique.

Dans toute la suite, [a, b] désignera un segment de R.

2. Fonctions en escalier

Nous allons d’abord définir I'intégrale de fonctions tres simples : les fonctions constantes

par morceaux sur [a, b] qu’on appelle traditionnellement fonctions en escalier dont la figure
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suivante donne une idée

Yo

Par un passage a la limite adapté, nous en déduisons l'intégrale de fonctions plus

générales.

Pour énoncer de facon précise la notion de fonction en escalier, nous avons besoin
d’introduire la définition d’'une subdivision du segment [a,b] (appelée décomposition de
domaine sans recouvrement dans la terminologie récente des méthodes numériques). Une
subdivision du segment [a, b] est une décomposition de [a, b] en sous-intervalles |x;_1, ;[
pour i = 1,--- ,n correspondant a la donnée d’une suite finie de points p = {z; 223 telle

que
To=a<T] <Xy < < xp_1 <xp=0>0.

On note par P, ; 'ensemble des subdivisions de [a, b]. Chaque intervalle |x;_;, ;[ est appelé
intervalle de la subdivision. Le pas oumodule de la subdivision est la plus grande
parmi les longueurs h; = x; — z;_1 de ses intervalles

d(p) = max h;.

=1, ,n

Une fonction en escalier sur le segment [a, b] est une fonction f définie sauf au plus
sur un nombre fini de points de [a, b] ayant la propriété suivante : il existe une subdivision
p= {xz}zzg € P.p telle que la restriction de f a chaque intervalle de la subdivision est

constante, c’est a dire

flz)=¢, Vr€lr,,x[, (i=1,---,n).

Nous désignerons ’ensemble des fonctions en escalier sur [a, b] par £([a, b]). Il est

immédiat que £([a, b]) est un sous-ensemble de B(la, b]).
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Selon la description faite précédemment, 'intégrale d’une fonction en escalier f donnée

comme ci-dessus vaut la quantité suivante :

n

Z(xl — Ti1)¢.

i=1

En toute rigueur, Il faudrait vérifier que cette définition soit consistante, c’est a dire
qu’elle ne donne pas une valeur différente lorsqu’on utilise une autre subdivision pour
définir la fonction f...

Les outils que 'on va introduire vont permettre de s’assurer de la consistance de cette

définition de l'intégrale et ’étendre a des fonctions plus générales.

3. Définition de I’intégrale

3.1. Sommes de Riemann. Une approche naturelle pour définir l'intégrale d’une
fonction f € B ([a,b]) est de 'approcher de fagon de plus en plus précise en prenant des
subdivisions p avec un pas de plus en plus petit par des fonctions en escalier qui sont

égales a une valeur prise par f sur chaque intervalle de la subdivision.

Une illustration en est donnée par la figure suivante.

/// Aires comptées
/// positivement

. Aires comptées
f(t2) \\ négativement

T D f(tl)

IS
~+

|
0
AN

A noter que c’est ainsi que ’on peut approcher numériquement la valeur d’une intégrale
dont on ne connait pas la valeur exacte : il s’agit de la méthode numérique de base dite

des rectangles.
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On appelle somme de Riemann d’une fonction f € B ([a,b]) associée a une subdi-

vision p, = {x;}\—¢ (cf Figure) la quantité définie comme suit :

n

R(f,pn) = >_(xi — zi1) (i)

=1

Pour une fonction escalier qui vaut f(¢;) sur chaque intervalle |z;_1, x;] de la subdivision

Pn, la somme de Riemann R(f,p,) est égale a la valeur de son intégrale.

DEFINITION 4.1. On dit que f est intégrable (au sens de Riemann) sur [a,b] si les
sommes de Riemann correspondantes R(f,p,) tendent vers une limite finie lorsque n —

+oo. Cette limite (finie) est alors la valeur de son intégrale.

Autrement formulé : f est intégrable (au sens de Riemann) sur [a,b] si il existe un

b
nombre réel noté / f(z) dz tel que : Ve > 0, In > 0,

b
Vpn € Pass 5pa) < 1, — 'R(f,pn)— / Fa) de| <e.

On note par Z ([a, b]) le sous-ensemble des fonctions f € B([a,b]) qui sont intégrables

sur [a, b].

4. Propriétés fondamentales des fonctions intégrables

4.1. Relation de Chasles.
On a tout d’abord la propriété importante, donnée par le théoreme suivant, qui va per-
mettre de simplifier la vérification qu'une fonction est intégrable ou décomposer le calcul

d’une intégrale en subdivisant l'intervalle d’intégration. Elle est appelée relation de

Chasles.

THEOREME 4.1. Soit f € B([a,b]) et a < ¢ < b.
Alors f € I ([a,b]) si et seulement si f € I ([a,c]) et f €L ([c,b]).

/abf(x) dx:/acf(a:) d:c—i—/cbf(x) dx

De plus, on a :

Par application itérée de la propriété précédente, on la généralise immédiatement

comme suit.
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COROLLAIRE 4.1. Soit f € B([a,b]) et p € Pap; f € I([a,b]) si et seulement si
f

jeirailnp; € L([Tio1,m]) i =1, ,n et dans ce cas, on a :
b n x;
/ f(z) da::Z/ f(z) du.
a i=1 v Ti-1

On en déduit la consistance de la définition de l'intégrale d'une fonction en escalier

donnée plus haut.

COROLLAIRE 4.2. Toute fonction en escalier f sur [a,b] est intégrable et son intégrale

est donnée par
b n
/ fz) de = > ci(x; — xiq)
a =1

oup= {%}Zzg € Pap et f(x) = ¢; pour tout x € |x;_1, 4.

4.2. Opérations sur les intégrales.

PROPOSITION 4.1. L’opérateur f dx est un opérateur linéaire. Autrement dit, les propriétés

sutvantes sont vérifiées :

(1) Si f et g sont dans Z ([a,b]), alors f+ g € T ([a,b]) et

/ (F(a) + ga) do = / ) do / gla) de.

(2) Si f € Z([a,b]) et X est une constante, alors A\f € I ([a,b]) et

/abAf(x) d:v:)\/abf(x) dz.

Attention : L’intégrale d'un produit de fonctions n’est pas égal au produit des

intégrales!...

4.3. Inégalités sur les intégrales.
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PROPOSITION 4.2. On a la propriété suwante : Soit f € T ([a,b]). Si f >0, alors

/ f(x) dz > 0.

Par conséquent, pour f et g dans I ([a,b)), si f > g alors :

/f da:>/ o(x) dz.

PROPOSITION 4.3. Si f € Z ([a,b]) alors |f| € I ([a,b]) et on a l'inégalité dite trian-

< [ .

5. Primitives

qulaire :

x) dx

Soient I un intervalle fermé borné et f € C°(1).

5.1. Primitive et intégrale.

La primitive d'une fonction f est une fonction F' telle que si on la dérive on obtient f :

L’intégrale d’une fonction f s’exprime a l'aide d’une de ses primitives F' :

/ f(z) de = F(b) — F(a).

La quantité F'(b) — F(a) est 'accroissement de F' entre a et b.

Il est aussi noté des deux fagons suivantes :

Une fonction continue f sur un intervalle fermé borné admet toujours une primitive.

En effet on a le
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THEOREME 4.2. Pour tout a € I, la fonction G définie par

G(x) :/ f@t) dt
est de classe Ct sur I, et vérifie :
G'(z)=f(x), Ve el

Autrement dit, G est une primitive de f sur I.

Notez que la variable d’integration est un variable muette.

5.2. Primitives usuelles. Les primitives des fonctions usuelles ci-dessous doivent

étre connues. (k désigne une constante quelconque dans R).

™t 1
/xmdx: +ksim#—1 /—d:p:ln|x|+k
m+ 1 x
[etde =e" + k [Inzde = zln(z) —z + k
[ sin(z)dx = — cos(x) + k [ cos(z)dx = sin(x) + k
[ ch(z)dz = sh(z)dx + k [ sh(z)dx = ch(z)dz + k
/ 5 ! dx = Arctanz + k
2 +1

Celles ci-dessous sont également tres classiques.

/ ml@dx _ / (1 + tan®())de = tan(z) + k / = i

/%dz =th(z) +k

dx 1 z—1
_— k
/x2—1 ol

| v
=

= Arcsinz + k = Arccosz + k

d
= Argshx + k / e Argchz + k
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6. Conditions suffisantes d’intégrabilité ; Inégalite de Cauchy-Schwarz

Section “pour aller plus loin”.

6.1. Conditions suffisantes d’intégrabilité. Nous présentons ci-dessous les ca-

ractéristiques de quelques classes de fonctions intégrables.

THEOREME 4.3. Si f € B([a,b]) est monotone (croissante ou décroissante) sur ]a, b,

alors f € I ([a,b]).

Le théoreme précédent, avec la relation de Chasles, permet de prouver que la quasi-

totalité des fonctions bornées qu’on rencontre en pratique sont intégrables.

COROLLAIRE 4.3. Soit f € B([a,b]). S’il existe p = {x;}'—y € Pay telle que
[ est monotone sur |z;_q1,x;[ pouri=1,--- n,

alors f € I ([a,b)).

Et on a le théoréme fondamental suivant.

THEOREME 4.4. Toute fonction f continue sur un segment [a,b] est intégrable sur

[a,b].

La relation de Chasles permet alors d’étendre immédiatement le théoreme précédent

aux fonctions continues par morceaux.

La propriété suivante des intégrales de fonctions continues est souvent utile.
PROPOSITION 4.4. Soit f continue sur [a,b]. Si
b
f(z) >0, Vo € [a,b] et / f(z) dx =0

alors

f(z) =0, Vx € [a,}].
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6.2. Inégalité de Cauchy-Schwarz. Cette inégalité intervient de facon essentielle

dans de nombreuses questions théoriques et pratiques.

PROPOSITION 4.5. Si f et g sont dans T ([a,b]), alors fg, f* et g* sont dans T ([a,b])

o < \/ / )P das\/ / o) da

7. Quelques propriétés fondamentales de ’intégrale

et on a

Section “pour aller plus loin”.

7.1. Le premier théoreme de la moyenne et ses variantes. Le premier théoreme

de la moyenne sous sa forme la plus générale s’énonce comme suit.

THEOREME 4.5. Si f et g sont dans Z ([a,b]), g étant de plus positive (g > 0 sur
[a,b]), alors il existe K

m= inf fz)<K<M= sup f(x)
x€[a,b]NDy z€la,bjNDy

/f dx_K/

Le corollaire suivant décrit quelques cas particuliers importants.

tel que

COROLLAIRE 4.4. Sous les conditions du théoréme précédent (notamment g positive),

(1) sig=1, alors

/f K(b—a);

(2) si f est continue sur [a,b], alors il existe £ € [a,b] tel que

/ fa -1 | o) da

et, en particulier si g =1,

b
/ f(x) d = (b - a) f(€).
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REMARQUE 4.2. Sig=1et f >0, le 1° théoreme de la moyenne exprime qu’il existe

un rectangle de base b — a et de hauteur K

m= inf <K<M= sup f(x)

xe[avb] xE[a,b]

dont l’aire est égale a fabf(x)dx Ce nombre K est égal a une valeur prise par f dans
Uintervalle [a, b] lorsque f est continu sur [a, b] par le théoréme de Weierstrass (voir figure

ci-dessous).

y = flz) = f(
M‘: ,,,,,,, / o Y /y 1

i
I
Bectaqgl_e d:aire i Rectangle d'aire

égale a l'intégrale | égale a l'intégrale
I
I
K= ;

— HOR ~

i
\ i
m }
I

| z | 9 x

7.2. Intégration par parties.

THEOREME 4.6. Soient u et v de classe C' sur un intervalle I. On a :

/abu(a:)v'(a:) dr = — /ab o' (@)o(e) d + [uv],

Avee [uv]” = u(b)v(b) — u(a)v(a). [uv]’ désigne l'accroissement de la fonction uv entre a et b.

b
EXERCICE 4.1. En effectuant une intégration par parties astucieuse, calculer : / Inx dx.
a

7.3. Changement de variable.

THEOREME 4.7. Soit f € Z([c,d]) et ¢ une fonction de classe C' strictement monotone (ie

strictement croissante ou décroissante) sur [a,b]. On a alors :

b / e(b)
[ retang @ as= [ s dy
a w(a)
d
Notons que 'on a : y = ¢(z) d’ou y'(z) = %(m) = ¢'(z), soit : dy = ¢'(x)dz.

EXERCICE 4.2. Calculer l'intégrale suivante en effectuant un changement de variable :

b
/ exp(2x) dx
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7.4. Parité, périodicité. On a le

COROLLAIRE 4.5. Soit f intégrable sur l'intervalle centré [—a,a] (i.e. f € Z(|—a,a])). On a :

— Si f est une fonction paire, alors :

+a “+a

f(z)dz =2 f(z)dz

0

— Si f est une fonction impaire, alors :

+a

f(x)dx =0

EXERCICE 4.3. Montrer ce résultat.

COROLLAIRE 4.6. Soit [ intégrable sur tout intervalle fermé borné de R, et f T-

périodique. Alors pour tout (a,b) réels, on a :

/:T F(@)dz = /abf(x)dx

EXERCICE 4.4. Montrer ce résultat.

EXERCICE 4.5. Calculer les intégrales simples suivantes :

w/4
a) / tan® zdx
0

2
X
b/ dx.
) 1 \/]_—I—.I‘



Chapitre 5

Primitives de fonctions rationnelles

La section précédente fournit les primitives de quelques fonctions usuelles. On y re-
trouve des fonctions rationnelles (également appelées fractions rationnelles). On va cher-
cher a se ramener a ces situations connues par changement de variable ou intégration par

parties.

La premiere étape consiste a décomposer la fraction rationnelle en éléments simples,

c’est a dire sous la forme :

P
F=FE+ @ avec P et () facteurs irréductibles.

On n’a alors plus que des polynomes ou des termes de la forme :

1 ‘ ar+b
e
(x—a)" (22 +px+q"

avec p? —4q < 0.

1. Primitives des termes de la forme ﬁ
xr—a)”

11 suffit de poser u = (x — a). On vérifie que :

- si n =1, la primitive est de la forme : In |z — a| + k,

(1—-n)(x—a)"

- sinon , elle est de la forme :

L+ k.

T+ 2
(x—1) (z+3)3

EXERCICE 5.1. Soit : F(x) = . Montrer que l'on a :

3 z—1 3 1
Fz)dr = =1 _
/<x)x 61" T smrae
49
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Solution : On montre que :

a L b . c . d
S x—1 (x+3) (z+3)2  (z+3)3

avec a = 3/43, b = etc; puis on intégre...

axr+b

2. Primitives des termes de la forme
(2 +px+q)"

Nous sommes dans le cas ol : (p? —4¢) < 0. On commence alors par écrire le trindme

figurant au dénominateur sous la forme suivante :
g — p?
T

(5.1) x2+px+q:(:€+g)2+

C’est a dire sous la forme d’un carré parfait + le terme correctif requis.

Ensuite en posant ¢t =

0 (x + g), on obtient :

(49 — p?)

(5.2) 2+ pr+q= I

(t* +1) = cste- (t* +1)

On a cherché ici a faire ressortir le terme (t* + 1).

EXERCICE 5.2. Ecrire lezpression (z* + x + 3) sous la forme a(t* +1).

Vous précisez les expressions de « et t.

EXEMPLE 5.1. Soit :
2+ 1 a br +c¢ dr +e
Fs = = —+ +
(@2 +z+1)? =z (224+z+1) (22+2+1)?

aveca=1,b=c=-1,d=0,e=—1.

1 3 3 1

Ainsi pour la fonction Fs, on écrit : * +x+1 = (z+ 5)2 +t1=1 <(ﬁ (x+ 5))2 + 1).
1 tv3—1

On posera ici t = 7 (x+ 5) Cela équivaut a © = \/_T

On obtient :
3
Prrtl= (" +1)

Au-dela, on aura :
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(22 +pz+q)"
r+1 t 1
= [ —————at,
()/x2+x—i—1 v /t2+1 /\/§(t2+1)

dx 8v/3 1
S Rl el e

On est donc ramené au calcul de primitives de termes de la forme :
t 1

(t2 + 1)71 ou (t2 + 1)11

t 1
(1) si n = 1, une primitive de ———— est : = In(t* + 1) + k.

(t2+1) 2

. o t 1

(2) si n > 1, une primitive de CEE est : A=) (2 1) + k.
1
(3) si m = 1, une primitive de 1) est : arctan (t) + k.
(4) si n > 1, une intégration par partie permet de ramener le calcul d’une primitive de
1
——— acelle de ————.
i) a celle de I

De proche en proche, on peut calculer toutes ces primitives a partir du cas n = 1...

** POUR ALLER PLUS LOIN **.

Calculons la primitive de (cas 4) avec n = 2).

1
(t2+1)2

Pour commencer on décompose le terme comme suit (astuce) :

1 41 —1?
[ e [

Le premier terme du second membre est seulement

t?+1 1
/(t2+1)2dt_/(t2+1)dt

Le second terme se traite comme suit

/w;—tiydt:/w)v’(vs) dt

avec u(t) =t/2 et v'(t) = . Comme v(t) = une intégration par partie donne

1
(t2+1)7
—t? 1t 1 1
S . —
/(t2+1)2 212 + 1 2/(t2+1)

/ dat ! +1 tan t + k
= — arctan .
(2+1)2 2(#2+1) 2

(t2+1

On a alors
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On peut alors calculer :
2z +1

x+1 1 1
In 1)+ —
()/a:2+:c—|—1 =3 (°+x+ )—l—\/garctan( Nei )+ k,
2z + 1 43 2141
= dr= t k.
(2)/(x2+x+1)2 v 3(x2+x+1)+ 9 arctan ( V3 )+

Finalement on obtient une primitive de Fy :

1 x? 2rz +1 V3 2x+1
F: der = =1 — — t k
/ () da 2n(1;2+x—|—1) 3(x24+x+1) 9 arctan ( V3 )+

Tous les cas pour lesquels on dispose d’une méthode générale pour calculer une primi-
tive consistent a se ramener par une intégration par partie ou un changement de variable

a la primitive d’une fraction rationnelle.

Ceci reste possible pour les fractions en sin et cos et les fractions en sh et ch.

*k

3. Polynomes et fractions en sinus et cosinus

Section “pour aller plus loin”.

4. Polynoémes en sinz, cosx

On cherche des primitives de la forme I, ,,(x) = / sin” z cos™ x dx ou m et n sont

des entiers naturels. La méthode dépend de la parité de n et m :
(1) si n ou m est impair, lorsque par exemple n = 2p + 1,

2p+1

sin?*t 2 = (1 — cos® x)P sin

et Ly m(x) = /(1 — cos? )P cos™ x sin x du.
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On pose alors :

t =cosx

de sorte que dt = —sinx dx et
Lum(7) = — /(1 — 3P ™ dt.

Sim =2qg+1, c’est t = sinz que 'on doit poser.

2q

(2) si n et m sont pairs, on peut linéariser I'expression sin? z cos®? x.

EXEMPLE 5.1. Pour le calcul de I3 4, on peut procéder de la facon suivante :

Ly(z) = /coszx(cosx sin x)*dz,

1 1
5 (cos2z + 1) 1 sin? 2z dz,

Il
—

1 1
= = /cos 22 sin® 22 dx + 16 (1 — cosdx) du.

oo

On est ramené au cas précedent pour le calcul de la premiére primitive.

5. Fractions en sinz et coszx

La régle consiste a regarder quel changement de variable laisse f(x)dx invariant.

(1) lorsque f(x)dx est invariant par le changement de variable z +— —x (c’est-a-dire,

f(=z)d(—z) = f(x)dx), on pose t = cosz,

(2) lorsque f(x)dz est invariant par le changement de variable z — m—z (c’est-a-dire,

f(r—z)d(r —z) = f(x)dz), on pose t = sinz,

(3) lorsque f(z)dx est invariant par le changement de variable x — 7+ x (c’est-a-dire,

f(r+z)d(m + x) = f(x)dx ou encore f(m+ )= f(x)), on pose t = tanx,

(4) lorsque f(x)dz n’est invariant par aucun des changements de variable précédents,

on utilise la représentation rationnelle des fonctions trigonométrique :

1—¢* 2t q 2dt
——, sSlnx = ———, dT =
1+ t2’ 1+ ¢2’ 1+1¢2

COST =

A Taide du changement de variable : t = tan(z/2).
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Ce dernier changement de variable fonctionne dans tous les cas, mais ce n’est pas

toujours le plus simple. Par exemple, pour le calcul de I5 4, on obtient
812 (1 —t%)*
/Sin2x cos’ z dx = /(—> dt.
(1+¢2)7

1
EXEMPLE 5.2. Ty (z) = /f(x)dx avec f(x) = R
sin x + sin 2z

le changement x — —x ; on pose t = cosx, et donc dt = —sinxdx. Nous allons multiplier

f(z)dz est invariant par

le numérateur et le dénominateur par —sinx pour obtenir le terme dt au numérateur,

puis nous débrouiller pour ne faire apparaitre que des cosx :

dx —sin xdx
2

sin x + sin 2z —sin*z — sinz(2sinz cos )’

—sin zdx

. . )
—sin®z — 2sin® rcos
—sin xdx

cos?z — 1 —2cosz(l — cos?z)’
dt dt
TR 1-2(1—12) (t—Dt+D)2t+1)
1 dt +1 dt _2 2dt
6t—1 2¢t+1 32t+1

en utilisant le fait que sin2x = 2cosxsinz, que cos’z + sin?x = 1 puis en factorisant

dt
t—1)(t+1)(2t+1)

263 + 12 — 2t — 1 et enfin en décomposant la fraction
Par suate,
1 1 2
Ti(z) = 61n|t— 1] + §ln|t+ 1| — gln|2t+1| + k,

et, en revenant a la variable x :

1 1 2
Ti(z) = 61n\cosx—1|+§ln]cosx+1] —§IH|QCOSZB—|—1|—|—]€.

dx dx
EXEMPLE 5.3. Th(x) = /— Le quotient ———— n’étant invariant par aucun
2 +sinx 2 +sinx
2dt
des trois changements de variable élémentaires, on pose t = tan§ donc dr = m et

2t
1+

sinx =
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1 2dt
T —
2(2) /(2+1i§2> 1+ 12
B / dt
N 224+t+1
2v/3
= —3 arctan t + k

2v/3 2v/3 r 1
= Tarctan (T (tan§ + 5)) + k

6. Fonctions hyperboliques sh et ch

Section “pour aller plus loin”.

Cette fois on s’intéresse aux fonctions du type f(z) = F(shz, chz).

La méthode est la méme que pour les fonctions rationnelles trigonométriques.

Pour calculer / F(shz, chx)dz, on examine / F(cosx,sinx)dx.

— Si /F(COS x,sinx)dx se calcule avec t = cosx alors /F(shx,chm)dx se calcule
avec ¢t = chz.

— Si / F(cosz,sinx)dx se calcule avec t = sinx alors / F(shx,chx)dx se calcule
avec t = shz.

— Si /F(cos z,sinz)dz se calcule avec t = tanz alors /F(shx,chx)dx se calcule
avec t = thz.

— Si /F(Cos x,sinz)dx se calcule avec t = tan(g) alors /F(shm,chx)dx peut se

x
calculer avec t = th<§)’ mais il est préférable d’utiliser le changement ¢t = e”.

dx

shx 4 sh2x
mais, cette fois les formules sont : ch®x — shz = 1, sh2z = 2chashz et dt = shadz. On

EXEMPLE 5.4. Hy(z) = / . D’aprés U'étude de Ty, il faut poser t = chx
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obtient donc :

dx shxdx
shz + sh2x sh®z + shz(2shachr)
shxdx

sh?z 4 2sh?zchz
shxdx
ch?z — 1 4 2chx(ch’z — 1)
dt dt
214262 —1) (t—1)(t+1)(2t+1)
1 dt 1 dt 2 2dt
61 26411 32041

Par suite,

1 1 2
Hi(z) = 61n|t—1|—|—§ln|t+1|—§1n|2t+1|+k

1 1 2
= 61n|chm—1|+§ln|cha:+1|—§1n|2chx+1|+k:.

dx

chx + 2shx
mvariance. Comme on ’a indiqué, il est préférable de poser t = e*.

dx e
HZ(I) - / §6x _ lefx - §€2x _ ldx'
2 2 2 2

On fait le changement de variable t = e* qui entraine dt =t dx.

dx
Hy(z) = /§t2—1

2V T 3

B 2/ dt
3) 2—3
V3, t—

= —In| S+ k
3 4

Vi e

. Pour cette intégrale, on n’observe aucune

EXEMPLE 5.5. Hy(z) = /




Chapitre 6

Intégrales généralisées

Nous allons maintenant étendre la notion d’intégrale lorsque [’intervalle d’intégration

est mon borné ou lorsque la fonction n’est pas bornée, cf figure.

Fonction non bornée en a Intervalle d’intégration non borné

On parle dans ce cas d’intégrales généralisées ou encore d’'intégrales impropres.

NB. Ce chapitre vous est déconseillési vous avez encore de sérieuses difficultés avec
les chapitres précédents. Autrement dit, si vous pensé étre dans ce cas, je vous invite a

passer (provisoirement) votre chemin.

1. Définitions et propriétés immédiates

1.1. Intégrales en dehors du cadre des intégrales simples. On veut définir
I'intégrale d'une fonction f, définie sauf au plus en un nombre fini de points d’un intervalle
I, dans les cas suivants :

1) Pl'intervalle d’intégration I est non borné : |—oo, +00[ ou une demi-droite,

57
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2) la fonction f ne reste pas bornée lorsque x — a, a € I. a peut étre a 'intérieur

de I ou étre une extrémité de 1.

Grace a la relation de Chasles, on peut se ramener a 'une des deux situations suivantes :

1) lintervalle I est de la forme [a,4o00[ (ou I = ]—00,a]) lorsque I'intervalle d’intégration

est non borné;

2) I =la,b] et f(x) ne reste pas bornée lorsque z — a. (Ou encore : I = [a,b] et f(z) ne

reste pas bornée lorsque x — b).

Les secondes instances de la situation 1 et de la situation 2, se traitent exactement
comme les premieres. C’est pourquoi, nous examinerons celles-ci et laisserons au lecteur
le soin de faire les adaptations immédiates pour les cas I = |—o00,a] et I = [a,b] et f(x)
ne reste pas bornée lorsque x — b. La figure suivante donne ainsi les deux cas génériques

qui ne rentrent pas dans le cadre des intégrales simples vues a la section précédente

1.2. Définition des intégrales généralisées.

Nous commengons par le cas ot on veut intégrer une fonction f sur Uintervalle ]a, b],

qui n’est pas bornée lorsque z — a.

Cas 1 : f non bornée lorsque = — a.

On pourra le faire si les conditions suivantes sont vérifiées :

(1) la fonction f est intégrable sur [z,b] pour tout x, a < z < b (i.e. il s’agit d’une

intégrale simple Vz) ;

(2) la fonction F' définie par :

b
F(z) = / £(t) dt

admet une limite finie ¢ lorsque x — a. (On a z €]a, b)).

On dit alors que l’intégrale est convergente. La limite ¢ est la valeur de cette

intégrale :

/abf(t) dt = lim, /:f(t) dt
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L’intégrale est dite divergente si ff f(t) dt ne tend pas vers une limite finie lorsque * — a.

EXEMPLE 6.1.

1
1

a) / —dt diverge. (Notez le probléme en 0).

b) / —dt converge. (Notez qu’il s’agit bien d’une intégrale généralisée).

c) / Vtdt est une intégrale simple et non pas généralisée. (Et nous savons en calculer

0
sa valeur).

Cas 2 : Intégrale de f sur un intervalle non borné [a, 00|
Examinons maintenant le cas ou on veut intégrer une fonction f sur I'intervalle non borné
[a, +o0].

La aussi, on pourra le faire si les conditions suivantes sont vérifiées :

(1) la fonction f est intégrable sur [a,z] pour tout > a;

:/jf(t) dt

admet une limite finie ¢ lorsque x — +o0.

(2) la fonction F' définie par :

De la méme fagon que pour le premier cas, on dit alors que I’intégrale est conver-

gente. La limite ¢ est la valeur de 'intégrale de f entre a et +00 :

T r dt = tim | s

T—r+400

a

On dit qu’elle est divergente si fax f(t) dt ne tend pas vers une limite finie lorsque x — +oc.
REMARQUE 6.1. Par commodité, on utilise souvent la notation

b +o0
/ f(z) dx ou f(z) dx

pour désigner une intégrale généralisée que l'on veut étudier (voire calculer!?) méme si

on ne sait a-priori pas si elle est convergente ou non.

EXEMPLE 6.2.
+oo 1
a)/ t_th converge.
1
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+oo 1
b / —dt diverge.
) Y g

Condition nécessaire de convergence. Comme premiere application du critere
de Cauchy, Nous avons la proposition suivante qui donne une condition nécessaire de

convergence de f(:roo f(x)dx lorsque la fonction f tend vers une limite ¢ lorsque z — +o0.

PROPOSITION 6.1. Si lim f(x) ={# 0 dans R, alors

T—r—+00

+o0
(x) dx est divergente.

REMARQUE 6.2. Cela est bien une condition nécessaire et non suffisante.

Exemple : lintégrale de Riemann suivante diverge :

+oo 1
—dt = 2[V1]{® = +o0

Ve

Une erreur a ne pas commettre : affirmer que st lim f(x) = 0, alors 'intégrale est convergente.
T——+00

Sans plus d’information, 'intégrale peut bien étre convergente ou divergente...

2. Les intégrales (généralisées) de Riemann

Les intégrales généralisées présentées dans ce paragraphe sont bien plus que des
exemples : elles constituent des intégrales de référence qui permettent d’étudier
la convergence d'un grand nombre d’intégrales généralisées a 1’aide de criteres qui seront

prsentés dans la suite. Elles sont appelées intégrales de Riemann.

On a le résultat fondamental suivant.
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PROPOSITION 6.2.

(1) Pour tout réel a >0, on a :
@1
/ — dx est convergente si o« < 1 et divergente si v > 1.
0 T

(NB. Le cas limite « = 1 correspond au In, qui diverge en 0).

(2) Pour tout réel a >0, on a :

+o00 1
/ — dx convergente si o > 1 et divergente si o < 1.
x
a

(NB. Le cas limite « = 1 correspond au In, qui diverge en +00).

DEMONSTRATION. ** Pour aller plus loin ** La démonstration est immédiate; on
calcule I'intégrale et on passeala limite. Pour tout 0 < z < a (resp. z > a), la fonction
t — 1/t* est continue sur [x,a] (resp. [a,x]). Elle est donc intégrable et le calcul de son

intégrale se ramene a la détermination d'une de ses primitives :

= (1/t*7), sia#1,

F(t) =
Int, sia=1.
On a alors
“1 (a7 — 217 sia#£1,
et In(a/x), sia=1.
On obtient alors
| 400, sia>1,
hHl _a dt =
@0 J, 1 ﬁaka, sia < 1.

Le cas de la seconde intégrale généralisée s’obtient de la méme facon a partir de la primitive

t — F(t) ci-dessus. O

2.1. Propriétés immédiates. Les propriétés données par les propositions suivantes

sont des conséquences directes des propriétés des intégrales simples.

On a d’abord la proposition suivante qui montre que la convergence de l'intégrale
généralisée fab f(t) dt en a ou celle de f:oo f(t) dt ne dépend ni de b pour la premiere ni

de a pour la seconde et que la relation de Chasles s’étend aux intégrales généralisées.
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PROPOSITION 6.3. (Relation de Chasles). Pour tout c tel que a < ¢ < b, l'intégrale
généralisée f; f(z) dx, avec f non bornée lorsque x — a, est convergente si et seulement

st [ f(x) dz est convergente et

Eﬂ@@:[ﬂ@m+fﬂ@m

On a de méme, pour tout c tel que ¢ > a, l'intégrale généralisée f:oo f(z) dx est conver-

gente si et seulement si f:oo f(z) dx converge et

“+o00 “+o00

ﬂ@mz/ﬂ@m+ f(@) do

a

La proposition suivante étend aux intégrales généralisées les propriétés de linéarité de
I'intégrale simple.

b
PROPOSITION 6.4. (Linéarité). Soient f et g telles que / f(z) dx et/ g(x) dx sont

convergentes, alors pour tout A\ et tout p deux constantes réelles, [intégrale généralisée

de (A\f + pg) converge et :

/ab (Af(x) + pg(z)) de = A/abf(x) dr + M/abg(:v) dr.

On a un résultat analogue pour une intégrale généralisée entre a et +oo.

3. Le critere de Cauchy

L’application du critere de Cauchy donne un outil d’'une remarquable efficacité pour

étudier les intégrales généralisées.
3.1. Le critere de Cauchy. Le théoreme suivant donne 1’énoncé du critere de
Cauchy.

THEOREME 6.1. Soit f € Z([z,b]) pour tout a < x < b, non bornée lorsque x — a.

(Noter que si on enléve la condition non bornée lorsque x — a, on sera dans le cadre des
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intégrales simples.)

b
Alors, lintégrale généralisée / f(z) dx converge si et seulement si

/x oy

b
Une autre fagon d’énoncer ce critere est : / f(z) dx converge si et seulement si
a

Ve>0,In>0:(a<z o' <b, |z —2'|<n) = <e.

xl

lim f(t) dt =0.
z,x'—a z
Il faut, cependant, veuiller a faire tendre x et x' vers a de fagon indépendante, i.e.,
sans les lier par une relation. Cependant, silim, ,_q fjl f(t) dt ne tend pas vers 0 lorsque
x et x’ tendent vers a, méme en restant liés par une relation, alors l'intégrale généralisée

n’est pas convergente).

On a de méme. Soit f € I([a,x]) pour tout x > a. Alors, l'intégrale généralisée

+o0
/ f(z) dx converge si et seulement si
a

Ve>0,dA>a: (z, 2’ > A) = / f(t) dt] <e.
+oo
Ici aussi, l'intégrale généralisée (x) dz converge si et seulement si
lim f(t)dt=0

x,x’ —+00 -

avec les mémes précautions quand on fait tendre x et x’ vers +o0.

DEMONSTRATION. La démonstration est immédiate & partir du critere de Cauchy

appliqué a la convergence de la fonction

b
Fa)= [ f0) di

lorsque x — a ou de celle de
Fa)= [ 1) ai

lorsque x — +o00. ]
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4. Intégrales de fonctions positives

Le théoreme suivant donne des criteres permettant d’assurer que ’intégrale généralisée
d’une fonction positive converge ou diverge. On suppose que toutes les fonctions
considérées vérifient les conditions permettant de considérer une intégrale généralisée sur
I'intervalle apparaissant dans 1’énoncé. A noter que si la fonction est de signe constant

mais négative, il suffit de considérer (—f) pour entrer le cadre présent.

Pour commencer on a le théoreme suivant (* Pour aller plus loin *) :

THEOREME 6.2. Soit f > 0 sur Dy N [a,+o0o[ (resp. sur Dy N]a,b]).
L’intégrale généralisée f:oo f(z) dx (resp. fabf(:v) dx) est convergente si et seulement si

il existe M € R tel que : / f(t) dt < M, Vz € [a,+]

a

(resp. / f(t) dt <M, Vzx €la,b] ).

De ce théoréme découle les résultats suivants (comparaison de fonctions positives).

COROLLAIRE 6.1. Soient f et g deux fonctions positives vérifiant :
0 < f(x) < g(x),Ve € Dy NDyN a,+oo[, (resp.¥Yx € Dy ND,N]a,b])

— Si f;oog(x) dx est convergente (resp.ffg(x) dx est convergente),

alors fa+°° f(x) dx est convergente (resp.f:f(x) dx est convergente).

— Si f:oo f(z) dx est divergente (resp.f;f(x) dx est divergente),
alors f:oo g(x) dx est divergente (resp.ffg(m) dx est divergente).
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COROLLAIRE 6.2. Soient f et g deux fonctions positives pour tout x € Dy ND, N [a, +00],
(resp. Vo € Dy NDyNla,b]).

- S f(x) ~ g(x) alors

+oo +o00
(x) dz et / g(x) dx sont de méme nature

a

i.e. sont toutes les deux convergentes ou toutes les deux divergentes.

- Si f(x) ~ g(x) alors :

b b
/ f(z) dx et/ g(x) dz sont de méme nature.

EXERCICE 6.1. Déterminer la nature (convergente ou divergente) de l'intégrale sui-

11—e®
d

vante :

POUR ALLER PLUS LOIN

EXEMPLE 6.3. Un exemple pas facile : la convergence des intégrales généralisées

“+o0o 1
/ dx avec a > e
a

z*lnx

selon les valeurs de a.

Pour a < 0, lim, 1o 1/2%Inx = 4o00. L'intégrale généralisée est donc divergente
pour a < 0.
Linégalité suivante
1 1

x*lnx ¢
permet d’utiliser les intégrales de Riemann. Il s’ensuit que lintégrale généralisée précédente

est convergente pour o > 1.

On ne peut rien dire encore pour 0 < o < 1. Traitons d’abord le cas o« = 1. On a pour

c>a

c 1 e |
/a xlnxdx = [In(lnz)],—, =lnc—1Ina ;
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. (&
ceci montre que [

a zlnz

dx ne reste pas borné lorsque ¢ — +o0o. L’intégrale est donc
divergente. On utilise maintenant le fait que 1/x*Inx > 1/zlnz pour 0 < a < 1 et
x > a pour en déduire que [intégrale est divergente pour o < 1. L’introduction du terme
Inx ne change rien : la convergence des intégrales précédentes est la méme que celle des

intégrales de Riemann.

5. Convergence absolue

L’importance des criteres de convergence sur les intégrales de fonctions positives vient

en grande partie du critere suivant.

THEOREME 6.3. Si l'intégrale généralisée f:oo |f(x)| dx (resp. fab |f(x)| dz) est conver-
gente, alors f:oo f(z) dx (resp. f;f(;v) dx) est convergente. On dit alors que l’intégrale
f:oo f(z) dx (resp. f; f(z) dx) est absolument convergente.

Autrement formulé,

’ absolument convergente = convergente

Attention : la réciproque est fausse.
En effet, une intégrale généralisée peut étre convergente sans étre absolument convergente.

Par exemple, on peut montrer que :

T sin g T T sinx
dx = — alors que | |dz = 400
0 x 2 0 x

Le théoreme de comparaison pour fonctions positives est ’outil fondamen-
tal pour étudier la convergence absolue. Aussi, si f n’est pas de signe constant, il

est toujours intéressant de commencer par étudier la convergence absolue...
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