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21 Fonctions trigonométriques1.1 Dé�nitionOn suppose le plan réel rapporté à un repère orthonormé direct �O;
�−→

i ,
−→
j
��. Nous notons A lepoint de coordonnées (1; 0) et considérons le cercle de centre O et de rayon 1, que l'on appelle cercletrigonométrique. Nous pouvons associer à tout t ∈ R, un unique point M(t) appartenant au cercle decentre O et de rayon 1 tel que la longueur orientée de l'arc úAM(t) soit le réel t. Lorsque l'on mesure lesangles en radians, le point M(t) est le point d'intersection de la demi-droite d'origine O et d'angle t parrapport à l'axe des abscisses avec le cercle trigonométrique. Nous notons1 H la projection orthogonalede M(t) sur l'axe des abscisses et K la projection du point M(t) sur l'axe des ordonnées.

x

y

−→
i

−→
j

O

M(t)

K

H A

t

Fig. 1 � Le cercle trigonométriqueNous dé�nissons alors deux fonctions cos et sin, en posant, pour tout t ∈ R :
cos(t) := OH et sin(t) := OKoù l'on a noté OH et OK les distances orientées2 des segments [OH ] et [OK]. Les graphes des deuxfonctions ainsi dé�nies sont les suivants :1Ces deux nouveaux points dépendent de t mais nous ne le notons pas pour ne pas alourdir la notation2Ici nous choisissons comme origine commune sur les droites des abscisses et des ordonnées le point O.
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−1Fig. 2 � Le graphe de la fonction cos
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−1Fig. 3 � Le graphe de la fonction sinNous constatons en particulier que la fonction cos (resp. sin) est 2π-périodique et paire (resp. impaire)et qu'elles prennent toutes les deux leurs valeurs entre −1 et +1.1.2 Géométrie du triangleRappelons brièvement3 l'utilisation des fonctions trigonométriques en géométrie du triangle. Nous sup-posons le plan rapporté à un repère orthonormé direct (a�n de pouvoir parler de distance et d'angles).Soit ABC un triangle rectangle en A.3Le lecteur est supposé être familier de la géométrie du triangle.
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A

CB

Fig. 4 � L'hypoténuse d'un triangle rectangle est un diamètre de son cercle circonscritNous supposons que les points A, B et C sont distincts. Alors nous avons les formules :
cos
�ÕABC

�
=

AB

BC
=

côté adjacenthypoténuse
sin
�ÕABC

�
=

AC

BC
=

côté opposéhypoténuse
tan

�ÕABC
�

=
AC

AB
=

côté opposécôté adjacent
=

sin
�ÕABC

�
cos
�ÕABC

�Donnons maintenant un petit tableau de valeurs particulières des fonctions sin, cos et tan :
x sin(x) cos(x) tan(x)

0

π

6

π

3

π

2

0 1 0

1

2

√
3

2

1√
3

√
3

2

1

2

√
3

1 0Fig. 5 � Valeurs particulières des fonctions trigonométriques1.3 Formules trigonométriquesPar dé�nition4, nous avons pour tout t ∈ R :
cos2(t) + sin2(t) = 1Nous avons aussi, pour tout t ∈ R :

cos
�
t +

π

2

�
= − sin(t) et sin

�
t +

π

2

�
= cos(t)Cela résulte du dessin suivant :4Cela résulte du théorème de Pythagore.
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Fig. 6 � Idée géométrique de la preuve des formules cos
�
t + π

2

�
= − sin(t) et sin

�
t + π

2

�
= cos(t)Le triangle (ONM

�
t + π

2

�
) est l'image par la rotation de centre O et d'angle π

2 du triangle (OHM(t)).Donc les longueurs (non orientées) OH et ON ainsi que OK et OL sont égales ; ce qui prouve noségalités au signe près. Dans la situation du dessin, le signe est le bon et on peut toujours, par unerotation convenable se ramener à la situation du dessin.On en déduit que pour tout t ∈ R,
cos
�π

2
− t
�

= sin(t) et sin
�π

2
− t
�

= cos(t)Nous avons aussi, pour tout t ∈ R :
cos (π − t) = − cos(t) et sin (π − t) = sin(t)ce qui résulte de deux applications successives des formules précédentes et de la parité des fonctions

cos et sin.1.3.1 Formules d'additionPour tout (a, b) ∈ R2, nous avons les formules suivantes, dites � formules d'addition � :
cos(a + b) = cos(a) cos(b) − sin(a) sin(b)dont on déduit :
sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)

cos(a − b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)

sin(a − b) = sin(a) cos(b) − cos(a) sin(b)
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Fig. 7 � Idée géométrique de la preuve des formules d'additionDans la situation du dessin précédent, nous avons les égalités suivantes :
cos(a) · OI = OH

OI + IH ′ = OH ′ = cos(b)

IH ′ = cos
�ÖH ′IM

�
· IM = cos

�π

2
− a
�
· IM

sin
�π

2
− a
�
· IM = MH ′ = sin(b)Ce qui permet d'écrire, lorsque a 6≡ 0 mod π :

OH = cos(a) (cos(b) − IH ′)

= cos(a)

�
cos(b) − sin(a) · sin(b)

cos(a)

�En�n, on peut toujours se ramener, par une rotation convenable, à la situation du dessin en utilisantles formules précédentes.Nous avons alors pour tout t ∈ R :
cos(2t) = 2 cos2(t) − 1 = 1 − 2 sin2(t)

sin(2t) = 2 cos(t) sin(t)

cos2(t) =
1 + cos(2t)

2

sin2(t) =
1 − cos(2t)

21.3.2 Formules de transformationPour tout (a, b) ∈ R2, nous avons les formules suivantes, dites � formules de transformation � :
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cos(a) + cos(b) = 2 cos

�
a + b

2

�
cos

�
a − b

2

�
cos(a) − cos(b) = −2 sin

�
a + b

2

�
sin

�
a − b

2

�
sin(a) + sin(b) = 2 sin

�
a + b

2

�
cos

�
a − b

2

�
sin(a) − sin(b) = 2 sin

�
a − b

2

�
cos

�
a + b

2

�Ces formules se déduisent des formules d'addition.1.3.3 Autres formules utilesNous avons, pour tout t ∈ R :
cos(3t) = 4 cos3(t) − 3 cos(t)
sin(3t) = −4 sin3(t) + 3 sin(t)ces formules découlant5 des formules d'addition.1.4 La fonction tanSoit t ∈

�
−π
2 , π

2

�. Notons T le point d'intersection de la droite (OM(t)) avec la droite d'équation x = 1.Nous pouvons aussi dé�nir la fonction tan en t ∈ R tel que t 6= π
2 mod π par :

tan(t) := ATla distance orientée6 entre les points A et T .

x

y

O

M(t)

K

H A

t

T

Fig. 8 � Dé�nition géométrique de la fonction tan5Elle découlent aussi d'une utilisation immédiate des formules d'Euler.6Ici nous choisissons le point A comme origine de la droite d'équation x = 1.



8Nous remarquons alors, via le théorème de Thalès, que pour t ∈
�
−π
2 , π

2

�, nous avons :
tan(t) =

sin(t)

cos(t)ce qui nous permet de prolonger la fonction tan sur la réunion d'intervalles [
k∈Z

i
kπ − π

2
, kπ +

π

2

h.Remarquons que la fonction tan ainsi dé�nie est π-périodique. Sa courbe représentative est la suivante :
x

y

−π
2

π
2−π π− 3π

2
3π
2

Fig. 9 � Courbe représentative de la fonction tan1.4.1 Formules trigonométriques faisant intervenir la fonction tanNous avons immédiatement à partir des formules pour les fonctions cos et sin, pour tout t ∈ R tel que
t 6≡ 0 mod π

2 :
tan

�π

2
− t
�

=
1

tan(t)Nous avons pour tout (a, b) ∈ R2 tel que a + b 6≡ 0 mod π
2 :

tan(a + b) =
tan(a) + tan(b)

1 − tan(a) tan(b)Ces formules s'obtiennent en utilisant les formules d'addition et en divisant par cos(a) · cos(b). Enparticulier, nous avons :
tan(2a) =

2 tan(a)

1 − tan2(a)1.4.2 Changement de variableLe changement de variable suivant est parfois utile au calcul d'intégrales. Soit a ∈ R tel que a 6≡
0 mod π

2 . Posons :
t := tan

�a

2

�Nous avons alors les formules suivantes :
cos(a) =

1 − t2

1 + t2
, sin(a) =

2t

1 + t2
et tan(a) =

2t

1 − t2Cela résulte du fait que 1 + t2 = 1

cos2( a
2 )
, et que 1 − t2 = 1

sin2( a
2 )

et des formules d'additions.



9Exercices 1.11. Soient x, y ∈ R tels que x 6≡ −y mod π. Simpli�er l'expression :
sin(x) + sin(y)

cos(x) − cos(y)2. Soient (a, b, c) ∈ R3 tels que a + b + c = π. Calculer
cos(a)

sin(b) sin(c)
+

cos(b)

sin(a) sin(c)
+

cos(c)

sin(a) sin(b)(réponse : 2)3. Soit α ∈ R tel que α 6≡ 0 mod π. Simpli�er l'expression :
Un =

nY
k=1

cos
� α

2k

�et en déduire la limite de la suite (Un) (On pourra étudier l'expression Vn := Un × sin
�

α
2n

�).1.5 Dérivabilité des fonctions trigonométriquesDe part leurs dé�nitions, les fonctions cos, sin et tan sont continues sur leur ensemble de dé�nition.Proposition 1.2 La fonction sin est dérivable sur R et pour tout t ∈ R, nous avons :
sin′(t) = cos(t)preuve:Soit t ∈ [0, π

2 [. En reprenant la �gure de la page 7, nous trouvons l'encadrement :
t cos(t) 6 sin(t) 6 t(Sur ladite �gure, nous avons les inégalités de longueur HM(t) 6 longueur(úAM(t)) 6 AT ; la dernièreinégalité s'obtenant en remarquant que l'aire de la portion de disque délimitée par les points O, A et

M(t) vaut t/2 et est plus petite que l'aire du triangle OAT , qui vaut tan(t)/2). Ce qui prouve7(enconstatant que la même inégalité est vraie pour t ∈] − π
2 , 0[ en ajoutant des valeurs absolues) quela fonction sin est dérivable en 0 de nombre dérivée cos(0) = 1. Nous avons alors pour t ∈] − π

2 , π
2 [,l'inégalité :

0 6
1 − cos(t)

t
6

1

t
· sin2(t)

1 + cos(t)

6

���� sin(t)

t

���� · | sin(t)|Ce qui prouve que la fonction cos est dérivable en 0 de dérivée nulle. Maintenant �xons x0 ∈ R. D'aprèsles formules d'addition, nous trouvons :
sin(x0 + h) − sin(x0)

h
=

sin(x0) cos(h) − sin(x0)

h
+ cos(x0) ·

sin(h) − 0

hNous en déduisons que la fonction sin est dérivable en x0 et sin′(x0) = cos(x0). �Remarque 1.3 Au cours de cette démonstration, nous avons vu que :
1 − cos(t)

t2
=

1

1 + cos(t)
·
�

sin(t)

t

�27Ceci prouve aussi que la fonction t 7→
sin(t)

t
admet une limite en 0.



10Nous en déduisons la limite :
lim
t→0

1 − cos(t)

t2
= lim

t→0

1

1 + cos(t)

=
1

2Corollaire 1.4 Les fonctions cos, sin et tan sont de classe C∞ sur leur ensemble de dé�nition. Enparticulier, nous avons, pour tout t ∈ R,
cos′(t) = − sin(t)et pour tout t ∈ R tel que t 6≡ 0 mod π

2 ,
tan′(t) = 1 + tan2(t)

=
1

cos2(t)preuve:Nous avons pour tout t ∈ R, l'égalité cos(t) = sin
�

π
2 − t

� et donc en tant que composée de fonctionsdérivables sur R, la fonction cos est dérivable sur R. Une récurrence immédiate nous assure que lesfonctions sin et cos sont de classe C∞ sur R. Nous en déduisons alors que la fonction tan est elle ausside classe C∞ sur son ensemble de dé�nition. Les formules pour les dérivées résultent du théorème surla dérivée de fonctions composées. �

2 Fonctions réciproques des fonctions trigonométriques2.1 La fonction ArcsinDé�nition 2.1 La fonction sin est continue, strictement croissante sur l'intervalle �−π
2 , π

2

� et nousavons sin
��
−π

2 , π
2

��
= [−1, 1]. La fonction sin admet donc une fonction réciproque dé�nie sur l'inter-valle [−1, 1]. Nous notons Arcsin cette fonction. Par dé�nition, pour tout (x, y) ∈ R × [−1, 1], nousavons l'équivalence :

Arcsin(y) = x ⇐⇒
¨

x ∈
�
−π

2 , π
2

�
sin(x) = yRemarquons que la fonction Arcsin est tout comme la fonction sin, impaire. Maintenant d'après lethéorème sur les fonctions réciproques des fonctions continues strictement monotones, nous savons quela fonction Arcsin est continue et strictement croissante sur l'intervalle [−1, 1]. De plus nous savonsque sa courbe représentative est l'image par la ré�exion d'axe la droite d'équation y = x :
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x

y

−π
2

π
2

π
2

−π
2

y = Arcsin(x)

y = sin(x)

Fig. 10 � La courbe représentative de la fonction ArcsinMaintenant d'après le théorème de dérivabilité des fonctions réciproques, nous savons que la fonctionest dérivable sur ] − 1, 1[ et que pour tout y ∈] − 1, 1[, nous avons :
Arcsin′(y) =

1

sin′(Arcsin(y))

=
1

cos(Arcsin(y))

=
1È

1 − sin2(Arcsin(y))

=
1p

1 − y2car sur l'intervalle �−π
2 , π

2

�, la fonction cos est positive. De plus le théorème de la limite de la dérivéenous assure que Arcsin admet une dérivée in�nie en ±1. En�n, nous en déduisons que la fonction Arcsinest de classe C∞ sur ] − 1, 1[.2.2 La fonction ArccosDé�nition 2.2 La fonction cos est continue, strictement décroissante sur l'intervalle [0, π] et nousavons cos ([0, π]) = [−1, 1]. La fonction cos admet donc une fonction réciproque dé�nie sur l'inter-valle [−1, 1]. Nous notons Arccos cette fonction. Par dé�nition, pour tout y ∈ [−1, 1], nous avonsl'équivalence :
Arccos(y) = x ⇐⇒

§
x ∈ [0, π]
cos(x) = yD'après le théorème sur les fonctions réciproques des fonctions continues strictement monotones, noussavons que la fonction Arccos est continue et strictement décroissante sur l'intervalle [−1, 1]. De plusnous savons que sa courbe représentative est l'image par la ré�exion d'axe la droite d'équation y = x :
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x

y

0−1 1 π
2

π

π
2

π

−1

1

y = Arccos(x)

y = cos(x)Fig. 11 � La courbe représentative de la fonction ArccosMaintenant d'après le théorème de dérivabilité des fonctions réciproques, nous savons que la fonction
Arccos est dérivable sur ] − 1, 1[ et que pour tout y ∈] − 1, 1[, nous avons :

Arccos′(y) =
1

cos′(Arccos(y))

= − 1

sin(Arccos(y))

= − 1È
1 − cos2(Arccos(y))

= − 1p
1 − y2car sur l'intervalle [0, π], la fonction sin est positive. De plus le théorème de la limite de la dérivée nousassure que Arccos admet une dérivée in�nie en ±1. En�n, nous en déduisons que la fonction Arcsin estde classe C∞ sur ] − 1, 1[.2.3 La fonction ArctanDé�nition 2.3 La fonction tan est continue, strictement croissante sur l'intervalle �−π

2 , π
2

� et nousavons tan
��
−π

2 , π
2

��
= R. La fonction tan admet donc une fonction réciproque dé�nie sur R. Nous



13notons Arctan cette fonction. Par dé�nition, pour tout y, x ∈ R, nous avons l'équivalence :
Arctan(y) = x ⇐⇒

¨
x ∈

�
−π

2 , π
2

�
tan(x) = yPuisque l'application tan restreinte à �−π

2 , π
2

� est impaire, il en est de même de l'application réciproque
Arctan. D'après le théorème sur les fonctions réciproques des fonctions continues strictement mono-tones, nous savons que la fonction Arctan est continue et strictement croissante sur R. De plus noussavons que sa courbe représentative est l'image par la ré�exion d'axe la droite d'équation y = x :

x

y

−π
2

π
2

π
2

−π
2

y = tan(x)

y = Arctan(x)

Fig. 12 � La courbe représentative de la fonction ArctanMaintenant d'après le théorème de dérivabilité des fonctions réciproques, nous savons que la fonction
Arctan est dérivable sur R et que pour tout y ∈ R, nous avons :

Arctan′(y) =
1

tan′(Arctan(y))

=
1

1 + tan(Arctan(y))

=
1

1 + y2Puisque la dérivée de tan ne s'annule pas sur �−π
2 , π

2

�, nous en déduisons que la fonction Arctan estde classe C∞ sur R.Remarque 2.4 Puisque nous avons tan
��
−π

2 , π
2

��
= R, nous avons aussi Arctan (R) =

�
−π

2 , π
2

�. Etpuisque Arctan est strictement croissante sur R, nous en déduisons que :
lim

x→−∞

Arctan(x) = −π

2
et lim

x→+∞

Arctan(x) =
π

2



14Soit x ∈ R∗. nous avons :
tan

�
Arctan

�
1

x

��
=

1

x

=
1

tan(Arctan(x))

= tan
�π

2
− Arctan(x)

�Si x > 0, alors π
2 − Arctan(x) ∈]0, π

2 [ et par suite, dans ce cas, Arctan
�

1
x

�
= π

2 − Arctan(x). Si x < 0,puisque tan est π-périodique, nous en déduisons que Arctan
�

1
x

�
= −π

2 − Arctan(x). Nous avons doncmontré que :
∀x ∈ R∗

+, Arctan

�
1

x

�
+ Arctan (x) =

π

2

∀x ∈ R∗

−
, Arctan

�
1

x

�
+ Arctan (x) = −π

22.4 Formules faisant intervenir les fonctions réciproques des fonctions tri-gonométriquesPar dé�nition, nous avons :
∀x ∈ [−1, 1], sin(Arcsin(x)) = x ∀x ∈

�
−π

2 , π
2

�
, Arcsin(sin(x)) = x

∀x ∈ [−1, 1], cos(Arccos(x)) = x ∀x ∈ [0, π], Arccos(cos(x)) = x

∀x ∈ R, tan(Arctan(x)) = x ∀x ∈
�
−π

2 , π
2

�
, Arctan(tan(x)) = xD'autre part, nous avons vu que pour tout x ∈ [−1, 1],

cos(Arcsin(x)) =
p

1 − x2 et sin(Arccos(x)) =
p

1 − x2Maintenant, nous pouvons traduire toutes nos formules trigonométriques pour les fonctions réciproquesdes fonctions trigonométriques. Ainsi pour tout x ∈ [−1, 1], nous avons :
Arccos(x) + Arcsin(x) =

π

2De même, pour tout x ∈ [−1, 1]

Arccos(−x) = π − Arccos(x)Les cas particuliers des formules d'addition donnent que pour tout x ∈ [−1, 1],
cos(2 Arccos(x)) = 2x2 − 1

cos(2 Arcsin(x)) = 1 − 2x2

sin(2 Arcsin(x)) = 2x
p

1 − x2Et les formules faisant intervenir la fonction tangente se traduisent par, pour tout x ∈] − 1, 1[ :
tan(Arcsin(x)) =

x√
1 − x2En remarquant que pour tout t ∈

�
−π

2 , π
2

�, nous avons 1 + tan2(t) = 1
cos2(t) , nous trouvons que pourtout x ∈ R :

cos2(Arctan(x)) = 1 + x2



15et comme sur ] − 1, 1[, nous avons Arctan(x) ∈
�
−π

2 , π
2

�, nous trouvons cos(Arctan(x)) > 0 puis pourtout x ∈ R :
cos(Arctan(x)) =

1√
1 + x2

sin(Arctan(x)) =
x√

1 + x2Les cas particuliers des formules d'addition donnent alors, pour tout x ∈ [−1, 1] :
cos(2 Arctan(x)) =

1 − x2

1 + x2

sin(2 Arctan(x)) =
2x

1 + x2et pour tout x ∈] − 1, 1[,
tan(2 Arctan(x)) =

2x

1 − x2qui ne sont pas sans rappeler les formules du changement de variable . . .3 Fonctions logarithmes et exponentielles3.1 La fonction logarithme népérienDé�nition 3.1 La fonction f dé�nie sur R∗

+ par f(x) = 1/x est continue sur R∗

+. Elle admet donc8des primitives sur l'intervalle ]0, +∞[. Nous notons ln l'unique primitive véri�ant ln(1) = 0. Nousavons donc pour tout x ∈ R∗

+,
ln(x) =

Z x

1

dt

tLa fonction ln : ]0, +∞[→ R ainsi dé�nie est dérivable sur ]0, +∞[ et pour tout x ∈ R∗

+, nous avons
ln′(x) = 1

x
.Remarque 3.2 Du fait même de sa dé�nition, la fonction ln est de classe C∞ sur R.Proposition 3.3 Nous avons pour tout a, b ∈ R∗

+

ln(ab) = ln(a) + ln(b)preuve:Cela résulte de la relation de Chasles et d'un changement de variable :
ln(ab) =

Z ab

1

dt

t

=

Z a

1

dt

t
+

Z ab

a

dt

t

=

Z a

1

dt

t
+

Z b

1

bdt

bt
= ln(a) + ln(b)

�Remarque 3.4 Nous pouvons reformuler la proposition 3.3 de la manière suivante : la fonction ln estun isomorphisme du groupe (R∗

+,×) sur le groupe (R, +).8Voir le cours d'intégration.



16Corollaire 3.5 Soit m ∈ N∗ et n ∈ Z. Nous avons pour tout a, b, a1, a2, . . . , am ∈ R,
ln
�a

b

�
= ln(a) − ln(b)

ln

 
mY

i=1

ai

!
=

mX
i=1

ln(ai)

ln (an) = n ln(a)preuve:La première égalité résulte9 du changement de variable ϕ(t) = 1/t :
ln(b) =

Z b

1

dt

t
=

Z 1
b

1

ϕ′(t)dt

ϕ(t)

= −
Z 1

b

1

dt

t
= − ln

�
1
b

�La seconde égalité résulte d'une récurrence et la troisième est un cas particulier de la seconde. �D'après ce qui précède nous pouvons dresser le tableau de variation :
x

ln′(x)

ln(x)

0 +∞

+

Fig. 13 � Tableau de variation de la fonction lnPuisque la fonction ln est continue strictement croissante sur R, nous avons
ln(]0, +∞[) =

�
lim

x→0+
ln(x), lim

x→+∞

ln(x)

�De plus, puisque ln est croissante, sa limite en +∞ est celle de la suite ln(2n) = n ln(2) ; puisque
ln(1) = 0, le réel ln(2) est strictement positif, la limite de la suite est +∞. De même, la limite en
0+ de la fonction ln est la limite de la suite ln(2−n) = −n ln(2) c'est-à-dire −∞. Ainsi ln est unhoméomorphisme de R∗

+ sur R. Nous notons e l'unique élément de R∗

+ tel que ln(e) = 1. Nous pouvonsmaintenant tracer sa courbe représentative :9En utilisant l'idée de la remarque précédente (ln est un morphisme de groupes), et en �xant b ∈ R∗

+, nous avons,d'après la proposition précédente, l'égalité 0 = ln(1) = ln(b) + ln
�
b−1
�, ce qui implique que ln

�
b−1
�

= − ln (b).
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x

y

1 2 e

1

−1

y = ln(x)

y = x − 1

O

Fig. 14 � La courbe représentative de la fonction lnExercice 3.6 Montrer, comme le suggère la �gure précédente, que nous avons pour tout x ∈ R∗

+,l'inégalité ln(x) 6 x − 1.3.2 La fonction exponentielleDé�nition 3.7 La fonction ln est continue strictement croissante sur ]0, +∞[ ; elle dé�nie une bijec-tion de ]0, +∞[ sur R. Nous notons exp sa fonction réciproque. Par dé�nition, pour x, y ∈ R, nousavons l'équivalence :
exp(x) = y ⇐⇒

§
y ∈ ]0, +∞[
ln(y) = xla fonction exp est une application continue strictement croissante sur R et puisque ln est dérivablesur ]0, +∞[ et que sa dérivée est strictement positive, il en est de même de la fonction exp sur R. Deplus, nous avons, pour tout x ∈ R :

exp′(x) =
1

ln′(exp(x))

= exp(x)En�n, nous en déduisons que exp ∈ C∞(R).Proposition 3.8 Soit m ∈ N∗ et n ∈ Z. Nous avons pour tout a, b, a1, a2, . . . , am

exp (a + b) = exp(a) exp(b) (3.1)
exp

�a

b

�
=

exp(a)

exp(b)
(3.2)

exp

 
mX

i=1

ai

!
=

mY
i=1

exp(ai) (3.3)
exp (na) = (exp(x))n (3.4)preuve:Il s'agit simplement d'une traductions des propriétés véri�ées par la fonction logarithme. �Nous déduisons de tout ce qui précède que la courbe représentative de la fonction exp est la suivante :
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x

y

1 2 e

e

1

y = ln(x)

y = x + 1
y = exp(x)

Fig. 15 � La courbe représentative de la fonction exp3.3 Dé�nition de a
x pour a ∈ R∗

+ et x ∈ RNous cherchons à donner un sens à ax pour a ∈ R∗

+ et x ∈ R. Fixons a ∈ R∗

+. Soit maintenant
q ∈ N \ {0}. Nous savons qu'il existe un réel strictement positif y tel que yq = a. Or nous savons que :�

exp

�
1

q
ln(a)

��q

= exp(ln(a)) = aPuisque la fonction exp est positive sur R et que la fonction x 7→ xq est une bijection de R∗

+ sur R∗

+,nous en déduisons que exp
�

1
q

ln(a)
�

= y. Ce qui démontre bien qu'il existe un unique réel y tel que
yq = a. On note alors a

1
q := y. Maintenant si x ∈ Q \ {0}, il s'écrit x = p

q
avec p et q deux entiersrelatifs, pour dé�nir ax, il su�t de poser y := a

1
q comme vu précédemment puis de poser ax := yp.Nous voulons maintenant � prolonger � cette dé�nition pour les x réels . . .Soit maintenant x ∈ R. Soit (xn) une suite de rationnels convergeant vers x. Alors la suite (xn ln(a))converge vers le réel x ln(a). la fonction exp étant continue sur R, nous en déduisons que :

lim
n→+∞

axn = exp(x ln(a))Dé�nition 3.9 Soit a ∈ R∗

+. Soit x ∈ R. Alors l'expression ax désigne la limite de la suite (axn) où
(xn) est une suite de rationnels convergeant vers x. Ainsi par dé�nition, nous avons :

ax := exp(x ln(a))Remarques 3.101. Soit x ∈ R. Grâce à la dé�nition précédente, nous trouvons :
exp(x) := exp(x ln(e))

= ex



192. Toujours grâce à la dé�nition précédente, la propriété (3.4) se prolonge à R ; pour tout (x, t) ∈
R∗

+ × R, nous avons :
exp(tx) := exp

�
t ln(exp(x))

�
= exp(x)t3. Le lecteur prendra garde à ne pas généraliser la dernière égalité lorsque x est un nombre complexe ;par exemple, si x = 2iπ, nous trouverions :

(e2iπ)
1
2 = eiπ

= −1alors que tout le monde sait que 1
1
2 = exp(1

2 ln(1)) = 1. Le problème vient du fait qu'il n'existe pasde fonction réciproque continue sur (tout) C à la fonction exponentielle complexe (qu'il faudraitdéjà dé�nir).3.4 Logarithme et exponentielle en base aNous �xons a un réel strictement plus grand que 1. On dé�nit alors les fonctions loga et expa, appeléerespectivement logarithme en base a et exponentielle en base a en posant :
loga(x) :=

ln(x)

ln(a)

expa(x) := axOn véri�e immédiatement que ces deux fonctions sont réciproques l'une de l'autre. On remarqueraaussi que la fonction loga est la primitive de la fonction x 7→ 1
x
qui vaut 1 en a.3.5 Preuve des limites usuelles concernant les fonctions logarithme et ex-ponentielleProposition 3.11 Nous avons les assertions suivantes :1. Nous avons :

lim
x→0

ln(1 + x)

x
= 12. Pour tout α ∈ R∗

+, nous avons :
lim

x→+∞

ln(x)

xα
= 03. Pour tout α ∈ R∗

+, nous avons :
lim

x→0+
xα ln(x) = 0preuve:1. Cela résulte exactement du fait que la fonction ln est dérivable en 1 de dérivée 1.2. Supposons α = 1. Posons ϕ la fonction dé�nie sur R∗

+ par :
ϕ(x) =

2√
x
− ln(x)

x
=

2
√

x − ln(x)

xet posons h la fonction intermédiaire dé�nie sur R∗

+ par h(x) := 2
√

x−ln(x). La fonction h est dérivablesur R∗

+ et pour tout x ∈ R∗

+, nous avons :
h′(x) =

1√
x

+
1

x
=

√
x − 1

x



20Nous avons pour x > 1, l'inégalité h′(x) > 0. Puisque h(1) > 0, nous en déduisons que pour tout x > 1,nous avons :
0 < ln(x) 6

2√
xet par suite nous trouvons la limite désirée pour α = 1. Maintenant, si α ∈ R∗

+, nous avons pour x > 1,
ln(x)

xα
=

ln(xα)

αxαet par suite la limite désirée en utilisant le théorème sur la composée des limites.3. Il su�t de poser x := 1
X
. Nous avons alors, d'après le théorème de limite des fonctions composées :

lim
x→0+

xα ln(x) = − lim
X→+∞

ln(X)

Xαqui est nulle d'après le point 2. de la proposition. �Corollaire 3.12 Nous avons les assertions suivantes :1. Nous avons :
lim
x→0

exp(x) − 1

x
= 12. Pour tout α ∈ R+, nous avons :

lim
x→+∞

exp(x)

xα
= +∞3. Pour tout α ∈ R+, nous avons :

lim
x→−∞

xα exp(x) = 0preuve:1. Cela signi�e exactement que la fonction exp est dérivable en 0 de dérivée 1.2. Nous avons vu que l'assertion est vraie pour α = 0. Soit α ∈ R∗

+. Nous savons que limx→+∞

ln(x)
xα =

0+. Nous en déduisons que :
lim

x→+∞

x
1
α

exp(x)
= 0+puis que

lim
x→+∞

x
1
α

exp(x)
= 0+et comme l'application α → 1

α
est une bijection de R∗

+, nous en déduisons la deuxième assertion.3. Il su�t de raisonner comme à la proposition précédente. �4 Fonctions hyperboliquesDé�nition 4.1 Nous dé�nissons les fonctions sh, ch et th pour tout x ∈ R par :
sh(x) =

ex − e−x

2

ch(x) =
ex + e−x

2

th(x) =
sh(x)

ch(x)



21Nous en déduisons immédiatement les formules suivantes :
ch2(x) − sh2(x) = 1et

1 − th2(x) =
1

ch2(x)4.1 La fonction sinus hyperboliqueNous déduisons immédiatement des propriétés de la fonction exponentielle le théorème suivant :Proposition 4.2 La fonction sh est de classe C∞ sur R et en particulier, pour tout x ∈ R, nousavons :
sh′(x) = ch(x)Nous déduisons aussi la limite suivante :
lim
x→0

sh(x)

x
= 1Et par suite nous avons la représentation graphique de sh :

x

y

1

1

y = x

y = sh(x)

Fig. 16 � La courbe représentative de la fonction sh



224.2 La fonction cosinus hyperboliqueNous déduisons immédiatement des propriétés de la fonction exponentielle le théorème suivant :Proposition 4.3 La fonction ch est de classe C∞ sur R et en particulier, pour tout x ∈ R, nousavons :
ch′(x) = sh(x)Nous déduisons aussi la limite suivante :

lim
x→0

ch(x) − 1

x2
=

1

2Et par suite nous avons la représentation graphique de ch :

x

y

1

1

y = ch(x)

Fig. 17 � La courbe représentative de la fonction ch4.3 La fonction tangente hyperboliqueUne nouvelle fois, grâce aux propriétés de la fonction exponentielle, nous trouvons le théorème suivant :Proposition 4.4 La fonction th est de classe C∞ sur R et en particulier, pour tout x ∈ R, nousavons :
th′(x) = 1 − th2(x)

=
1

ch2(x)Nous déduisons aussi les limites suivantes :
lim

x→−∞

th(x) = −1

lim
x→+∞

th(x) = 1

lim
x→+∞

th(x)

x
= 1



23Et par suite nous avons la représentation graphique de th :
x

y

1

−1

1

y = x

y = th(x)

Fig. 18 � La courbe représentative de la fonction th4.4 Formules de trigonométrie hyperbolique4.4.1 Formules d'additionPour tout (a, b) ∈ R2, nous avons les formules suivantes, dite � formules d'addition � :
ch(a + b) = ch(a) ch(b) + sh(a) sh(b)
sh(a + b) = sh(a) ch(b) + ch(a) sh(b)Démontrons la première, à titre d'exemple. Soient a, b deux réels. Nous avons :

4
�

ch(a) ch(b) + sh(a) sh(b)
�

= (ea + e−a)(eb + e−b) + (ea − e−a)(eb − e−b)

= 2
�
ea+b + e−a−b

�
= 4 ch(a + b)Les autres formules se démontrant de la même manière. Nous en déduisons alors les autres formulesd'addition :

ch(a − b) = ch(a) ch(b) − sh(a) sh(b)
sh(a − b) = sh(a) ch(b) − ch(a) sh(b)Nous avons alors pour tout t ∈ R :

ch(2t) = 2 ch2(t) − 1 = 2 sh2(t) + 1

sh(2t) = 2 ch(t) sh(t)

ch2(t) =
ch(2t) + 1

2

sh2(t) =
ch(2t) − 1

24.4.2 Formules de transformationPour tout (a, b) ∈ R2, nous avons les formules suivantes, dite � formules de transformation � :
ch(a) + ch(b) = 2 ch

�
a + b

2

�
ch

�
a − b

2

�
ch(a) − ch(b) = 2 sh

�
a + b

2

�
sh

�
a − b

2

�
sh(a) + sh(b) = 2 sh

�
a + b

2

�
ch

�
a − b

2

�
sh(a) − sh(b) = 2 sh

�
a − b

2

�
ch

�
a + b

2

�



24Ces formules se déduisent des formules d'addition.4.4.3 Autres formules utilesNous avons, pour tout t ∈ R :
ch(3t) = 4 ch3(t) − 3 ch(t)

sh(3t) = 4 sh3(t) + 3 sh(t)ces formules découlant10 des formules précédentes.4.4.4 Formules de trigonométrie hyperbolique faisant intervenir la fonction thNous avons pour tout (a, b) ∈ R2 :
th(a + b) =

th(a) + th(b)

1 + th(a) th(b)Ces formules s'obtiennent en utilisant les formules d'addition et en divisant par ch(a) · ch(b). Et enparticulier,
th(2a) =

2 th(a)

1 − th2(a)4.4.5 Changement de variableLe changement de variable suivant est parfois utile au calcul d'intégrales. Soit a ∈ R. Posons :
t := th

�a

2

�Nous avons alors les formules suivantes :
ch(a) =

1 + t2

1 − t2
, sh(a) =

2t

1 − t2
et tan(a) =

2t

1 + t2Cela résulte du fait que 1 − t2 = 1

ch2( a
2 )
, et que 1 + t2 = 1

sh2( a
2 )

et des formules d'additions.Remarque 4.5 Le moyen mnémotechnique11 de retenir les formules concernant les fonctions hyper-boliques, consiste à connaître les formules de trigonométrie et à opérer le changement :
cos 7→ ch

sin 7→ i shoù i2 = −1 et à éliminer les i qui restent seuls dans la formule obtenue.Exercice 4.61. Soit n ∈ N. Exprimer en fonction de ch(nx) et sh(nx) les expressions : (ch(x) + sh(x))n et
(ch(x) + sh(x))n2. Démontrer que que pour tout x ∈ R, nous avons : ch(3x) = 4 ch3(x) − 3 ch(x)10Elle découlent aussi d'une utilisation immédiate de la formule du binôme de Newton.11Il ne s'agit pas seulement d'une astuce mnémotechnique ; lorsqu'on dé�nit les fonctions circulaires de la variablecomplexe (cos, sin, ch et sh) ; il apparaît que pour tout x ∈ R (en fait C), nous avons les formules sin(ix) = i sh(x) et

cos(ix) = ch(x).



255 Fonctions hyperboliques réciproques5.1 La fonction ArgshDé�nition 5.1 La fonction sh est continue, strictement croissante sur R et nous avons sh(R) = R.La fonction sh admet donc une fonction réciproque dé�nie sur R. Nous notons Argsh cette fonction.Par dé�nition, pour tout (x, y) ∈ R2, nous avons l'équivalence :
Argsh(y) = x ⇐⇒ sh(x) = yD'après le théorème sur les fonctions réciproques des fonctions continues strictement monotones, noussavons que la fonction Argsh est continue et strictement croissante sur R. De plus nous savons quesa courbe représentative est l'image par la ré�exion d'axe la droite d'équation y = x de la courbereprésentative de celle de sh :

x

y

1

1

y = x

y = sh(x)

y = Argsh(x)

Fig. 19 � La courbe représentative de la fonction ArgshMaintenant d'après le théorème de dérivabilité des fonctions réciproques, nous savons que la fonctionest dérivable sur ] − 1, 1[ et que pour tout y ∈] − 1, 1[, nous avons :
Argsh′(y) =

1

sh′(Argsh(y))

=
1

ch(Argsh(y))

=
1È

1 + sh(Argsh(y))

=
1p

1 + y2car la fonction ch est positive sur R. Nous en déduisons que la fonction Argsh est de classe C∞ sur R.Remarquons aussi que la fonction Argsh, comme sh est impaire. Nous avons aussi immédiatement leslimites :
lim

y→−∞

Argsh(y) = −∞

lim
y→+∞

Argsh(y) = +∞

lim
y→0

Argsh(y)

y
= 1



26La dernière limite exprimant le fait que Argsh est dérivable en 0.Remarque 5.2 Nous avons pour tout y ∈ R,
Argsh(y) = ln

�
y +

È
y2 + 1

�En e�et, �xons y ∈ R. Posons x := Argsh(y). Nous avons donc 2y = ex−e−x ; ce qui exprime que ex estracine du polynôme X2 − 2yX − 1. Mais comme ex > 0, nous en déduisons, en trouvant les racines dece polynôme, que : ex = y +
p

y2 + 1. Ce qui est équivalent au fait que x = ln
�
y +

p
y2 + 1

�, commedésiré.5.2 La fonction ArgchDé�nition 5.3 La fonction ch est continue, strictement croissante sur l'intervalle [0, +∞[ et nousavons ch ([0, +∞[) = [1, +∞[. La fonction ch admet donc une fonction réciproque dé�nie sur l'intervalle
[1, +∞[ à valeurs dans [0, +∞[. Nous notons Argch cette fonction. Par dé�nition, pour tout (x, y) ∈
R × [1, +∞], nous avons l'équivalence :

Argch(y) = x ⇐⇒
§

x ∈ [0, +∞]
ch(x) = yD'après le théorème sur les fonctions réciproques des fonctions continues strictement monotones, noussavons que la fonction Argch est continue et strictement décroissante sur l'intervalle [1, +∞[. De plusnous savons que sa courbe représentative est l'image par la ré�exion d'axe la droite d'équation y = xde la courbe représentative de Argch :

x

y

1

1

y = x

y = ch(x)

y = Argch(x)

Fig. 20 � La courbe représentative de la fonction Arccos



27Maintenant d'après le théorème de dérivabilité des fonctions réciproques, nous savons que la fonction
Argch est dérivable sur ]1, +∞[ et que pour tout y ∈]1, +∞[, nous avons :

Argch′(y) =
1

ch′(Argch(y))

=
1

sh(Argch(y))

=
1È

ch2(Argch(y)) − 1

=
1p

y2 − 1car sur l'intervalle [0, +∞[, la fonction sh est positive. Nous en déduisons que la fonction Argch est declasse C∞ sur ]1, +∞[.
Remarque 5.4 Nous avons pour tout y ∈ [1, +∞[,

Argsh(y) = ln
�
y +

È
y2 − 1

�En e�et, �xons y ∈ [1, +∞[. Posons x := Argch(y). Nous avons donc 2y = ex +e−x ; ce qui exprime que
x est racine du polynôme X2−2yX+1. Mais comme ex > 0, nous en déduisons que : ex = y+

p
y2 − 1.Ce qui est équivalent au fait que x = ln

�
y +

p
y2 − 1

�, comme désiré.
5.3 La fonction ArgthDé�nition 5.5 La fonction th est continue, strictement croissante sur R et nous avons th(R) =]−1, 1[.La fonction th admet donc une fonction réciproque dé�nie sur ]−1, 1[. Nous notons Argth cette fonction.Par dé�nition, pour tout (x, y) ∈ R×] − 1, 1[, nous avons l'équivalence :

Argth(y) = x ⇐⇒ th(x) = yD'après le théorème sur les fonctions réciproques des fonctions continues strictement monotones, noussavons que la fonction Arctan est continue et strictement croissante sur l'intervalle ] − 1, 1[. De plusnous savons que sa courbe représentative est l'image par la ré�exion d'axe la droite d'équation y = xde celle de th :
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x

y

1−1

1

y = x

y = th(x)

y = Argth(x)

Fig. 21 � La courbe représentative de la fonction ArgthMaintenant d'après le théorème de dérivabilité des fonctions réciproques, nous savons que la fonction
Argth est dérivable sur ] − 1, 1[ et que pour tout y ∈] − 1, 1[, nous avons :

Argth′(y) =
1

th′(Argth(y))

=
1

1 − th2(Argth(y))

=
1

1 − y2Nous avons aussi immédiatement les limites :
lim

y→−1
Argth(y) = −∞

lim
y→1

Argth(y) = +∞

lim
y→0

Argth(y)

y
= 1La dernière limite exprimant le fait que Argth est dérivable en 0 ; de nombre dérivée égal à 1. Nous endéduisons que la fonction Argth est de classe C∞ sur ] − 1, 1[.Remarque 5.6 Nous avons pour tout y ∈] − 1, 1[,

Argth(y) =
1

2
ln

�
1 + y

1 − y

�En e�et, �xons y ∈] − 1, 1[. Posons x := Argth(y). Nous avons donc y(ex + e−x) = ex − e−x ; ce quiexprime que x est racine du polynôme (y − 1)X2 + (y + 1). Mais comme ex > 0, nous en déduisonsque : ex =
È

1+y

1−y
. Ce qui est bien équivalent au fait que x = 1

2 ln
�

1+y

1−y

�.



295.4 Formules faisant intervenir les fonctions réciproques des fonctions hy-perboliquesPar dé�nition, nous avons :
∀x ∈ R, sh(Argsh(x)) = x ∀x ∈ R, Arcsin(sin(x)) = x

∀x ∈ [1, +∞[, ch(Argch(x)) = x ∀x ∈ [0, +∞[, Argch(ch(x)) = x
∀x ∈] − 1, 1[, th(Argth(x)) = x ∀x ∈ R, Argth(th(x)) = xD'autre part, nous avons vu que pour tout x ∈ [−1, 1],

ch(Argsh(x)) =
p

1 + x2 et sh(Argch(x)) =
p

x2 − 1Maintenant, nous pouvons traduire toutes nos formules concernant les fonctions hyperboliques. Ainsiles cas particuliers des formules d'addition donnent que pour tout x ∈ R,
ch(2 Argsh(x)) = 2x2 + 1

sh(2 Argsh(x)) = 2x
p

1 + x2et pour x ∈ [0, +∞[ :
ch(2 Argch(x)) = 2x2 − 1

sh(2 Argch(x)) = 2x
p

x2 − 1Et les formules faisant intervenir la fonction tangente se traduisent par, pour tout x ∈ R :
th(Argsh(x)) =

x√
1 + x2et pour tout x ∈ [1, +∞[ :

th(Argch(x)) =

√
x2 − 1

xEn remarquant que pour tout t ∈ R, nous avons 1 − th2(t) = 1
ch2(t)

, nous trouvons que pour tout
x ∈] − 1, 1[ :

ch2(Argth(x)) =
1

1 − x2et comme ch est positive sur R, et que sh(x) est du signe de Argth(x), nous avons, pour tout x ∈]−1, 1[ :
ch(Argth(x)) =

1√
1 − x2

sh(Argth(x)) =
x√

1 − x2Les cas particuliers des formules d'addition donnent alors, pour tout x ∈] − 1, 1[ :
ch(2 Argth(x)) =

1 + x2

1 − x2

sh(2 Argth(x)) =
2x

1 − x2

th(2 Argth(x)) =
2x

1 + x2qui ne sont pas, une nouvelle fois, sans rappeler les formules du changement de variable . . .


