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Exercice 1
Soit o > 0 un réel. On note I, 'intégrale généralisée suivante :

+oo 1
1, = —dt
/0 (14 t2)e

1. Pour quelles valeurs de o l'intégrale 1, est-elle convergente ?

1
La fonction ¢ +— A ee est continue sur [0, 400, il suffit donc de regarder son
comportement en +o00. Nous avons 1'équivalent
1 1
(1+2)e " g2a
“+oo
entre fonctions positives. Donc [, converge si et seulement si 'intégrale / 20 dt
1

converge, c’est-a-~dire si et seulement si o > 1/2 d’aprés Riemann.

2. Calculer la valeur de I.

[ B [arctan 7™ = i ¢ u
= = |arctan = 1m arctanx = —
! 0 1+1¢2 0 T—+00 2

3. En intégrant par parties, montrer que Iy = 2(I; — I3). En déduire la valeur de I5.

1
On integre 1 et on dérive 5 Apres passage a la limite, cela donne :

+o0 1 t +o0 +oo 2t2
I, = dt = ——dt
: /0 1+12 LHQL +/0 (1+1%)2

et cette égalité a bien un sens puisque la quantité entre crochets converge (vers une
limite nulle). Il vient alors

+oo t2 +00t2+1_1 +oo 1 1
I, =2 ———dt =2 ———dt =2 — dt
' /0 (1+1%)2 /0 (1+1%)2 /0 L+ (1+62)

d’ou I'égalité Iy = 2(I; — I). On en déduit que Iy = /4.

4. Utiliser le changement de variable t = tanx pour calculer la valeur de I3/;.

Soit y > 0 fixé. Nous allons effectuer le changement de variable ¢ = tanz dans

Y 1
l’intégrale /0 m dt Tout d’abOI‘d7 11 vient dt =

>—dx, puis on vérifie
cos? x

1



que lintervalle d’intégration [0,y] se transforme en l'intervalle [0, arctan y]. Enfin,
on se souvient de (ou on redémontre!) la formule

1
V142

Il ne reste plus qu’a remplacer chaque item par sa valeur pour obtenir I'égalité

Yy 1 d arctany 5 1 d arctany d
——— dt = COS™ X T = cosz dx = sin(arctan
/0 (1+¢2)3/2 /0 cos? x /0 ( v)

On en déduit que

cos(arctant) =

m
I35 = i i t =sin(=) = 1.
32 = lm_ sin(arctan y) sm(2)

Exercice 2
On se propose d’étudier lintégrale généralisée

+o0 1
J= d
A 1+ 2)2[sinaB

On notera que l'intégrande admet une infinité de poles sur lintervalle d’intégration.

1. Montrer que l’intégrale généralisée

T 1
K = —=d
/0 | sin z|%/3 v

converge.
1
La fonction x +— W tend vers +o0o en 0 et en 7. En 0, sinx est équivalent a
sin x
x, donc

1 1
|sinz|?/3 0 22/3

et ces fonctions sont positives sur l'intervalle considéré. D’apres Riemann, on en

/2 1
déduit que l'intégrale / 57
o |sinz|?/3

morceau converge. En effectuant le changement de variable t = 7 — x, on trouve

T 1 0 1 71'/2 1
Ammmﬂw v memw—ww3< ) A | 'sin ¢[2/3

autrement dit, les deux morceaux sont égaux et convergents. Donc K converge.

dx converge. Il reste a montrer que l'autre

2. Montrer que l'on a, pour tout entier n > 0, la majoration

/v(n+1)7r 1 < K
‘/E —
n (14 x)?|sinx|??® — — (1+nn)?

™

En déduire que l'intégrale de gauche converge.



Pour tout = € [nm, (n + 1)x], on a 'encadrement

1 1
0<
= (14 2)?|sinz|?? — (14 nm)?|sinx|?/3

D’autre part, en effectuant le changement de variable t = x — nm, on trouve

(n+1)m 1 ™ 1
A= — _dt=K
l [sin a2 A\amw3

™

qui converge d’apres la question précédente. Par conséquent, en vertu du critere de
comparaison appliqué a I'encadrement ci-dessus, 'intégrale

(n+1)m 1
d
/mr (1 + x)?|sin z|?/3 v

converge, et on a la majoration souhaitée.

. Montrer que la quantité

X 1
- dx
/0 (1 + z)?| sinx|?/3

tend vers une limite finie quand X tend vers +oo.
Considérons la série de terme général w,, défini par

(n+1)m 1
. d
Y /mr (1 + z)?|sinz|?/3 o

d’apres la question précédente, on a ’encadrement 0 < u,, < — . Comme la
(1+nm)?

1
série ——— converge (son terme général est équivalent a et on applique
> - ge ( g q s ppliq
—+00
Riemann), on en déduit que la série Z u, converge.
n=0
Soit X > 0 un réel, et soit N la partie entiere de X /7. Nous avons 'encadrement

Nn 1 X 1 (N+1)7w 1
dr < dz < d
.A u+@ﬂmmw3x—4 u+@ammw3x—A 1+ 2)2[sinaP3

c’est-a-dire

N-1 X 1
< dr <
X% ), o <

Si l'on fait tendre X vers +o0, alors N tend vers +o00, et les deux sommes partielles
+0oo

tendent vers la méme limite (finie), & savoir Zun. On en déduit que la quantité

n=0
du milieu tend vers cette méme limite finie.



