MHT 204 — Analyse 1 pour informaticiens Le 14 juin 2011

Devoir surveillé final — Corrigé succinct

Partie I

Exercice 1 (Question de cours). Théoreme des accroissements finis : Soient a et b deux réels
tels que a < b. Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur [a, b], dérivable sur |a, b[. Alors il

existe ¢ €|a, b tel que
f(b) = f(a)

I e

Exercice 2. En appliquant le théoreme des accroissements a la fonction In sur U'intervalle [a, b],
on trouve qu'il existe ¢ €]a, b[ tel que

Inb—1Ina 1
e [ — =
b—a w(e) c
Mais alors b
—a
——— =c€la,b
Inb—1Ina Ja,b]
ce qu’on voulait.
Exercice 3. 1. f est dérivable sur | — oo, 0] en tant que composée de fonctions dérivables, et
sur ]0, 00| car elle est nulle sur cet intervalle ; étudions donc la dérivabilité en 0.

On a

f) = f0)  fet/t sit<0
t 0 sit>0

or el/t /t tend vers 0 quand t tend vers 0 par valeurs négatives. Donc f est dérivable a
gauche et & droite en 0 et ces dérivées sont identiques, donc f est dérivable et f/(0) = 0.

2. On a
(1) = —el/t/2 sit <0
0 sit>0
donc le taux d’accroissement de f’ au voisinage de 0 est

f1(t) = f1(0)  [—et/td sit<0
t o sit>0

et il tend vers 0 quand t tend vers 0 par valeurs supérieures comme inférieures. Donc f
admet une dérivée seconde en 0, et f”(0) = 0.



3. On a déja trouvé que f'(t) = —e!/t/t2 pour t < 0, donc la propriété est vraie pour n = 1,
en prenant P;(t) = —1. Supposons la formule vraie au rang n. Alors f((t) = ig—ﬁf)el/t
d’ou

P! (4)t?" — P, (t)(2n)t*" 1 P,(t)
Fr () = = i e/t e (= 1E)
_ Pt = 2t + 1)Pu(t) 4y
- $2(n+1) €
donc la formule est vraie au rang n + 1 et ’on a la relation
Poy1(t) = PL(t)t* — (2nt + 1) P, (t).
4. 11 suffit d’étudier ce qui se passe en 0.
Montrons par récurrence que f est indéfiniment dérivable en 0, et que pour tout n €
N, f(”) (0) = 0. On sait que c’est vrai au rang 1. Supposons que f est n-fois dérivable, et
que f (")(0) = 0. Alors le taux d’accroissement de (™ en 0 est :
FOE) — FM ) [ Pu(t)el/t/ et sit <0
t o sit>0
et sa limite est 0 quand ¢ tend vers 0 par valeurs supérieures comme inférieures. Donc f(™)
est dérivable en 0, et f(**1(0) = 0. Donc I’hypothese de récurrence est vérifiée au rang
n + 1. Par conséquent, f est de classe C*°.
Exercice 4. a) La formule de Taylor-Young & l'ordre 5 au voisinage de 0 pour la fonction

x +— cos(x) + x s’écrit

2 2t
Cos(x)+x:1+$—?+ﬁ+x5€(x)
De méme
2 3 4 5
m(l+a)=z— o+~ T4 T aPe(a)

2 3 4 )

En composant les développements de Taylor on trouve que

4 11
olr)=x— ga:Q + §x3 — £x4 + Ex‘r’ + 2P¢(x)

Le coefficient de z* dans le développement de Taylor de ¢ est
(4)
O T Wy
TR d’ou ¢ (0) = —42

et de méme () (0) = 264.

L’équation de la tangente a la courbe représentative de ¢ au point 0 est la partie de degré
1 du développement de Taylor, c’est-a-dire y = . La courbe est située en-dessous de cette
tangente car le terme de degré 2 est négatif.



Exercice 5. a) En posant t = In(z) il vient dt = dz/z. Les nouvelles bornes sont 1 et 2.
Ainsi
62
1
I= ——————dx
/e z(In(z) + 1)
21
1

—dt
t+1

— [In(t+ 1)]2 = In(3) — In(2) = ln(;)

b) On pose u = cos(z). Il vient du = — sin(z)dx. Les nouvelles bornes sont 1 et 0. Cela donne

Partie 11

Quelle est la valeur de :
2y _
lim exp(z*) . cos(x)
z—0 T

Réponses possibles :

X 400
3
— 2
7
X g

x  Cette limite n’existe pas
Développement limité.

Quelle est la valeur de :

Réponses possibles :
x 0
x In(1++/2)
x 3 —sin(1)
~ g+

Changement de variable ou intégration par parties.



Quelle est la valeur de :

Réponses possibles :
— et
x g—1
x 0
x arctan(e) — 1

On reconnait la une somme de Riemann.

La suite (uy) définie par

w, = () <(1)”+1>

n + cos(n!)

est-elle :

Réponses possibles :
X croissante
X convergente
— divergente
x de Cauchy

La suite (ua) tend vers +oc.



