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Ce sujet comporte deux parties. La première partie est constituée de cinq exercices. La seconde partie est un QCM. Il vous
est demandé de traiter la première partie sur la copie d’examen, et de répondre à la seconde directement sur le sujet, que vous
glisserez dans votre copie à la fin de l’épreuve.

Partie I
Exercice 1 (Question de cours). Énoncer le théorème des accroissements finis.

Exercice 2. Soient a et b deux réels tels que 0 < a < b. Montrer que

a <
b−a

lnb− lna
< b

Exercice 3. On considère la fonction f : R→ R définie par

f (t) =

{
e1/t si t < 0
0 si t ≥ 0

1. Montrer que f est dérivable sur R, en particulier en t = 0.
2. Étudier l’existence de f ′′(0).
3. Montrer par récurrence que, pour t < 0, la dérivée n-ième de f s’écrit

f (n)(t) =
Pn(t)
t2n e1/t

où Pn est un polynôme.
4. Montrer que f est de classe C ∞ sur R.

Exercice 4. a) Écrire la formule de Taylor-Young à l’ordre 5 au voisinage de 0 pour la fonction x 7→ cos(x) + x (on ne
demande pas de justification).

b) Même question pour la fonction x 7→ ln(1+ x).
c) Même question pour la fonction ϕ : x 7→ ln(1+ x− x2).
d) Déterminer ϕ(4)(0) et ϕ(5)(0).
e) Quelle est l’équation de la tangente à la courbe représentative de ϕ au point 0 ? Comment se positionne la courbe par

rapport à cette tangente ?

Exercice 5. a) Calculer l’intégrale suivante :

I =
∫ e2

e

1
x(ln(x)+1)

dx

(Indication : on pourra effectuer le changement de variable t = ln(x)).
b) Calculer l’intégrale suivante :

J =
∫

π/2

0
cos(x)2011 sin(x)dx

T.S.V.P.



Partie II
Questions à choix multiples. Il y a une seule bonne réponse par question. Les mauvaises réponses ne seront pas notées

négativement.

1) Quelle est la valeur de :

lim
x→0

exp(x2)− cos(x)
x2

Réponses possibles :
a. +∞

b. 3
2

c. − 7
4

d. Cette limite n’existe pas

2) Quelle est la valeur de : ∫ 1

0

1
(1+ x2)2 dx

Réponses possibles :
a. 0

b. ln(1+
√

2)

c. 3
4 − sin(1)

d. π

8 + 1
4

3) Quelle est la valeur de :

lim
n→+∞

n

∑
k=1

n
k2 e−

n
k

Réponses possibles :
a. e−1

b. π

8 −1

c. 0

d. arctan(e)−1

4) La suite (un) définie par

un = n3+sin(n)
(

(−1)n +1
n+ cos(n!)

)
est-elle :

Réponses possibles :
a. croissante

b. convergente

c. divergente

d. de Cauchy
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