MHT 204 — Analyse 1 pour informaticiens Le 26 avril 2011

Devoir surveillé n® 2 — Corrigé succinct

Exercice 1 (Questions de cours). a) Théoreme de Rolle : Soit f : [a,b] — R une
fonction continue sur [a, b], dérivable sur |a, b], telle que f(a) = f(b). Alors il existe
¢ €a, b[ tel que f'(c) = 0.
b) Théoreme de Taylor-Young : Soit f : I — R une fonction de classe C" (ou [ est un
intervalle). Alors, pour tout h € R tel que xy + h appartienne a I on peut écrire
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ou £(h) est une fonction qui tend vers 0 quand h tend vers 0.

Exercice 2. a) La fonction f’ est donnée par
f/(z) =42 + 32> — 1

Sa dérivée est
f"(z) = 122% + 62 = 62(27 + 1)

Les racines de f” sont —% et 0. On en déduit les variations de la fonction f' : elle

est croissante sur | — oo, —3], décroissante sur [—3, 0], et & nouveau croissante sur
[0, +o0].

b) La fonction f’ présente deux extréma locaux : f'(—3) = —3 est un maximum local,
et f/(0) = —1 est un minimum local. Il est donc clair que f’ ne s’annule pas sur

| — 00,0]. D’autre part, f’ est strictement croissante sur [0, +o00[ et

lim f'(z) = +o0

T—+00

En appliquant le théoréme de la bijection a f sur I'intervalle [0, +oo[, on en déduit
qu'il existe un unique réel « tel que f'(a) = 0.
¢) Comme f'(0) = —1 et f/(1) =6, on en déduit que 0 < a < 1. Il vient alors :

0<a* et 0<a® e 0<—a+1

En additionnant le tout, on trouve que f(a) > 0.



d) La fonction f’ est strictement négative sur | — oo, af et strictement positive sur
Ja, +00[. On en déduit que f admet un minimum global en o. Comme f(a)) > 0,
ceci montre que f ne s’annule jamais sur R.

Exercice 3. a) La formule de Taylor-Young a l'ordre 4 au voisinage de 0 pour la

fonction x +— sin(x) est
3

sin(z) =z — % + zte(x)
b) De méme pour la fonction = +— e” :
e
T _ 1 <~ - el 4
e +w+2+6+24+:1:5(x)

¢) En multipliant les deux polynémes de Taylor, on trouve que

3 2 3 4

e”sin(z) = (x — %)(1 +x+ % + % + ;—4) + zte(z)
1 1 1 1
=a+a’+ 903(5 - 6) + 904(5 - 6) +2'e()
3
:x+x2+§+x4e(x)
d) Le coefficient de ! dans le polynome de Taylor de f en 0 est %. Vu le résultat

obtenu & la question c), on en déduit que ¢*(0) = 0.
Exercice 4. D’apres Taylor-Young a 'ordre 1 en 0 pour sin(x), nous avons
sin(z) =z + ze(x) = z(1 4 e(x))

ou £(z) tend vers 0 quand z tend vers 0. Ainsi, pour A € R* on a :

sin(Ar)  Az(l+e(Ax)) ). 1+e(M\x)
sin(z)  z(l+e(w) 1+e(2)
On en déduit aussitot que
sin(Az)
z—0 sin(z)



