MHT 204 — Analyse 1 pour informaticiens Année 2009/2010

Devoir maison n° 1

(a rendre semaine 14)

Exercice 1. 1. Soit (z,) une suite réelle de limite /. On pose

—n .

Yn

(a) Expliquer pourquoi il existe un réel M tel que pour tout entier n > 1 on ait
|z, — 1| < M.
On se fixe € > 0. La suite (z,) étant convergente de limite [, il existe un
entier N > 1 tel que pour tout entier n > N on ait |z, — ] < e. On pose
N' = Maz (N, MO0 4 1),

(b) Montrer que

— |z — ]
n— ] < .
ly |_; -

(¢) Montrer que pour n > N’ on a

=z

-1

lxy — 1 "o =1 _n—N+1
< g < .
- <e et - < - €
1 k=N
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(d) En déduire que pour n > N’
|y — 1] < 2e.

La suite (y,) est donc convergente de limite [. Ce résultat est le théoreme de
Césaro. Que peut-on dire de la réciproque de ce théoreme ?

2. Soit (x,) une suite réelle telle que (z,1—x,) converge vers [. En utilisant le théoréeme
de Césaro, montrer que (%") converge également vers [. La réciproque est-elle vraie ?

3. Soit (z,,) une suite de réels strictement positifs tels que <%) converge vers [ > 0.
1
Montrer que (z;; ) converge vers [. La réciproque est-elle vraie ?



4.

3=

Montrer que la suite (l <@>

ol e ) est convergente et déterminer sa limite.

Exercice 2. On considere la suite (u,) définie par récurrence par ug € 0;1[ et Vn >0
Ups1 = Up(l — uy).

1.

Montrer par récurrence que ¥n > 0, u, € ]0;1[.

. Montrer que la suite (u,) est décroissante.

. Montrer que (u,) converge vers zéro.

2
3
4.
5

Soit pour n > 0 v, = ——. Montrer que Yn >0, v, = - 1+1 - L

. En remarquant que la suite (v,) converge vers 1 et en appliquant le théoreme de

Césaro a celle-ci, déduire de la question précédente que (nu,) converge vers 1.

Exercice 3. Soit A # 0 un réel tel que |A| < 1. Soit a un entier tel que a > 2. Soit (uy,),
une suite réelle bornée telle que la suite (u, + Augy,) soit convergente de limite 1.

1.

2.
3.

4.

Si la suite (u,) est convergente, déterminer sa limite .
On suppose désormais que la suite (u,) ne converge pas vers [.
Montrer qu'il existe I’ # [ et ¢ une extractrice telle que (uy(n)) ait pour limite /'.

Soit p > 0 un entier. Montrer par récurrence sur p que la suite (ugrp(n)) est conver-
gente.
On note x, la limite de la suite (Ugpy(m))-

Exprimer le terme x,; en fonction de z,. En déduire que lim, |z,| = +00. Conclu-
sion 7



