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Feuille d’exercices n° 3 — Dérivabilité

Le symbole log désigne la fonction logarithme népérien.

Exercice 1
Calculer les dérivées des fonctions suivantes :

@) =V1+a2sin?z,  fo(z) = exp(l/z) + 1

exp(1/z) — 1"

1 + sin(z)
1 — sin(z)

) = o ) i) = Galo -2

Exercice 2
Prolonger par continuité en 0 puis étudier la dérivabilité en ce méme point des fonctions
suivantes.

1. fi(x) = 2% cos(1/z).
2. fo(x) =sinxsin(1/z).

Exercice 3
Soit f: R — R la fonction (continue) définie par

r?sin(1/x) sixz #0
J(z) = { 0 si =0
1. Montrer que f est dérivable en 0.

2. La fonction f’ est-elle continue en 07

Exercice 4
Soient n > 1 un entier et a et b deux réels. Montrer que le polynome X™ + aX + b admet
au plus trois racines réelles.

Exercice 5
Montrer, a ’aide du théoreme de Rolle, que le polynome P, défini par

ny(n)
P,t)=[(1-t*)"]
est un polynoéme de degré n dont les racines sont réelles, simples et appartiennent a [—1, 1].

Exercice 6
1. En étudiant la fonction = — +/z, estimer la différence /100, 1 — 10.

2. En étudiant la fonction x — exp(—z?), estimer la différence 1 — exp(—0, 1024)



Exercice 7
Appliquer le théoreme des accroissements finis (ou ses variantes) pour démontrer les
inégalités suivantes

1. |sinz —siny| < |z —y| pour z,y € R;
2. log(l4+z) <=z pour z > 0;
3.e>1+«x pour x € R;

4.

< arctanz < x our x > 0.
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Exercice 8

Soient = et y deux réels avec 0 < x < y. Montrer que l'on a

y—x

r< —— <.
Iny —Inz

Exercice 9
Montrer que

lirf <\/log(m +1) — \/logx) = 0.
Exercice 10
Appliquer la regle de Bernoulli-L’Hospital pour calculer les limites suivantes

1 x 1 x x
lim(— — li — ) tan —
) :clir(l)(;p? rsinxg’’ xl_I)I}r(I ™) tan 27

5
a:liq(logx xr—1

: 1 :
lim zsin—, lim (tanx)
T—-+00 X Tz—

Exercice 11
Soit f une fonction dérivable en xy. Calculer

lim flzo+1?) = flzo + 1) ‘

h—0 h
Exercice 12
Soit f une fonction dérivable sur [0, 1]. On suppose que f(x) # 0 pour = €0, 1] et que
f(0) = f(1) = 0. Montrer que f'(0)f’(1) < 0. (Indication : montrer d’abord que f est de
signe constant sur [0, 1]).

Exercice 13
Soit f une fonction dérivable sur [a,b]. On suppose que lim,_;, f(z) = +oo.
1. Montrer que f’ n’est pas bornée sur [a, b].

2. Peut-on dire que lim,_;, f’(x) = +o0o? (Etudier la fonction f(z) = L —sini).
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