Licence MIASHS premiére année, UE Analyse S1 MIOA01X. Cours : Marc Perret
Examen partiel numéro 1 du 28 novembre 2013
En une heure, les documents et calculatrices ne sont pas autorisés
Un formulaire de DL se trouve en page 2

Calculer

3x3+4cosx. lim 2+

lim —_—
z=272 —x —1

T—+00 2.133

Calculer le domaine de définition et de continuité de f(z) = 7%;22*1

b. On pose .
o) = {]21”(:5) s%x#O;.

Montrer que g est continue sur [—1, +o0].

Etudier le domaine de définition, de continuité et de dérivabilité de
f(x) = +/logz.
Catele

. e’ —1
lim - .
z—0,040 sinx

Calculer les développements limités en 0, & 'ordre 2, de /1 + z — €, puis celui &

I'odre 3 de %

Exercice 6. | Montrer, en revenant & la définition des limites avec les e, que

I 23+ xcosx 1
im — = —.
T—+00 223 2



Formulaire des DL en 0

1
i = l4+z+a>+- +a"+2"(x)
-z
2 3 n
log(l—z) = —x—%—%+~-~—%+x”€(x)
-1 —1)... (= 1
(1+2)* = 1+ax+%m2+m+a(a ) ,(a "D oy ane(a)
n!
_ T ZCQ n "
expr = +F+§+“ + — +tae(x)
2 gt a2 o
cosr = 1—54—1—1—---—&—(—1) (2n)!+x e(x)
(E3 1.2n+1 0
: _ v _1\yn_ n+1
sine = =z 3!+ + (1) <2n+1)'+x e(z)
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En une heure, les documents et calculatrices ne sont pas autorisés

Un formulaire de DL se trouve en page 2

Calculer

. 3z3 +4cosz . 2+
lim ——; lim ——.
x—+00 223 =222 —x—1

Corrigé. Premiére limite. On a

323 +4cosz 3+2cos:13

23 2 x3

- Le premier terme du membre de droite tend vers 3.

- Puisque —1 < cosz < 1 pour tout x € R, on a, pour tout z € R} :

Les deux termes a gauche et & droite :l:/I—Q3 tendent vers 0 lorsque © — +o00, donc par le théoréme
des gendarmes le terme du milieu tend aussi vers 0.

On a donc

3x3 +4cosz 3 3
li —_ = —4+0=-.
eotee 243 5 T9=3

Deuxiéme limite. Le numérateur tend (par continuité d'un polynome) vers 22 + 2 = 6, alors que le
dénominateur tend vers 22 —2 — 1 = 1. Par propriété d’une limite quotient, il ne s’agit pas la d’une
forme indéterminée, et on a

. 4z 6
i%m2—x—1_1_6'

Calculer le domaine de définition et de continuité de f(z) = 7”4;22_1

b. On pose

g(@) =141

5 sizx=0

{ﬂ@ sieA0;

Montrer que g est continue sur R.
Corrigé du a). puisque 1 + 2% > 0 pour tout = dans R, le numérateur est défini sur R, donc
D; =R".

Etudions maintenant la continuité de f sur D ¢. Nous allons montrer que f est continue sur Dy
tout entier.



Etude du numérateur. La fonction /1 + 22 — 1 sera continue 1a ou v/1 + z2 Dest. Or, celle-ci est la
composée de :

-u:x+— 1422, continue sur R, donc sur Dy

- v :t— +/t, continue sur J = RY ;

-onau(Dy) CJ=Rj.

Donc, par continuité d’une composée, le numérateur est continu sur Dy.

Etude du dénominateur. La fonction z +— x3 est continue sur R, donc sur Dy.

Conclusion. Puisque le numérateur et le dénominateur sont continus sur Dy, et puisque le dénomi-
nateur ne s’annule pas sur Dy, le quotient est continu sur Dy = R7.

Corrigé du b). Puisque g = f sur R*, g est définie et continue sur cet ensemble. D’autre part, g

est évidement définie en 0 (puisque g(0) = % existe), il ne reste donc plus qu’a vérifier que g est
continue en 0, c’est-a dire que lim,_,o 420 f(x) = g(0) = % Cela se prouve a l'aide de la quantité

conjuguée. On a, pour tout = # 0 :

VitzZ-1  (V1+22-1)(V1+22+1)
x? x2(V1+22+1)
(14+2%) —1°

22(V1+22+1)
2

T

22(V1+22+1)
1

Vita24+1

Par continuité, on a bien que cette quantité tend, lorsque x — 0, vers ﬁ = % = ¢(0), donc ¢

est aussi continue en 0, donc g est définie et continue sur R.

Etudier le domaine de définition, de continuité et de dérivabilité de
f(x) = +/logz.

Corrigé. Domaine de définition. Si x € R, alors f(x) est défini si et seulement si :

- log x est défini, c’est-a dire si et seulement si x > 0;

- v/log x est défini, c’est-a dire c’est-a dire si et seulement si log z > 0, c’est-a dire si et seulement
sixz>1

Donc Dy = [1,4+o0].

Etude du domaine de continuité de f. Nous allons montrer que f est continue sur Dy = [1,+o00][.
La fonction f(x) est la composée de :

- u: x> logx, continue sur RY , donc sur Dy ;

- vt +/t, continue sur J = R, ;

-onau(Dy) CJ=Ry.

Donc, par continuité d’'une composée, f est continue sur Dy.




Etude du domaine de dérivabilité de f. Nous allons montrer que f est dérivable sur |1, +oo[C Dy.
La fonction f(z) est la composée de :

- u: x +— logx, dérivable sur R, donc sur |1, 4-00[;

- vt 1, dérivable sur K = R* ;

-onau(]l,+oo]) C K =R}

Donc, par dérivabilité d’une composée, f est dérivable sur |1, 4+o00[C Dy.

Remarque. f n’est pas dérivable en 1, puisque v(t) = v/t n’est pas dérivable en t = 0, alors que
logl =0.

[ Exercice 4.] Caleuler

e’ —1

im - .
z—0,2#0 SIn X

Corrigé. 1l s’agit d’une forme indéterminée %. On applique la régle de ’hospital. On pose
f(z) =e” et g(x) =sinwz.

Il s’agit 1a de deux fonctions dérivables en 0, avec f'(0) = €% = 1 et sin’(0) = cos0 = 1. Puisque
g'(0) =1 # 0, la régle de ’hospital s’applique, et donne :
e’ —1 o fl@) = f(0) _ f(0) 1

I — — ——
zall)l?a};éo sin x za%)r,g;éo glx)—g(0) ¢'(0) 1

Calculer les développements limités en 0, & 'ordre 2, de /1 + z — e”, puis celui a

l'odre 3 de %

1o1_
Corrigé. La somme. On a d’aprés le formulaire (pour o = %, on a % = 2(22 L. —%) :
2
Vite=(1+2)? = 1+g—%—|—aj2€(m)
22
e’ = 1+:c—|—?—|—a:2€(z),

donc

5
Vi4zx—e" = —g - ng + 22e(z).

sinx
1—x

Le produit. On a =sinx X ﬁ, donc d’aprés le formulaire :

23
sine = x— 5 + 23¢(2)

1+ x4 2%+ 2° + 2% (),




donc on trouve, en tronquant en degré 3 :

sin x

6

3
Tz = (a:—x> (14 z+ 2+ 2%) + 2%(a)

23
v+t + a2’ - E+x3s(z)

5 - .
= x4+ 6933 + 23 ().

Exercice 6. | Montrer, en revenant & la définition des limites avec les €, que

o 234+ xcosx 1
lim =— 2% —

z—+400 213 2
Corrigé. On commence par calculer
|a:3+a:cosx 1| _ ‘(1‘3+$COS$)—$3|
213 2! 23
_ TCOosST |
23
_ |cosz]
o 2x2
1
222"
; : 1 _ 1 _ 1 -
Soit maintenant € > 0. On a 535 = € pour A = o On pose donc A = NorL et vérifions que ce A

convient. Soit donc x € R, = # 0, et supposons que x > A. Alors

|J;3+xcosx 1|<i< 1 _.
223 2" = 222 T 242 7
ce qu’il fallait démontrer.
Formulaire des DL en 0
1 2 n n
T—% = l+z+z°+---+2" +2 ()
2 3 n
log(l—z) = —x—%—%+--~—%+x"e(m)
-1 —1)... — 1
(1+x)a _ 1+04$+M1‘2+--.+a(a ) (a n -+ )QSTL-F.’)L‘HE(,’E)

2 n!
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Formulaire des DL en 0

1
=% = l+a+a®+ - +a"+a"e(x)
2 a8 "
log(1 — — p_ T T g
og(l —x) T = 3 + - + z"e(x)
-1 —-1)...(a— 1
14z = 1+aaz+%x2+~-~+a(a ) '(a n ):E"—i—m”s(a:) (si @ € R constante)
n!
_ 1. F x? " n
expxr = +ﬁ+§+“'+ﬁ+x e(x)
1 2 .
cosx = 1—54—]4—---—1—(—1) (2n)!+x e(x)
1’3 x2n+1 5
i = I, _1yr = n+1
sing = 74 +-- 4+ (-1 Gn 1) + 2" e (x)

Exercice 1. Ecrire les développements limités en z = 0 et & 'ordre indiqué des expressions sui-
vantes :

—cosx a l'ordre 3; cosxz x e~ * & 'ordre 3;
1+z
el‘
v1+4log(1+z) alordre 3; a Pordre 2;
cos T
Exercice 2. Déterminer les limites suivantes en O :
sinzlog(l—x) sindz  cosx (e —1)(cosw —1)

cosz—1 Tlog(l—=z) vI+z  log(l+x?)

Exercice 3. Calculer lim,_, | ’fj‘ll log cos (%) et lim, s oo 2%(V/1 + 23 — ).
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Formulaire des DL en 0

1
=% = l+a+a®+ - +a"+a"e(x)
2 a8 "
log(1 — — p_ T T g
og(l —x) T = 3 + - + z"e(x)
-1 —-1)...(a— 1
14z = 1+aaz+%x2+~-~+a(a ) '(a n ):E"—i—m”s(a:) (si @ € R constante)
n!
_ 1. F x? " n
expxr = +ﬁ+§+“'+ﬁ+x e(x)
1 2 .
cosx = 1—54—]4—---—1—(—1) (2n)!+x e(x)
1’3 x2n+1 5
i = I, _1yr = n+1
sing = 74 +-- 4+ (-1 Gn 1) + 2" e (x)

Exercice 1. Ecrire les développements limités en z = 0 et & 'ordre indiqué des expressions sui-
vantes :

—cosx a l'ordre 3; cosxz x e~ * & 'ordre 3;
1+z
v1+4log(1+z) alordre 3; ° _ alordre 2;

COS T

Corrigé. La somme. On a d’aprés le formulaire :

1 . )
Tz = 1—x+2% — 2%+ 2%(x)
22
cosz = 1 ) + 2% (),
donc
—cosx = —x+ §x2 — 2% + a3e(x)
14+ 2 ’



Le produit. On a d’aprés le formulaire :

2

cosx = 1-— % + 23¢(x)
2 3
e’ = 1—x+%—%+x35($),

donc on trouve, en tronquant en degré 3 :

2 2 3
cosr xe ¥ = (—2) (1—3:—1—362—32)—&—3635(:1:)
23
= 1—1‘—&-?—&—3535(33).

donc
3

cosxxe T=1—x+ % + 23¢(z).

Le DL composé. On a

Vitlog(l+z)=vVI+t

avec t = log (1 + x) — 0 lorsque x — 0. On peut donc faire un DL composé. D’aprés le formulaire :

2 3
log(1+1) = x—%+%+x36(x)
VIFl = 1441 ﬁ+£+t36(t)
N 2 8 16 ’

donc on trouve, en tronquant en degré 3 :

l+log(l4+2) = 1+ + 2 ()

7
= 1+ 2 -2+ —2® 4+ 2% ().

puisque%—i—é—l—%:i—g.Donc
r 3 17
V14 1log (1 =142 — c2? + —2® + 23<(x).
+log (14 x) +2 g% +48x + ze(x)

1
cosx’

Le quotient. Premier temps : calcul de On a d’apres le formulaire

1 1

cosr  1— 2+ a2(z)



1

cos T

out= %2 + x2¢(z) — 0 lorsque x — 0. On peut donc calculer par un DL composé. D’aprés le

formulaire,
1 2, 42
donc en tronquant en degré 2 :
1 x2
= 14— 3e(x).
cos T + 2 +ave(z)

Second temps : calcul du produit. On a en tronquant en degré 2 :

e’ 1
= 6112

X
COS T COsS T

= " x

1— 2+ 22¢(x)

2 2
= <1+x+x2> X <1+x2) + 2%¢(x)

= 14z+2%+2%(2).

Donc
e 2, .2
=14+z+z°+az°e(x).
cos
2
e . 1— % 4 2%e(x)
cos )

Exercice 2. Déterminer les limites suivantes en 0 :
sinzlog(l—x) sin3z  cosx (e —1)(cosx —1)
cosz—1 Tlog(l—z) vI+z  log(l+a?)

Corrigé. Premieére limite. Il s’agit d’une forme indéterminée %. Si on veut utiliser les équivalents,
on a d’aprés le formulaire :

log(l—2z) = —x+axe(x)
sine = x4 ze(x)
72
coszx = 1-— 5 + 2%e(x),

donc



Puisqu’on peut multiplier et diviser des équivalents, on en déduit que

sinzlog (1 —x) xx(—x)

=2
x2 I
cosz — 1 —
donc o
g SR og(l—ux) _o

z—0,z#£0 cosx — 1

puisque deux fonctions équivalentes ont méme limite.

Remarque. Si on avait voulu utiliser les DL, il aurait fallu faire des DL du numeérateur et du
dénominateur a ’ordre 2. Apreés calculs, on arriverait a :

sinzlog(1—z)  —a?+a%(x)

— ==
cosx — 1 _% + x%(m)

—1+¢(x)

Deuxiéme limite. Il s’agit encore d’une forme indéterminée %. On peut appliquer la régle de 'hospital
pour f(z) = sin3z et g(x) = log(1l — z), puisque ces deux fonctions sont dérivables en 0, avec

g'(0) = —1 # 0. On trouve que la limite vaut g:gg; =3 =-3

On peut aussi faire des DL d’ordre 1 du numeérateur et du dénominateur (comme & chaque
fois que la régle de I'hospital s’applique). On peut aussi raisonner par équivalents : on déduit du
formulaire que

sindz ~ 3z

log(l—z) ~ -—uz.
Puisqu’on peut multiplier et diviser des équivalents, on en déduit que

sin 3x 3z
—_—~ — = —3’
log(l—z) —=z
donc 3
lim o2 -3
2—0,270 log(1 — x)

puisque deux fonctions équivalentes ont méme limite.

Troisiéme limite. Il ne s’agit PAS d’une forme indéterminée! Par continuité du cosinus en 0, le
numérateur tend vers cos0 = 1 et par continuité de la racine carrée en 1, le dénominateur tend vers
v 1+ 0 = 1. Donc par propriétés des limites, on a

. CcosS T 1
lim
z—0,2#0 /1 + 2 1




Quatriéme limite. Il s’agit d’une forme indéterminée %. On a tout intérét a utiliser les équivalents :
par les DL, il faudrait faire des DL du numérateur et du dénominateur & I'ordre 3.0n a d’aprés le
formulaire

e’ = 14x+axe(x)
22
cosx = 1— " +x(x)
2
log(142%) = 2°+ 2% (x),

donc
e -1 ~ =z
cosr—1 ~ ——

log(1+2%) ~ 2°.

Puisqu’on peut multiplier et diviser des équivalents, on en déduit que

1;2
(e —1)(cosz —1) T X (_7> o1
log (1 + x3) x3 2

donc
(e* —1)(cosz — 1)

1
ma%}r,rxl;éo log (1 4 23) D)

puisque deux fonctions équivalentes ont méme limite.
. . 3 .
Exercice 3. Calculer lim,_, | ’;—j‘f log cos (%) et lim, s oo 2%(V/1+ 23 — ).

Corrigé. Premiére limite. Il s’agit d’'une forme indéterminée oo x log1 = oo x 0. On va utiliser les
équivalents.

Le terme de gauche ne pose pas de probléme : on a 2% + 1 ~ 23 lorsque 2 — +oo (puisque le

rapport ””i‘a"l =1+ J; tend vers 1), et z + 1 ~ z (car le rapport tend vers 1) donc
»+1 28 9
~ — ~ T
z+1 T

au voisinage de +o0.

On obtiendra un équivalent du terme de droite logcos (1) en posant t = L qui tend vers 0

lorsque £ — +o00. On peut donc utiliser les DL en ¢t = 0 du formulaire. On obtient :



donc puisque u = —ﬁ tend vers 0 lorsque © — 400,

1
log cos <> = 10g<
x

1
T + 28(1’))
1 1
7

= 5+ <)

212
1

22"

Pl (] 2 1y 1
r+1 08 COS | % . 22 ) 2

. x3+11 1 1
im ogcos| — | = —=
z—+oo x + 1 & T 2

puisque deux fonctions équivalentes ont méme limite.

~  —

On en déduit que

donc

Deuxiéme limite. Le terme entre parenthése est déja une forme indéterminée oo — o0o. On va estimer
ce terme en mettant x en facteur pour se ramener en 0 et pouvoir faire des DL. On utilisera que si
t — 0, alors

t
Vi+t=1+ 3 + te(t).

On a donc :
- : 1
(V1423 —2) = xzxxx(fllJr—Sfl)
T
1
= 1+33+ —e(r) — 1
1
= §+€('/E)7
d’ou

lim z3(v/14 23 —z) ==

T—r+00
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Examen Terminal du 6 janvier 2014

L’énoncé comporte un recto et un verso

Formulaire des DL en 0

COS T

sinx

Exercice

Vr2—2z—3

log x

L4z +a? 4+ 2™ +a"e(x)

r Ty are(x)
T 3 n c
ala—1) , ala—1)(a—2) 4
1
+ ar + 5 z° + 2% 3
) T $2 " N
2 gt a2 o
1—5—1-1-1----—1-(—1) (2n)!+x e(z)
23 p2n+1
_ . = 2n+1
T =g+ +(=1) Gn 1) + 27" e(2)

ad 4t

ala—1)...

En deux heures, les documents et calculatrices ne sont pas autorisés

(a—n+1)

n!

"+ z"e(x)

1. Déterminer les domaines de définition, de continuité et de dérivabilité de f(x) =

Exercice 2. Ecrire les développements limités en x = 0 et a4 l'ordre indiqué des expressions sui-

vantes :

e” —+/1—z alordre 3; cosz X v/1+ 2 alordre 2;

X
sinx

a lordre 2; (cosx) a lordre 3.
Ccos T
Exercice 3. Déterminer les limites suivantes en 0 :
e* —cosx sinz(e® — 1) e* sinx — x

J1+z-1 cost—1 ' 1+cosz (cosz —1)log(l — x)

Exercice 4. Déterminer les limites suivantes en +oo :

z°|cos|—|—-1); ———; 1+4sin| — .
x log T



Exercice 5. Calculer £(0), f/(0), f7(0) et £©)(0) pour

f(z) = (cosx)®®".

Exercice 6. Montrer que les premiers termes du développement asymptotique en +oo de la fonction

suivante sont
72+ 1 1+ 1 N 1
_— = —+o|l — .
x 212 2

Exercice 7. Montrer, en utilisant la définition de la limite avec €, que

. 4r — cosx
im —
=400  2x + 3

Exercice 8-a. Soit f :]0,+0o[— R. On suppose que f est continue, que lim,_,q+ f(z) = —oco et
que lim, 1o f(z) = +00. Montrer qu’il existe ¢ €]0, +oo[, tel que f(z) = 0.

[Indication : on rappelle le théoréme des valeurs intermédiaires : si a,b € R, si f est continue de
[a,b] dans R, et si f(a) et f(b) sont de signes contraires, alors il existe ¢ € [a, b], telq que f(c) = 0.]

8-b. Montrer que 1’équation sin z = log x posséde au moins une solution sur R.
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L’énoncé comporte un recto et un verso

Formulaire des DL en 0

1 2 n n
T = l+ox4a”+- +2" +a2"e(x)
2?2 23 z"
log(1 — = - . n
og(l —x) T 3 + - + z"e(x)
-1 -1)... (e — 1
(1+2z2)* = 1+az+a(aT)a:2+m+a(a ) '(a n )x”+x”e(a:)
n!
T £C2 n N
expr = 1+F+§+“ + 5tz e(x)
22 gt o .
: mS n x2n+1 2n-+1
sine = @ =gt (D) CEES e(a)

Exercice 1. Déterminer les domaines de définition, de continuité et de dérivabilité de f(x) =

Vr2—z—2
log(z—2) *

Exercice 2. Ecrire les développements limités en z = 0 et a4 'ordre indiqué des expressions sui-
vantes :

x

Vit — a lordre 3; —— alordre 2;
1—=x 1— a2
1
98T 4 Pordre 2; (1 + 2)'°e(+2) 3 Iordre 2.
1+zcosz
Exercice 3. Déterminer les limites suivantes en O :
cosz — 1 sinz —log(l —x) sinx — x e

sinz x log(1 — )’ T Vi1 -z



Exercice 4. Déterminer les limites suivantes en +oo :

22(cos <;) 1) (a4 1)

Exercice 5. Calculer f(0), f'(0) et f”(0) pour

x

flz) =1 +sinz)° .

Exercice 6. Montrer, en revnant a la définition avec les &, que

. o br—1 5
lim = -,
z—03x—2 3

Exercice 7. Montrer que les premiers termes du développement asymptotique en +oo de la fonction

suivante sont
. 1 2 1
ViZ—1lxsinl—-]=1—-—+4o0 .
T

32 2



