Annexe E

annales de 'année universitaire
2012-2013

Tous les exercices de cette section constituent le devoir & rendre pour le 01 décembre 2013,
comme annoncé dans I'introduction et en annexe A.

E.1 Examen partiel du 7 décembre 2012

En une heure, les documents et calculatrices ne sont pas autorisés

Formulaire des DL en 0

1
-2 = Il+z+a?+ -+ 2" +a"(2)
2 3 n
log(l—z) = —x—%—%+~- - — +a"¢(x)
-1 -1)...(a— 1
1+2)* = 1+az+ (a2 )x2+ +a(a ) '(a nt )a:"—i-:c"E(sc)
n!
T 172 n N
expxr = 1+F+§—|—-~ + — +a"e(x)
R 2 o
cosx = 1_§+ﬂ+”'+(_1) (2n)!+$ e(x)
23 p2n+1 ,
1 — _ _1yn_- n+1
sine = « 3!—|— +(-1) (2n+1)'+x e(z)

Déterminer le domaine de définition de

_ log (2® — 3z +2)
B v —1 '

149

f(z)
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Caleuler

. 23+ x?sinx +cosz . v+ +3 . 2 +1
lim ;o lim —F—— lim ——.
x—+00 3x3 z—+00 x z—1x2+ 1+ 2

Calculer le domaine de définition et de continuité de f(z) = 7”‘;1_1 Peut-on la

prolonger par continuité en 07

Etudier le domaine de définition, de continuité et de dérivabilité de

f(z) = cos(log x).

Calculer les développements limités en 0, a 'ordre 2, de log(1l — x) + ﬁ, puis

celui 4 'odre 3 de /1 + z.sinz.

R N , o s o . . 2 i
Exercice 6. | Montrer, en revenant a la définition des limites avec les €, que limg, 4 o “’wti”}x =

1.

E.2 Examen partiel du 20 décembre 2012

En une heure, les documents et calculatrices ne sont pas autorisés

Formulaire des DL en 0

1
I = 14+ata?+- 42" +a2"(z)
—x
2 3 n
log(l—2z) = 7%*%*%4’" — — +z"e(2)
-1 -1...(a— 1
(1+z2)* = 1+azx+ (a2 )x2+ +o¢(o¢ ) '(a nt )m"+x"a(x)
n!
r  x? " "
expr = 1+ﬂ+§+m+ﬂ+x e(x)
2 I4 nIQn on
cosT = 1—54—14— +(-1) (2n)!+a: e(x)
3 2n+1
1 — _£ .. n_ T 2n+1
sine = x 3!—|— + ( )(2n+1)!+x e(x)
1 2 n n
7 = l+az+z°+- +2" +2"()
-
2 3 n
log(l—z) = —x—%—%+---—%+x”s(m)
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-1 -1...(a— 1
1+x)* = 1+aw+7a(a2 )x2+~--+a(a ) '(a nr )$n+$n5($)
n!
r 2P " n
expxr = 1+ﬂ+§+-~-+m+x e(x)
R a2 o
cosx = 1—§+1+-~-+(—1) (2n)!+x e(x)
23 p2n+1
. _ v )y 2n+1
sin x x 3!+ + ( )(2n+1)!+x e(z)

Exercice 1. Ecrire les développements limités en © = 0 et a l'ordre indiqué entre parenthéses
des expressions suivantes :

1
1— 22

log(1 —
v/1+sinz a lordre 2; M a lordre 2;

a lordre 4; sinx x V1 —x a lordre 3;

rsinx —

Exercice 2. Déterminer les limites suivantes en O :

Vi+xz—1 cos2z—1  cosxz log(l+xz)—=x
e? —1 ’sin*(log(l1—2)) Vi+a Vi—a2-1"

Exercice 3. Calculer lim,_, | 2’41 log(1 + %) et limy_, | sin (%) X Vx? + 1.

E.3 Examen final du 7 janvier 2013

En une heure, les documents et calculatrices ne sont pas autorisés

Formulaire des DL en 0

1
T = l+a+2?+ - +2" +a"(2)
-z
2 3 n
log(l—z) = —x—%—%+~- - — +a"e(x)
-1 -1)...(a— 1
(14+x)* = 1+o¢x+a( 5 )x2+ +a(a ) '(a nt )a?"—l-a:"E(:c)
n!
_ T .’E2 n "
expxr = +ﬂ+§+” + — +a"e(x)
- 2 .
cosx = 1—§+E+-~-+(—1) (2n)!+m e(x)
23 p2n+1 ,
: _ v _1\n n+1
sine = « 3!—|— +(-1) (2n+1)'+x e(z)



152 ANNEXE E. ANNALES DE L’ANNEE UNIVERSITAIRE 2012-2013

Exercice 1. Déterminer les domaines de définition, de continuité et de dérivabilité de f(z) =
sin z xlog(z2—9)
z2—1 '

Exercice 2. Montrer que I’équation logz = 22 — 2 posséde au moins une solution sur R.

Exercice 3. Ecrire les développements limités en x = 0 et a l'ordre indiqué des expressions
suivantes :

sinz + V1 +x alordre 3; V1 —z xe® alordre 2;
67, a lordre 2; (14 z)°°°® a Vordre 3.
1+ sinx

Exercice 4. Déterminer les limites suivantes en 0 :
log(1+x) e®—1  cosz  (cosz—1)*
Vitz-—1" logl—2z)" VY1+z’ sinz — x

. . i r_1q
ainsi que celle de % en 0.
z log

Exercice 5. Déterminer les limites suivantes en +oo :

v =\ log(2+ cosa) (COS<1>)QC.

log?z x

Exercice 6. Calculer f(0), f'(0) et f”(0) pour

f(x) = (cosz)' .

Exercice 7. Montrer que (1 + z)¥"% — 1 ~ 22 au voisinage de 0.

Exercice 8. Montrer que les premiers termes du développement asymptotique en +oo de la

fonction suivante sont ) ) )
xcos() :x—+0(>.
T 2x T

E.4 Corrigé de ’examen final du 7 janvier 2013

Exercice 1. Déterminer les domaines de définition, de continuité et de dérivabilité de f(z) =
sin z xlog(z2 —9)
z2—1 '

Corrigé. Puisque sinx est définie sur R, f est définie en x si, et seulement si, log(z? — 9) l'est
ET 22 — 1 # 0, c’est-a dire si et seulement si 22 — 9 = (z — 3)(z + 3) > 0 et 22 # 1, c’est-a dire
si et seulement si z €] — 0o, —3[U]3, +00[ et x # £1. Donc ’ Dy =] — 00, —3[U]3, +o0]. ‘

Continuité. f(z) est le quotient de sinx x log(z? — 9) par 22 — 1.

Etude du numérateur. Puisque log(z? — 9) est la composée de :
-z 22 — 9, continue sur R;
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-t — logt, continue en ¢ > 0, en particulier en ¢t = z? — 9 lorsque z2 — 9 > 0, c’est-a dire
lorsque x € Dy.
Donc par composition, log(x? — 9) est continue sur D ¢. Puisque sin z est continue sur R, et donc
a fortiori sur Dy, on en déduit que le produit sinz x log(z? — 9) est continu sur Dy.

Etude du quotient.

- On vient de voir que le numérateur est continu sur Dy.

- le dénominateur z2 — 1 est continu sur R, et donc en particulier sur Dy, et
- ne s’annule pas sur Dy,

donc le quotient est continu sur Dj. ‘ f(x) est continue sur Dy =|—o00, —3]U[3, +00]. ‘

Dérivabilité. Etude du numérateur. Puisque log(z? — 9) est la composée de :

-z~ 22 — 9, dérivable sur R;

- t — logt, dérivable en ¢ > 0, en particulier en ¢t = 22 — 9 lorsque 22 — 9 > 0, c’est-a dire
lorsque x € Dy.
Donc par composition, log(z? — 9) est dérivable sur Dy. Puisque sinz est dérivable sur R, et
donc & fortiori sur Dy, on en déduit que le produit sinz x log(z? — 9) est dérivable sur D -

Etude du quotient.
- On vient de voir que le numérateur est dérivable sur Dy.
- le dénominateur 2 — 1 est dérivable sur R, et donc en particulier sur Dy, et
- ne s’annule pas sur Dy,
donc le quotient est dérivable sur Dy.

‘f(a:) est dérivable sur Dy =] — 0o, —3] U [3, +00]. ‘

Exercice 2. Montrer que I’équation log z = x? — 2 posséde au moins une solution sur R.

Corrigé. Nous allons appliquer le théoréme des valeurs intermédiares & la fonction
flx) =2 -2 —logx

pour montrer que celle-ci s’annule au moins une fois sur son domaine de définition, et donc que
I’équation proposée posséde au moins une solution sur R. Cette fonction est définie et conti-
nue (comme somme de fonctions continues) sur R%. On a lim,_,o+ f(z) = 400, f(1) = —1 et
lim,; 400 f(2) = +00. Donc, par le théoréme des valeurs intermédiates appliqué sur Uintervalle
[1,4o00], il existe au moins un ¢ € [1, o0, tel que f(c) =0, ce qu'’il fallait prouver.

Remarque. Le théoréme des valeurs intermédiaires montre aussi qu'il existe au moins un ¢’ €]0, 1],
tel que f(c’) =0.

Exercice 3. Ecrire les développements limités en x = 0 et & l'ordre indiqué des expressions
suivantes :

sinxz + /1 + 2 a l'ordre 3; V1 —x x e* alordre 2;
— % aTordre 2; (14 x)°** a l'ordre 3.
1+sinz

Corrigé. Premier DL, & ordre 3. D’apreés le formulaire :

{ sin x = - —‘"’363 + o(x3
2
Vidtr = 1+5-%+
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donc par sommation

1 1 1
sinz+vV14+ax=1+(1+ 5)1‘— ngQ + (_6 + %)x3+0(1‘3),

soit

3 1 5
sine+vV1+z = 1+§x—§x2—@x3+0(x3).

Deuxiéme DL, a 'ordre 2. D’aprés le formulaire :

{ VTFz = 14+5-% +o(?)

142+ 2 + o(z?)

o
4
|

donc par produit

STTaxer — <1+_x+0(x2)) x <1+x+m2+0($2)>
+

I
A~
—
_|_

3
_l’_
w‘aw
~
_|_
A~
w8y

. 4 13
soit VIFex e =14 go— 5a” +o(a?).

Troisiéme DL, a lordre 2. On commence par calculer le DL a 'ordre 2 de ﬁ, que 'on mul-

tipliera par celui de e*. En cours de calcul, on posera t = x + o(x?), qui tend bien vers 0 lorsque

x — 0, dans le DL d’ordre 2

1
=1 —t+¢? t2
11 +t° + o(t?)

et on ne gardera que les termes d’ordre inférieurs ou égaux a 2 :

1 1
1+sinz 142+ o(x?)
= 1—z+2%+o(z?)

Puis on calcule le produit :

x 2
€ T 2 2 2
z? 2 2 2
= (1+x+?)+(fxfx)+x + o(z*).
soit er 2

T
—_— =14+ — 2,
1+sinx + 2 +0(a:)

Quatriéme DL, a Pordre 3. : Par définition de la puissance, on a :

(14 2)°°% = exp (cosz x log(1l + x)).
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Commengons par calculer le DL a lordre 3 du produit cosz x log(1 + x).

2 2 3
cosz x log(l+x) = (1—%+0(:U3))><(x——+—+o(x3))
2?2z 23 3
= ((E—?‘F?)_?"‘O({IJ)
z? a3 3
$—7—€+0(m)

Remarque : Il ne faut SURTOUT PAS écrire le DL de cosz a l'ordre 2 seulement. Méme si le
résultat final est juste, le raisonnement est faux : un DL d’ordre 2 fois un DL d’ordre 3 ne donne
que le DL D’ORDRE 2 du produit !

On peut maintenant calculer le DL de la composée, en posant t = x — % — % + o(x3) qui
tend bien vers 0 lorsque £ — 0 et en utilisant le DL d’ordre 3

2 3

t t
b=l4t+— 4+ —+o
e =1tt+ o+ +olt’)

(1+2)°" = exp(cosz x log(l+ z))

z? a3 3
= exp(m—2—6+o(gc ))

Il
—
+

x————+o(z

2 6

soit en ne gardant que les termes d’ordre inférieur a 3 :

3

(1+x)"=1+2— %—i—o(x‘?’).

Exercice 4. Déterminer les limites suivantes en O :
log(1+x) e*—1  cosz  (cosz—1)

Vitz—1" log(l—=z)" ¥Y1+z  sinz—=z

.. i T_q
ainsi que celle de % en 0.
zlog x

Corrigé. Premiére limite. 11 s’agit d’une forme indéterminée du type %. On a, en effectuant des
DL a l'ordre 1 au numérateur et au dénominateur :

log(l+x) x + o(z)
Vitz—1  1+Z+40(z)-1
_ z(1+40(1))
(3 +o(1))
_ 14o(1)
I

(22 ) LS (e o)
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donc

log(1 + z) B
Vitr—1

Remarque. Si on veut utiliser les équivalents, c’est presque pareil. Le DL a l'ordre un log(1+z) =
x + o(x) montre que

limg o

log(1+ ) ~ x;

celui du dénominateur /14 =1 ~ & 4 o(x) montre que

\/1+x—1~§

Donc par quotient

log(l+z) = 5
Vidz—-1 3§

et donc la limite est bien 2.

Deuxiéme limite. 11 s’agit encore d’une forme indéterminée du type %. On a, en effectuant des
DL & l'ordre 1 au numérateur et au dénominateur :

e’ —1 14+ z+4o(x)—-1
log(1 — x) —z + o(x)
xz(1+o(1))
z(—1+o0(1))
1+ o0(1)
—14o0(1)
1
-1
= -1

donc

v _
limg o — 1.

log(1 — )

Remarque. Si on veut utiliser les équivalents, c’est presque pareil. Le DL a 'ordre un e* =
1+ x 4 o(x) montre que

e’ — 1~ x;

celui du dénominateur log(1l — z) = —z + o(x) montre que
log(1 — ) ~ —z.

Donc par quotient

et donc la limite est bien —1.
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Troisieme limite. 11 s’agit PAS d’une forme indéterminée : le numoérateur tend vers 1, ainsi que
le dénominateur, de sorte que

COsS T

donc

Quatriéme limite. 1l s’agit encore encore d’une forme indéterminée du type %. On a, en effectuant
des DL cette fois a 'ordre 6 au numérateur et au dénominateur :

(cosz =1 (=% +% — § +0l") 1)
sinx —x x_%+%+0(:€6)_$
2°(—5 +o(1))
w3(=5 + o(a?))
35 To(l)
—g +o(1)
- 0

donc

(cosz —1)3

sinx —x

=0.

limg 0

Remarque. Si on veut utiliser les équivalents, c’est presque pareil. Le DL & 'ordre un cosx =

1- % + o(2?) montre que
2
cost —1~——,
2
c’est-a dire par multiplicativité

26

s — 1) ~ =2
(cosz — 1) 3

. L . . 3
celui du dénominateur sinz = z — Z- + o(2?) montre que

6
. z?
sine —x ~——.
6
Donc par quotient
6
(cosz—1)* —% 3 4
" ~ 3 ~ =TI
sinx —x - 4

et donc la limite est bien 0.

Cinquiéme limite. 11 s’agit encore encore d’une forme indéterminée du type %. Il est dans ce cas

bien plus commode d’utiliser les équivalents, puisque log x n’admet pas de DL en 0, ou elle n’est
méme pas définie.

Numérateur. On a
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(sinz)® = exp(xzlog(sinx))

(
exp(z log(z + o(z?))
= exp(zlogz + xlog(l + o(x)))
( )
(

exp(z log x + zo(x)
exp(zlog z + o(z?))

d’ott, en posant t = xlogx + o(z?) — 0 lorsque  — 0 dans le DL exp(t) = 1+t + o(t) :
(sinz)® = 1+ zlogz + o(z?) + o(xzlog x + o(x?)) = 1 + xzlog x + o(xlog x)

o(z?)
zlog

puisque o(z?) est un o(zlogz) (le rapport tends vers 0). Donc

(sinz)” — 1~ zlogz,

ainsi
(sinz)* —1 zlogx
xlogx xzlogx ’
soit
) — 1
TN Gk il
zlogx

Exercice 5. Déterminer les limites suivantes en +oo :

2~ & log(2+cosz) (COS<1>)$2,

b )
log2 T x z

Corrigé.
Premieére limite. 1l s’agit déja pour le numérateur d’une forme indéterminée du type oo — oo. On
a:

VT L -

log2 T (log $)2

3\ 2 1
T2
- 1——).
<logx> x( g;%)
3

Le terme %, a priori une forme indéterminée 2, tend en fait vers +oo d’aprés les puissances

comparées, donc son carré aussi. Le terme 1 — - tend vers 1, donc
x 2
, x> — /T
limg s yoo——5— = +00.
log” x

Remarque. Si on veut utiliser les équivalents, on écrit #® — \/r ~ 23 au voisinage de +o0, donc

par quotient
3 3 3\ 2
=z x B ( x? )

log?z  (logz)*> \logz
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qui tend vers 02 = 0 par puissances comparées.

Deuzxiéme limite. Il ne s’agit PAS d’une forme indéterminée : le numérateur n’a pas de limite en
400, puisque cos x oscille entre —1 et 1. On va utiliser le théoréme des gendarmes. Des inégalités

—1<coszr <1,

on dénduit
1 <2+ cosx <3,

d’ott pour x > 0

1 2

1. + cosx < §

T T T
Les termes de gauche et de droite ont pour limite 0 en +00, donc par le théoréme des gendarmes

celui du milieu aussi. On a donc

24 cosx _

limz%«koo - -
X

Troisiéme limite. Puisque % tend vers 0, on a par continuité de cos en 0 que cos (%) tends vers
cos0 =1 et par continuité de log en 1, on a log (cos (%)) — log 1 = 0. D’autre part, 2 — +o0.
Donc

(e (1)) —exp (52 10 (cm (1) ) ) = expton 0

ce qui est une forme indéterminée 0 x co a 'intérieur de exp.
Pour lever 'indétermination, nous allons effectuer un DL de la quantité ci-dessus a l'intérieur
de exp. Posons t = % — 0 lorsque z — 400. On a

! t=1 £ + o(t?)
cos | — = CoOSt = 1 — — o
x 2 ’

que l'on injecte dans le DL log(1 —u) = —u — “72 + o(u?) avec u = %, ce qui donne

22 x log (cos C:)) = %2 X (—t; + o(t2)> = —% + o(1).

Ainsi, on a par continuité de exp en —% :

(eos (1)) =exp (o2 0w (o (1)) = (—2-w00)) o (1) =
ince (o (1)) =

Exercice 6. Calculer f(0), f'(0) et f”(0) pour

f(x) = (cosz)" " .
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Corrigé. Le calcul explicite de f'(x) et de f”(x) est bien trop fastidieux; nous rappelons que la
dérivée de (u(z))"'”, lorsquielle existe, est trés laide. Il faut utiliser les régles de dérivation d'un
produit et d’'une composée a

(u(2))"™ = exp (v(z) x log (u(x)))

c’est-a dire ici
1+x

(cosz) ™" =exp((1+ ) x log (cosx)).

La méthode consiste a calculer le DL de f(z) a lordre 2 au voisinage de 0 de deux fagons
différentes : d’abord par le calcul, puis par la formule de Taylor-Young. On en déduira par
unicité du DL d’ordre deux que ceux-ci sont égaux, ce qui donnera les dérivées cherchées avec
ENORMEMENT MOINS de calculs que si on les faisait "a la main".

Premier calcul. En posant en cours de calcul ¢ = é + o(z%) — 0 lorsque z — 0 dans le DL
log(l1—1t) = —t — % + o(t?), puis u = —% qui tend lui aussi vers 0 lorsque z — 0 dans le DL
exp(u) =1+4u+ % +o(u?) :

(cosz)'t = exp((1+4 ) x log (cosz))
22
= exp( (14 z) x log( 1—?—1—0( ))>
22
= exp(l—l—m <—2—|—0( ))))
a?
= ex —
PAT2
= 1- % + o(x?)
Second calcul. On a :
-1+ a de classe C3 sur | — I, +%[;
- cosz de classe C? et strictement positive sur | — 5, +%[, logt¢ de classe C3 sur t €]0, +o0],
donc log(cos z) de classe C* sur | — 2, +%;

donc par produit (1+ ) x log (cos z) est de classe C3 sur | — Z,+3 [, c’est-a dire sur un voisinage
de 0, et finalement puisque exp est C? sur R, on a finalement que

f(z) =exp ((14 z) x log (cos z))

est C3 sur ce voisinage de 0 (ouf!), donc par Taylor-Young on a

z2 + o(x?).

Fa) = £0) + F O + L2

Conclusion. Par unicité du DL d’ordre 2 en 0 de f, on a donc en comparant les deux DL :

c’est-a dire finalement
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f(0)=1,f(0)=0,f"(0) = —1.

Exercice 7. Montrer que (1 + z)¥"% — 1 ~ 22 au voisinage de 0.

Corrigé. On a, par définition de la fonction puissance, et en effectuant des DL d’ordre deux :

(1+2)% = exp(sinz x log(1+z))
— exp ((g; +o(2?)) x (z — % + o(g;2))>

= exp (2° + o(z?))
= 1+2%+o(2?)

donc _
(1 + l,)sma: —1= £C2 =+ O($2),

ce qui montre que

‘ (1+2)¥m% — 1 ~ 2?2 au voisinage de 0 ‘

Exercice 8. Montrer que les premiers termes du développement asymptotique en 4oo de la
fonction suivante sont
( : ) : ( : )
rcos| — | =z——+o0o(—].
T 2x x

Corrigé. On pose t = % — 0 lorsque z — +00. Le DL d’ordre deux au voisinage de 0 de cost
donne

(2) -
xrcos | — = —cost
x t
1 t2
= —“x[(1==+ot
(1o o)
1 t
= - — = t
; — 5 tolt)
1

I
|
o
S
_|_
S
A~
8|~
~—

comme il était demandé.



