Annexe D

annales de 'année universitaire
2011-2012

D.1 Examen partiel numéro 1 du 3 novembre 2011

En une heure, les documents et calculatrices ne sont pas autorisés

Déterminer le domaine de définition de
fz)=va2—3zx+2

Caleuln

. 23 +xcost+sinx Va2 + 2z +2
lim ;o lim —m———

T— 400 213 "z —to0 T

[Exercice 3. Calculer
. Pz +4 i 22 -1 1—V1+2z
m -——; _.

li ; lim —————; lim
z—0 x+1 =124 +x—2 =0 x

Etudier le domaine de définition, de continuité et de dérivabilité de
f(z) = (2* = 3)Vo +1.

Montrer que I’équation (z 4 1) cosx — /2 = 0 admet au moins une solution dans
R.

Calculer le domaine de définition et de continuité de f(z) = M Peut-on

la prolonger par continuité en 07

Soit f : R — R définie sur R. On suppose que lim,_, 4 f(f) = 2. Montrer que

pour tout x suffisament grand, on a f(z) > x.
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D.2 Examen partiel numéro 2 du 8 décembre 2011

En une heure, les documents et calculatrices ne sont pas autorisés

Formulaire des DL en 0

1
I = 14+ata?+-- 42" +a2"(z)
—x
2 a3 "
log(l —2) = —p— o 2 4 T L n
og(l —x) T 3 + - + z"e(x)
-1 -1...(a— 1
14z = 1+ozx+7a(a2 )x2+---+a(a ) '(a nt )m"+x"s(x)
n!
x2 n
expr = 1+F+§+” +7'+.73 6(33)
I2 I4 nIQn o
cosz = 1 ETRITI +(-1) (2n)!+$ e(x)
3 2n+1
; _ T 1y T 2n+1
sine = «x 3!—|— + ( )(2n+1)!+x e(x)

Exercice 1. Ecrire les développements limités en z = 0 et a l'ordre indiqué entre parenthéses
des expressions suivantes :

log(1+ z) —log(1 — ) a l’ordre 4; cosx x log(1 — x) a l'ordre 4;

log(1 — 4
vecosz a lordre 3; M
cosx

a lordre 3;

Exercice 2. Déterminer les limites suivantes en O :

vi+z—-1 T sin2x e’ sinzr-—z
et —1 ’cos(log(l—x))—1"cosa’ J/1—23 -1

Exercice 3. On suppose que le DL de f en 0 d’ordre n est
f(x) = P(x) + a"(x),

avec P(z) = ag + a1x + azx? ... + a,z™ polynome de degré n et lim, o e(x) = 0.

Supposons de plus que ag = a; = 0 et que n > 2. Montrer que le DL,,_5(0) de % est
f(z) Plz) | .
po + 2" 2e(z)

= ag+asx 4+ agx’ + ..+ apz™ % 4 2" e ().

Application : donner les DL3(0) de 8055 = of ge loslcose)

z2 z2
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D.3 Examen Terminal du 10 janvier 2012

En deux heures, les documents et calculatrices ne sont pas autorisés

L’énoncé comporte un recto et un verso

Formulaire des DL en 0

1
T = l+az+22+ - +2" +a"(2)
-z
2 3 n
log(l—z) = —T—%—%—F" - — +a"e(x)
-1 -1)...(a—
(1+2)* = 1—|—ax+a( 5 )$2+”.+a(a ) '(a nt )x"+a:"5(x)
n!
_ x ‘/EQ " n
expxr = +F+§+” + — +a"e(x)
JZ‘Q $‘4 nxQn on
cosx = 1—§+E+-~-+(—1) (2n)!+x e(x)
1'3 xQn-‘,—l )
: _ _ _\n_ n+1
sine = « 3!—|— +(-1) (2n+1)'+x e(z)

Exercice 1. Déterminer les domaines de définition, de continuité et de dérivabilité de f(z) =

VrZ -9 e,
Exercice 2. Montrer que I’équation e = v/x + 1 posséde au moins une solution sur R.

Exercice 3. Ecrire les développements limités en z = 0 et a l'ordre indiqué entre parenthéses
des expressions suivantes :

cosx —v1+ 2 alordre 2; log(1 — ) x v/1+z a l'ordre 2;
a lordre 3; (cos)*™ a Pordre 3.
cos T

Exercice 4. Déterminer les limites suivantes en O :

m_l. esinz_l . ecos T . SiIl2.Z‘ . xsinr_l
ViFz—1" log(l—=z)" I4+z 1—cosz’ zlogz

Exercice 5. Déterminer les limites suivantes en +oo :

2 —\x  /IT+sinz <1+ 2>x
’ x x)

log ’
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Exercice 6. Calculer f(0), f'(0) et f”(0) pour

f(x) = (1 +sinz)V'T".

. -3
sin z -z

Exercice 7. Montrer que (cos x) ~ e~z au voisinage de 0.

Exercice 8. Montrer que les premiers termes des développements asymptotiques en +oo des

fonctions suivantes sont )

T 1 1
=x+1++0(>;
r—1 T T
. 1 1 1 L 1
n(-)]=1-— — .
s T 622 © z2

D.4 Corrigé de ’examen partiel du 3 novembre 2011

Examen partiel numéro 1 du 3 novembre 2011

En une heure, les documents et calculatrices ne sont pas autorisés

Déterminer le domaine de définition de
flz) =22 —3z+2

Soit 2 € R. On a que f est définie en z si, et seulement si 22 — 3z + 2 > 0. Pour

étudier le signe du binéme, on le factorise. Le discriminant vaut 32 —4 x 1 x2 =9 -8 =1 et
les deux racines sont 1 et 2, donc 22 — 3z + 2 = (z — 1)(z — 2), qui est positif si et seulement si
x €] — 00, 1[U]2, +00[ (un tableau de signes peut-étre dressé si on n’est pas str de soi). Donc

Dy =] — 00,1] U [2, +00].

Calculer
xS—l—wcosx—l—sinx. . Va2 + 2z +2

lim ; lim .
x—+00 223 T—+00 x

23 +xcosz +sinx 1 cosx sinz

=-+ =5+ .
223 2 222 213
Mais pour tout z € R, on a —1 < cosx < 1, donc — L o<z <o Loy les deux extrémités
? 2x 2x 2x2) ;
tendent vers 0 lorsque x — +o00. Donc, par le théoréme des gendrames, on a lim, 4 % =0.

De la méme fagon, on a pour tout z les inégalités —1 < sinz < 1, donc 72—13 < sinz o 1o
X T 2z 2x
sSin x

pour tout z # 0, et par le théoréme des gendarmes lim, ;o 5.5 = 0. Finalement,

i 23+ zcosz +sinz 1+0+0 1
1m = = = —.
T—+00 223 2 2
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Concernant le seconde limite, on commence par rappeler que si z € R, alors Va2 = |z|.
D’autre part, on rappelle aussi que si 20, on a %l = 1. On a donc, pour > 0, en mettant =2 en

facteur dans la racine :

ViZtxorya lel1+2+ 3 2 2
- - 1+*+72,
X X xXr X

avec % — 0 et 3—2 — 0 lorsque z — +o00, donc le terme & l'intérieur de la racine tend vers

140+0= 1, et”par continuité de la racine carrée en 1
Va2 +2x+2
m YEEEEEE g
x

r—r+00

Une remarque importante, a lire. Dans ces deux exercices, il ne faut pas se contenter de

. ’ . N . 3 LY
dire "on garde les termes de degrés les plus importants" (c’est-a dire 575 = % pour la premiére

limite, et @ =1 pour la seconde limite). En effet, cet argument n’est valable que pour les
fractions rationnelles, i.e. les quotients de polynémes. Hors, aucune de ces deux fonctions
n’est un polynoéme : la premiére fait intervenir des sinus et cosinus, la seconde des racines carrdes.
Il faut faire comme dans ce corrigé.

Exercice 3. | Calculer
. P4+ +4 5 -1 . 1-y1+2
m-———; —_ _—

li ; lim ; lim
z—0 x+1 zo1 22+ —2 -0 x

Le numérateur de “’2% V"f“ tend vers 0 + /044 = 2 lorsque x — 0 alors que le

dénominateur tend vers 0 + 1 = 1. Donc le quotient tend vers 2 =2 :

1
22+ \r+4
lim ————— =

i 2.
x—0 x+1

Commentaire. Il arrive parfois (mais pas 4 chaque examen) qu’une limite ne soit
pas une forme indéterminée. Commencez donc toujours par vérifier si, comme c’est
le cas ici, la limite se calcule sans difficulté.

2
z”—1
27,3 tendent tous deux vers 0,
d’ot1 une forme indéterminée du type %. Pour lever 'indétermination, on factorise les numérateurs
et dénominateurs en

Lorsque z tend vers 1, les numérateurs et dénominateurs de

-1 (z—-1)(x+1) a+1
224+zx-2 (z—D(x+2) z+2
Dans cette derniére expression, le numérateur tend vers 2 et le dénominateur vers 3, donc
. 2 -1 2
lim —— = —.
z—1 IQ +x—2 3

Enfin, lorsque z tend vers 0, les numérateurs et dénominateurs de 2=1+2% VQLHQI tendent tous deux
vers 0, d’olt une forme indéterminée du type %. Pour lever I'indétermination, on multiplie haut
et bas par ce qu'on appelle “la quantité conjuguée" :

1-V1+22  (1-VI+2z)(1+V1+22) 12— (1+2z) -2z -2

T z(1+ 1+ 2x) Cax(l4+VI+2r) x(l+VI+22) 1+VI+22
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Lorsque  — 0, le haut tend vers 2, alors que le bas tend vers 1 + /142 x 0 =1, donc
. 1—=v142x 2
lim —— = —

x—0 T 1

=2

Remarquons que pour cette derniére limite, un DL d’ordre 1 des numérateurs et dénominateurs
auraient conduits & la méme solution.

Etudier le domaine de définition, de continuité et de dérivabilité de
f(z) = (2® = 3)Vx +1.
f(z) = (2% — 3)\/z + 1 est définie si et seulement si x + 1 > 0, donc
Dy = [—1, +OO[.

Puisque z + (22 — 3) est continue sur R, f sera continue par produit de fonctions continues la
ot  — /& + 1 l'est. Puisque ¢ +— /t est continue sur ¢ € [0, +oc[, on déduit = + /2 + 1 est
continue en x tel que t = z + 1 > 0, c’est-a dire exactement si x € Dy. Donc f est continue sur
Dy = [—1, +o0l.

Enfin, puisque z + (22 — 3) est dérivable sur R, f sera dérivable par produit de fonctions
dérivables 1a ot x + /x + 1 lest. Puisque ¢t ~ +/t est dérivable sur ¢ €]0,4+oc[, on déduit
x — v+ 1 est dérivable en x tel que ¢ = z + 1 > 0, c’est-a dire exactement si x €] — 1, 4o00].
Donc f est dérivable sur | — 1, 4+00].

Remarque, a lire. Il ne faut pas montrer que f est dérivable en se contentant de le justifier en
donnant la formule de la dérivée. Il faut, avant d’écrire une formule de dérivée, justifier
que le calcul est licite. En général, il faut appliquer les propositions selon lesquelles
une somme, un produit ou une composée de fonctions continues sont continues.

Montrer que 'équation (z + 1) cosx — v/z = 0 admet au moins une solution dans
R.

Posons f(z) = (x + 1) cosz — /z. Alors f est continue sur R, comme somme de

V/z, continue sur Ry, et de (z + 1) cosz, continue sur R. On a d’autre part f(0) = cos0 — /0 =
1-0=1>0,et f(5) = —\/g < 0. Donc, par le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe
c €0, [, tel que f(c) = 0.

Calculer le domaine de définition et de continuité de f(z) = M. Peut-on

la prolonger par continuité en 07

flz)= w est définie si, et seulement si x # 0 ET 24cosz > 0. Cette derniére

condition est vérifiée pour tout z € R puisque —1 < cosz < 1 pour tout € R. Donc
Dy =R".

Pour voir si on peut prolonger f par continuité en 0, on regarde si f a une limite en 0. Lorsque

x — 0, le numérateur tend, par continuité de cos en 0 et de log en 3, vers log(2 + cos(0)) =
log 3 > 0, alors que le dénominateur tend vers 07 si z — 0" et vers 0~ si z — 0_. Donc

log(2 +cosx) log3

lim = =+ et lim ,
z—0t x 0+ z—0~ x 0—

log(2 +cosz) _log3
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donc f n’a pas de limite en 0, donc f ne peut-étre prolongée par continuité en 0.

Soit f : R — R définie sur R. On suppose que lim,_, 4 fgf) = 2. Montrer que

pour tout x suffisament grand, on a f(z) > z.

Par définition de la limite, on a
f(z)

VE>O,E|AER,Vx€R,xZAé76<772<5.

Appliquons ceci pour € = 1. Il existe donc un A; € R, tel que pour tout z > Ay, on a
-1< @ — 2 < 1. En particulier, si z > A;, ona —1 < f2) 2,80t 2 -1< M, c’est-a dire

xr x
en multipliant par z si = est a la fois positif et supérieur & Ay, que f(z) > .

D.5 Corrigé de ’examen partiel du 8 décembre 2011

Rappel important : Pour alléger les écritures, une expression du type z"e(z) avec £(z) — 0
lorsque  — 0 est souvent abrégée en o(z™).

Exercice 1. Ecrire les développements limités en © = 0 et a l'ordre indiqué entre parenthéses
des expressions suivantes :

log(1+ z) —log(l — z) a lordre 4; cosz x log(1 — x) a 'ordre 4;

log(1 —
vcosz a lordre 3; M
cos T

a lordre 3;

Corrigé. On a, a lordre 4 au voisinage de 0 et d’aprés le formunaire (pour log(1 + z), on écrit
celui de log(1 — x) en remplagant = par —z) :

$2 IE3 IZ?4
log(l+az)=o— — +2 -2 4
og(l+x)==x 2+3 4+0(x)

2 3 4
log(lfx):fo:f%—%f%JrO(x‘l)

donc en faisant la différence

2
log(1+ ) —log(l —z) =2z + §x3 + o(z)

Deuxiéme DL, a 'ordre 4 : d’aprés le formulaire :

2 4
cosx:17%+%+o(x4)
2 3 4
log(1—2) =~z — — — “ — T 4 o)

2 3 4
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donc par produit, et en ne gardant que les termes de degré jusqu’a 4 :

— T O A A 4
cosz X log(l—z) = (1 2—&-4)( T- 53 4)—i—o(m)
- _x_lj_ﬁ_li+£3+£4+o(x4)
B 2 3 4 2 4
2?2 a3 4
= —:E—E—I—F—i—o(m)

Troisiéme DL, & 'ordre 3 :

Jeosx = (cos x)%

Posons t = fﬂ”—; + o(x?), qui tend vers 0 lorsque = tend vers 0. On a aussi d’aprés le formulaire :

2

tot
:1+§—§+at3+0(t3)

2X(2-1)x(:-2)
6

W=

(1+1)

pour un certain coefficient o = qu’il est inutile de calculer car il disparaitra dans
la suite. Donc, en ne gardant que les termes de degré jusqu’a 3 :

Yoosz = (1-Z 4o(®)?

2
O 20(373) _ 7 +90(x3))2 + a(—g2 +o(z*))? +o(a?)
x2
= 1- © + 0(%3)

Quatriéme DL, a Pordre 4 : On se rameéne & un produit :

log(1 — 1
log(1 — ) — log(1 — z) x .
COoS T COS T
on a :
1 1

cosx 1—Z + & 4 o(x4)

Posons t = “7—22 — “27—4 +o(z*), qui tend vers 0 lorsque x tend vers 0. On a aussi d’aprés le formulaire

1
ﬁ:1+t+t2+t3+t4+o(t4),

donc, en ne gardant que les termes de degré jusqu'a 4 :

1 x? x? x? xt 2 x4 x? x4
— 1 oz 4 oz 4\\2 sz 4\\3 sz 4\\4 4
—— + (5 - 5 +o@) + (5 — 57 +0l@")? + (5 — 51 +0@)? + (5 — 57 +o(@h) + ofa?)
= +x—2—£4+£4+0(x4)
N 2 24 4
2
5
= 1+ 2 4 2ty o(at)
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Ainsi, en ne gradant que les termes jusqu’au degré 4 :

log(1 — @) = log(l—xz) x
cos cosx
(g T ) (e

Exercice 2. Déterminer les limites suivantes en 0 :

Vita—1 xsin 2z et sinz—u
et —1 ’cos(log(l—x))—1"cosa’ /1 —23 -1

Corrigé. La premiére limite est une forme indéterminée %. Pour lever I'indétermination, il suffit
ici d’effectuer des DL a l'ordre 1 du numérateur et du dénominateur.

Vita—1 (1+z)2 -1

et —1 et —1
1+ iz+o(z) -1
l1+z+o(x)—1
sz + ze(x)
x + xe(x)
3 +e(z)
1+¢e(z)
3+0

lorsque = — 0.

Remarque importante. Il ne faut pas commettre ’erreur d’oublier, dans les égalités
ci-dessus, les o(z). En effet, une copie ot il est écrit

Vitz—1  (1+xz) -1

et —1 et —1
14321
14 a2-1
= etc ---

perd une partie des points. La raison est qu’il n’est pas vrai que (1 + x)% =1+ %x On a
en réalité (1+z)2 =1+ 1z 4 o(z).
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Deuxiéme limite. C’est encore une forme indéterminée du type %. Pour lever I'indétermination,

on effectue un DL des numeérateur et dénominateur. Un DL d’ordre 1 s’avérerait infructueux,
voire remarque & la fin de cet exercice. On effectue des DL d’ordre 2.

On a : sint = t + o(t?), donc sin(2z) = 2z + o(z) et xsinx = 222 + o(x?). D’autre part,
cost=1-— % + o(t?) donc

cos(log(1—2))—1 = cos(—x—

d’oul
2 8in 2z 222 + o(x?)

cos(log(l —x)) —1 —22 4 (22

lorsque x — 0.

Troisiéme limite. Cette fois-ci, il n’y a a pas de forme indéterminée : le numérateur tend vers 1,
le dénominateur tend (aussi) vers 1, donc le quotient tend vers 1 =1 :

ew

=1

lim
z—0 COS T

Quatriéme limite. C’est encore une forme indéterminée du type %. Pour lever I'indétermination,
on effectue un DL des numérateur et dénominateur. Des DL d’ordre 1, ainsi que des DL d’ordre
2, s’avéreraient infructueux, voire remarque a la fin de cet exercice. On effectue des DL d’ordre
3.

Ona:sinz—x= 7%3 + o(z?). D’autre part,
A+t-1 = 1-835-1
1 1l _ 4 1l _qyi_9
=g b3 5GoUG )t3+0(t3)—1
3 2 6
1 1
= gz&—§1t2+c.t?’+o(t3),

ot ¢ est une constante qu’il est inutile de préciser, puisqu’on va maintenant remplacer ¢t par —z3,

et ne garder que les termes jusqua la puissance x3 (pour cette méme raison, le terme % était
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aussi inutile & préciser) :

1
Vi—23 -1 = _§$3 + o(x?),

d’ou :

sinx — x —éx?’ + o(z3

V1—a3 -1 —3a3 + o(x?

lorsque x — 0.

Remarque : Au cours de ces 4 calculs de limites, il y a el : une forme non-indéterminée, pour
laquelle on n’a pas eu besoin de DL, et trois formes indéterminées, qu’on a levées en faisant des
DL des numérateurs et dénominateurs, d’ordres 1 pour la deuxiére limite, d’ordres 2 pour la
troisiéme et d’ordres 3 pour la derniére.

A la question "mais & quel ordre doit-on faire les DL pour lever I'indétermination ?", il n’y a
pas de réponse générale. Des DL d’ordre 1 suffisent parfois, 'ordre 2 est parfois nécessaire mais
ne suffit pas toujours, ici il a fallu pousser a l'ordre 3 dans le dernier cas. Notons que des DL
d’ordre 2 dans ce dernier cas auraient conduits & une autre forme indéterminée : le calcul montre
que les DL d’ordre 2 sont sinz — x = o(x?) = z%¢1(z) et V1 — 23 — 1 = o(2?) = 22e5(x) avec
g;(x) — 0 lorsque x — 0 pour ¢ = 1,2, d’out :

sinx —x 2P (x)
N—a3-1  2ley(x)
B 51(55)
 ez)
.V
0

lorsque & — 0, qui est encore une forme indéterminée. On doit donc pousser (au moins) jusqu’a
lordre 3.

Exactement de la méme fagon, un DL d’ordre 1 pour la seconde limite aurait été infructueux,
conduisant a une forme indéterminée du type

xsin 2z e1(x)
cos(log(l —x)) —1  ea(x)

Pour conclure, face a une forme indéterminée du type % en r — 0, on effectue des DL de

"petit ordre" (pour que les calculs soient vite faits) du numérateur et du dénominateur. Si on
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tombe sur une autre forme indéterminée comme expliqué dans cette remarque,, on recommence
les calculs avec un DL d’ordre plus grand.

On pourrait croire qu’il est plus str de commencer tout de suite par un DL d’ordre "grand",
disons 3 ou 4. Il n’en est rien : on risque de perdre du temps & effectuer des calculs pour rien.

Exercice 3. On suppose que le DL de f en 0 d’ordre n est
f(z) = P(x) + 2"(x),

avec P(z) = ag + a1r + azx? ... + a,z™ polynome de degré n et lim, o e(x) = 0.

Supposons de plus que ag = a; = 0 et que n > 2. Montrer que le DL,,_5(0) de fii) est

% _ Px(zx) +xn—25($)

= aytasrtaxi+.. . +ax" +z

n2e(x).

Application : donner les DL3(0) de % et de log(;%“c)

Corrigé. Le calcul donne immédiatement, puisque ag = a; = 0, la relation

f(z)

x2

= ay + asr + agx® + ..+ a2 2" %e(x).

fggf), il reste a dire que e(z) — 0.

Pour en déduire qu’il s’agit bien 14 du DL,,_5 de

Pour calculer les DL3(0) de % et de IOg(;SS z), il s’agit donc de calculer les DL5(0)
des numérateurs log(1 + z) — z et log(cos z). On trouve :

2 3 4 5
log(l—l—x)—x:—%—%—%—%—i—o(ﬁ),
donc log( ) ) ) 5
logl+z)—x 1 =z 2 2° 3
22 =T33 1 5 oW

D’autre part, on trouve par composition a l'ordre 5, et en posant ¢ = %2 — %4 + o(z?) qui
tend bien vers 0 quand x — 0 :

log(cosz) = log(l — g o(zh)

d’ou
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D.6 Corrigé de I’'examen Terminal du 10 janvier 2012

Exercice 1. Déterminer les domaines de définition, de continuité et de dérivabilité de f(z) =
Va2 —9 x e*.

Corrigé. f est définie en x si, et seulement si, 22 — 9 = (z — 3)(z + 3) > 0, c’est-a dire si et
seulement si z €] — 00, —3] U [3, +00[. Donc ‘ Dy =] — 00, —3] U [3, +00].

Continuité. f(x) est le produit de e, qui est continue sur R, et de g(z) = v2? — 9. Donc, par
produit de fonctions continues, f(z) sera continue en tout = o g(z) = va? — 9 lest. g(x) est la
composée de :

-~ 2?2 — 9, continue sur R;

- t — +/t, continue en t > 0, en particulier en t = 22 — 9 lorsque 2% — 9 > 0, c’est-a dire
lorsque x € Dy.

Donc par composition, g(z) est continue sur Dy, donc’ f(z) est continue sur Dy =]—o00, —3]U[3, +o0|. ‘

Dérivabilité. f(x) est le produit de e®, qui est dérivable sur R, et de g(z) = vz2 — 9. Donc, par
produit de fonctions dérivables, f(z) sera dérivable en tout x ot g(z) = vz2 — 9 lest. g(z) est
la composée de :

-z — x? — 9, dérivable sur R;

- t — +/t, dérivable en t > 0, en particulier en ¢ = z2 — 9 lorsque z2 — 9 > 0, c’est-a dire
lorsque z €] — 00, —3[U]3, +o0|.
Donc par composition, g(x) est dérivable sur | — oo, —3[U]3, +00[, donc

‘f(x) est dérivable sur | — oo, —3[U]3, +o0]. ‘

Exercice 2. Montrer que I’équation e” = v/x + 1 posséde au moins une solution sur R.
Corrigé. On peut s’appercevoir (ce que le rédacteur du sujet n’avait pas vu...) que 0 est solution

de ’équation, ce qui achéve la résolution de ’exercice...

Exercice 3. Ecrire les développements limités en © = 0 et a l'ordre indiqué entre parenthéses
des expressions suivantes :

cosx — 14z alordre 2; log(1 — ) x v/1+z a l'ordre 2;
a lordre 3; (cos )™ & Pordre 3.
cos

Corrigé. On a, a I'ordre 2 au voisinage de 0 et d’aprés le formunaire :

72
cosx =1-— 5 + o(z?)

2
\/l—i—z:l—i—g—%—i-o(xz)

3
donc en sommant cosz — V1T T = 7% 7 gxz +o(2?)

Deuxiéme DL, a 'ordre 2 : d’aprés le formulaire :
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log(l —z) = —x — % + o(z?)

i(:-1 1
\3/1—|—x:1+§+%x2+0(1‘2):1+§—§x2+0(x2)

donc par produit, et en ne gardant que les termes de degré jusqu’a 2 :
2

log(l—xz) x Vi+a = (—w - % + o(x2)> X <1 + g - éxQ + 0(:62)>

soit

log(l—2)x V1+z=—x— ng + o(z?).

Troisiéme DL, & l'ordre 3. On commence par calculer le DL a Pordre 3 de ——

cos
pliera par celui de e*. En cours de calcul, on posera ¢t = %2 —o(x?) = % + o(2?), qui tend bien
vers 0 lorsque z — 0, on utilisera le DL, d’ordre 3
1

1—t:1+t+t2+t3+o(t3)

—, que 'on multi-

et on ne gardera que les termes d’ordre inférieurs ou égaux a 3 :

1 1
cosw 1— 2 4 o(x3)
22 22 2 22 3
= 1+ (2 + O(a:3)> + <2 + 0(333)) + (2 + 0(1‘3)> + o(z?)
2
= 1+2 4 o(x?).
2
Puis on calcule le produit :
e’ 22 23 z2
= 1 Z o4 3 14+ 2 3
cosx ( +HC—~_2—~_6+0(%))X( —|—2+0(a:)>
2 3 2 3

4o+ o+ 42 42 o)
26 2 2 ‘

soit

eCE

2 .
=14+z+22+ 223+ o(2?).
CoS T 3

Quatriéme DL, a Pordre 3. : Par définition de la puissance, on a :

sinx

(cosx) =exp (sinz x (logcosz)).

Commengons par calculer le DL a l'ordre 3 de logcosx, puis celui du produit sinx x log cos x.

En cours de calcul, on posera t = —9”—22 + o(z?), qui tend bien vers 0 lorsque x tend vers 0, on
utilisera le DL d’ordre 3
23
log(1+1t)=t— §+§+0(t3)



D.6. CORRIGE DE L’EXAMEN TERMINAL DU 10 JANVIER 2012 141

et on ne gardera que les termes d’ordre inférieur a 3 :

logcosz = log(1l— % + o(z?))
22 (-3 +0@*)? | (=% +0(")°
e R )
2
= —5 4ol
On en déduit le produit :
3 x?
sinz x logcosx = (a: % + 0(953)) X (—2 + 0(903))
3
= -5 +ola)
On peut maintanant calculer, en posant ¢ = —% + o(z?) qui tend bien vers 0 lorsque x — 0 et
en utilisant le DL d’ordre 3
el = 1+t+ﬁ+ﬁ+o(t3)
B 2 6

(cosz)*™% = exp (sinzlogcos )

= exp (—f + o(x3))

1+ (-2 )+<J‘°’3“@B)>2 (=% +ot9)

B o(z”)

soit

(cosz)sm® =1 — % + o(z?).

Exercice 4. Déterminer les limites suivantes en 0 :

Vitr-1 esine — 1 ecs® sin® z |
ViFz—1" log(l—=z)" I+4+z 1—cosz’ zlogz

Corrigé.

Premiére limite. 11 s’agit d’une forme indéterminée du type %. On a:

Vitz—1  1+35+o(x)—1
Vitz—1  1+%+o(x)—1
a3+ o))
(3 +o(1))
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W DN oIl

donc

. Ji+z—-1 2
limy_yo——m——o—— = —.

Vitz—-1 3

Remarque. Si on veut utiliser les équivalents, c’est presque pareil. Le DL & 'ordre 1 du numé-
rateur (qu'il faut écrire sur la copie) montre que

x
\3/ 1 +x — 1~ g,
celui du dénominateur (qu’il faut aussi écrire sur la copie) montre que

\ﬂ+x—1~g.

Donc par quotient

V142 -1
Vi+zr—1 :

NTEYHES
2
NIl

et donc la limite est bien %

Deuxiéme limite, avec le language des équivalents. Il s’agit encore d’une forme indéterminée du
type %. On a

e _ ] —exp(z+o(@)—1=1+(z+o0(z)—l=z+0(z)~z

et
log(l —x) ~ —x,
donc )
esinz _ 1 T
—_—~ — ~ —1
log(l—2z) —=x
donc
esinw -1
limyg_g——— = —1.
HMa=0 log(1 — x)

Remarque. Si on ne veut pas parler d’équivalents, on écrit les DL & l'ordre 1des numérateurs
et dénominateurs :

esne _ exp(z +o(z)) — 1
log(1 — x) —x + o(x)
x + o(x)
—x + o(x)
14 0(1)
—1+0(1)
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Troisieme limite. Il ne s’agit pas d’une forme indéterminée : par continuité de exp en

cos 0 = 1, le numérateur tend vers e ? = e! = ¢, alors que le dénominateur tend vers v/1 +0 =1,
donc

COS T
€

e
\/1+x_1

Quatrieme limite. 11 ’agit d’une forme indéterminée du type %. Ona:sinz ~ x donc sin®  ~ 2

limy_o =e.

b
2
et 1 —cosx ~ % donc
sin? z x
~ T ~2

1—cosx 22

donc

. sin? x
limg_yo——— =
1—cosx

Remarque. Si on ne veut pas parler d’équivalents, on écrit les DL & l'ordre 2 des numérateurs
et dénominateurs :

sin® x _
1—cosz
2P+ o(2?)
—Z 1 o(a?)
B x2(1+0(1))
22(5 + o(1))
B 14+ 0(1)
5 +o(1)
1
- I
2
= 2.

donc

)
log(1-z)x V1 +x = —x—éxQ—i—o z?).

esSine _ 1

limgyom——— =2
o ﬁolog(l —x)

Cinquiéme limite. 11 s’agit d’une forme indéterminée du type g. Cette question est un peu plus
délicate que les précédentes, car les numérateurs et dénominateurs n’ont pas de DL en O a cause
du facteur log x. On calcule des développements asymptotiques en 0. On a, puisque z log x tend
vers 0 lorsque & — 0, et en posant en cours de calcul t = xlogx + o(zlog x) :

2*m* —1  exp(sinzlogz) —1

rlogz zlogx
exp ((x 4+ o(x))logz) — 1
zlogx
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exp (zlogz + o(xzlogx)) — 1

zlogx
(1+=zxlogz +o(zlogzx)) —1
zlogx

xlogx + o(xlog x)

xlogx
= 14o0o(1)
~ 1

donc

sinz _ 1

limg_yo——— = 1.
xlogx

Exercice 5. Déterminer les limites suivantes en +oo :

2 —\x  1+sinz <1+ 2>z
T ’ x)

log

Corrigé. Premiére limite. Le numérateur est déja une forme indéterminée oo — oo. On a

x? —\/x T 1

log - log x(@-—2)

_Z

pour tout z > 0. le premier facteur Tog
400 — 0 = +00, donc le produit tend vers +oo X 400 = +00. Donc

tend vers 400, le second facteur x — ﬁ tend vers

2
. ¢ — /T
lzmm_H_ooi\/» = +o00.
log x

Deuziéme limite. Le numérateur n’a pas de limite en +00, et le dénominateur tend vers +oco. On
va montrer que le numérateur étant borné, la fonction tend vers 0 par le théoréme des gendarmes.

Pour tout x € R, on a :
—1 <sinx <1,

donc
0<1+sinxz <2,

ou encore

0§\/1+Sinx§\/§.

On en déduit que pour tout = > 0,

0< ¥ <

)

v1+sinx \/§
T

xT

ol le terme de droite tend vers 0 lorsque x — 400. Donc par le théoréme des gendarmes

. V1+sinx
lm —— =0
r—r+00 X
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Troisieme limite. 11 S’agit d’une forme indéterminée (que I'on peut nommer 17°°), dérivée de la
forme indéterminée 0 x co. En effet,

17°° = exp (+00 x log 1) = exp (+00 x 0).

On a, en posant en cours de calcul ¢ = % qui tend vers 0 lorsque x — 400 :

() = lon(e-)
- (e (2(2)

exp (2 + o(1))

La quantité a 'intérieur de I’exponentielle tend donc vers 2, donc par continuité de I’exponentielle
en 2,on a:

2 xr
limg— 4 oo (1 + ) = e
T

Remarque. La méme méthode montre plus généralement que, pour tout a € R, on a :

. a\® "
limyg oo (1 + ;) =e“.

Exercice 6. Calculer f(0), f'(0) et f”(0) pour

flz)=(01+ sinm)m.

Corrigé. Pour montrer la puissance de la méthode, on va méme calculer ici £ (0). Bien str,
pour l'examen, il suffisait de calculer les DL d’ordre 2 et les calculs ci-dessous s’en trouvaient
assez simplifiés (pas de termes en 22, on s’arréte a o(2?)). On va donc calculer le DL de f(x) &
lordre 3 au voisinage de 0 de deux fagons différentes : d’abord par le calcul, puis par la formule
de Taylor-Young. On en déduira par unicité du DL d’ordre trois que ceux-ci sont égaux, ce qui
donnera les dérivées cherchées avec ENORMEMENT MOINS de calculs que si on les faisait "a
la main".

Premier calcul. En posant en cours de calcul ¢t = x — % + o(2?®) qui tend vers 0 lorsque z — 0,
puis u = x — 25—4903 + o(2?®) qui tend lui aussi vers 0 lorsque x — 0 :

(1+sinz)V'""" = exp (V1+z xlog(1l+sinz))

— exp (\/m x log(1 + z — %3 + o(w3)))
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x z? 28 2 a3
— 1 3 3
exp(( —1—2 8+16+0(3:))><(x 2+6+o(1;))>

2 3 2 3 3

= ex £—£+£+£—£—£+O($3)
= 9P 276 "2 1 8

- 5 3 3
= exp (sc 2% + o(x ))

2 3
z— 2z + o(a?)) N (z — 2%+ o(z?))

= 1+(x254x3+o(x3)>+(

2 6
5 2?2 2P
" _ 9 3 T T 3
Foo gt Ay g el
2?2 a3
= 1 Z_ 2 8
+x+2 24—Fo(yc)

Second calcul. On a :
-1+ de classe C* sur | — 1, 4+o0];

- 1+sinz de classe C* et strictement positive sur | — %, 42, log ¢ de classe C* sur ¢ €]0, +o0],
donc log(1 + sinz) de classe C* sur | — Z,+5;
donc par produit /1 + z x log(1 + sinz) est de classe C* sur | — 1, +o0[N] — 5, +3[=] — 1,+3],

c’est-a dire sur un voisinage de 0, et finalement puisque exp est C* sur R, on a finalement que

f(z) =exp (VI+z x log(1+sinz))

est C* sur ce voisinage de 0 (ouf!), donc par Taylor-Young on a

L L0 s 190

3
5 5 + o(z?).

f(z) = £(0) + f(0)

Conclusion. Par unicité du DL d’ordre 3 en 0 de f, on a donc en comparant les deux DL :

c’est-a dire finalement

23

Exercice 7. Montrer que (cosz)"% ~ e~ 2 au voisinage de 0.
Corrigé. On a, en posant t = ‘”—22 + o(2?) qui tend bien vers 0 lorsque = — 0 :

ST = exp (sina x log(cosx))

2
= exp (sinx x log(1 — % + 0(902)))

(cosz

= exp (x+0(96))><(—x:+0(”32))
( 7 +oe)
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exp (—3:23 + 0(903))

= exp (_aj) X exp (0(903))

Mais o(2®) — 0 lorsque & — 0, donc par continuité de ’exponentielle en 0, on a exp (0(x3)) —
e? = 1 lorsque = — 0, ce qui signifie bien que

3

(cos )% ~ exp <_x2> .

Exercice 8. Montrer que les premiers termes des développements asymptotiques en +oo des

fonctions suivantes sont )

x 1 <1>
=z+1+—-+o0(—-);
rx—1 T T

. 1 1 1 n 1
sin (| — | =1— — — .
s T 62 © 2

Corrigé. Dans les deux cas, en posant ¢t = % qui tend bien vers 0 lorsque x — 400 :

&
Tl

|
[t

1
1—t
= z2(1+t+1*+o(t?))

— (1+l+i+ i)
-7 r  x? © 2

()
= z+1+-+o| -
T T

X

| =

et



