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TD n°® 9 — Formules de Taylor

Exercice 1
Soient I un intervalle ouvert de R, f : I — R une fonction sur I, et xo un point de I.

1. Rappeler I’énoncé des formules de Taylor-Young et Taylor-Lagrange pour la fonction f au point xg
a lordre n, en indiquant soigneusement les hypotheses.

2. Qu’est-ce que la partie principale de la série de Taylor de f en zy a I'ordre n?
3. Qu’appelle-t-on un développement limité de f en xg a I'ordre n?

Exercice 2

Ecrire la formule de Taylor-Young a ’ordre 4 pour les fonctions suivantes.

1. = +— e” au voisinage de 0.

In(1+h)—h

x +— Inx au voisinage de 1. En déduire limj,_,q 2

2.
3. 1+ 2+ 22 + 23 au voisinage de 2.
4. x — /1 — z? au voisinage de 0.

Exercice 3
Appliquer Taylor-Lagrange pour calculer la valeur approchée de /e & 10~* pres.

Exercice 4
1. Ecrire la formule de Taylor-Lagrange a ’ordre 5 en 0 pour la fonction x — sinz.

2. Quelle est la valeur de
sinz —x

lim ——— 7
250 22
3. Montrer que
3 3 5
Vo >0 x—x—<sinx<x—x—+w—.
- 6 — - 6 120
Que se passe-t-il lorsque = est négatif 7
Exercice 5
Montrer que
2
x
Vo >0, x—?gln(l—kx)gx.

Que se passe-t-il lorsque = est négatif 7
Exercice 6
Calculer les développements limités des fonctions suivantes :
1. f(x) = sin(2?) + cosz & l'ordre 6 au voisinage de 0.
2. g(x) =1+ x)% a ordre 2 au voisinage de 0. On prolonge g & R tout entier en posant g(0) = e.
Montrer que g est dérivable en 0 et calculer ¢’(0).
3. h(z) = €% A Tordre 4 au voisinage de 0.
4. i(x) = (cosx — 1)(sinhx — ) — (coshz — 1)(sinz — ) & 'ordre 7 au voisinage de 0. En déduire la
valeur i(7)(0).
5. j(x) = % a l'ordre 3 au voisinage de 0.
__Inx

6. k(r) = 25 al'ordre 4 au voisinage de 1. Donner I’équation de la tangente a la courbe représentative
au point (1,0) et déterminer la position de la courbe par rapport a la tangente.

7. () = (%)2 a l'ordre 4 au voisinage de 0.



8. r(x) = (1 — 222%)e® a l'ordre 4 au voisinage de 0.
9. s(z) = V14 x + 22 a lordre 3 au voisinage de 0.
Exercice 7
Soit m > 1 un entier naturel. En utilisant une formule de Taylor, montrer que

x’ﬂ

lim — =0.
z—+oo e¥

Exercice 8
Montrer que la fonction

frx— Vo —+/In(1+x)
est dérivable a droite en 0, et donner la valeur de sa dérivée.

Exercice 9
Calculer les développements limités en 0 a 'ordre n des fonctions suivantes :

1. f(z) = H2H2 avec n = 4.

E——g
2. f(z) = (sin(2?))3, n = 13.
3. f(x) = %&HI)W, avec n = 2.
4. f(xz) =In(1+ zsin(z)), et n = 4.
5. f(x) = e n =4,
6. f(z)=(1 +cos( N3, = 4.
7. fx) =g, n=4

Exercice 10
Calculer le développement limité en 7/4 & lordre 4 de /tan(z).

Exercice 11
1. Trouver un équivalent polynémial au voisinage de x = 1 de la fonction

f(x) _ 2m—1 o x1n2.

2. Déterminer deux réels a et b tels que

e a
lim | ————+—-+0b) =0,
z=0\In(l+z) =z
et donner un équivalent de I’expression trouvée quand x — 0.

3. Donner le développement asymptotique a deux termes de la suite

9 n 1 2n
e (102) - (12 1)
n n
Exercice 12

Calculer les limites des fonctions suivantes quand z — 0 :

En déduire lim,, o, nu,.

arctan(z) — x

10 =5 (1352~ o) fala) =

1+ 22 sin(xz) — x
1 1 e + eb® e
= _— = — b € R.
5@ = 52w~ (x) fale) < 2 ) "

Exercice 13
Rechercher les asymptotes aux graphes des fonctions suivantes :

a 2) gla) = ((2* - 2)(x +3))"/°

1) f(x):m



