Licence MTASHS — 2014/2015 Analyse 1 (MIO01AX)

TD n° 8 — Rolle, accroissements finis

Exercice 1
1. Donner une version explicite du théoréme de Rolle sur les intervalles [1, 2] puis [2, 3] pour la fonction
f(x) =(z = 1)(z - 2)(z - 3).
2. On pose f(z) =1 —2?/3. Montrer que f’ ne s’annule pas sur [—1,1]; pourquoi cela ne prend-il pas
le théoréeme de Rolle en défaut ?

3. Donner une version explicite du théoréme des accroissements finis pour la fonction f(x) = 22 sur

l'intervalle [—1, 2].
Exercice 2
1. En étudiant la fonction = — /z, encadrer la différence 1/100.1 — 10.
2. En étudiant la fonction z — exp(—x?), encadrer la différence 1 — exp(—0.1024).
Exercice 3

Appliquer le théoréme des accroissements finis ou I'une de ses variantes pour démontrer les inégalités
suivantes :

(1) |sinz —siny| < |z — y| pour x et y réels quelconques;
(2) In(1+4 z) < z pour tout x > 0;
(3) e* > 1+ z pour tout x réel;
(4) /(14 2?) < arctanz < x pour tout z > 0.
Exercice 4

Soient a et b deux réels, et n > 2 un entier naturel. Montrer que le polynéme X" +aX + b admet au plus
trois racines réelles distinctes.

Exercice 5
Soit n > 1 un entier naturel. On pose

Py(X)=((1- XQ)")(n) (dérivée n-ieme).

1. Quel est le degré de P, ?
2. Montrer, a 'aide du théoréme de Rolle, que P, a n racines réelles distinctes, qui appartiennent
toutes & | — 1, 1[.
Exercice 6
Soit f une fonction dérivable sur [a, b[, telle que lim,_,; f(z) = +o0.
1. Montrer que f’ n’est pas bornée sur [a, b|.

2. Peut-on dire que lim,_, f’(z) = 400 ? (Indication : étudier la fonction f(z) = —1 + sin (1) sur
Iintervalle [—1,0[).



