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Exercice 1
1. Soit f; 'application :
fl :R— R

x— z2

(a) Nous avons : f1(0) =0, fi(1) =1, fi(—=2) =4 et f1(v2) =2.

(b) Etant donné un réel a, les antécédents de a par fi sont les z € R tels que 22

=a. Dou :
e 0 admet un unique antécédent : lui-méme.

Les antécédents de 1 sont —1 et 1,
e —2 n’admet aucun antécédent par fi,
e Les antécédents de /2 sont /2 et —v/2.
2. Soit fo lapplication :
f2 :R? — R?
(z,y) — (22 — 3y, —4z + 6y)
(a) Nous avons : f5(0,0) = (0,0), f2(~1,0) = (~2,4) et fo(1,~2) = (8,~16).
(b) Etant donné (a,b) € R?, I'ensemble des antécédents de (a,b) par fo se note f5 ' ({(a,b)}).
e Nous cherchons les antécédents de (0,0) par fo. Par définition :

£ ({(0,0)}) = {(=,
= {(=,

2
:{(1'73/ 6R2|y:§x}

Autrement dit, f5 *({(0,0)}) est la droite d’équation y = 22 dans le plan affine R?.
e Nous cherchons les antécédents de (—1,0) par fa. Si (z,y) est un tel antécédent, alors :

€ER? |20 -3y =0 et —4x+6y=0}

Y)
y) €R? | 22 — 3y = 0}
)

20 —3y=-1 et —4dx+46y=0.

Sachant que —4x 4+ 6y = —2(2z — 3y), on trouve donc que 0 = 2, ce qui est faux. Ceci
montre par I’absurde que (—1,0) n’admet aucun antécédent par fo.

e On vérifie que f5 *({(1,—2)}) est la droite d’équation y = 22 — 3 dans le plan affine R?.
3. Soit f3 lapplication :
f3:R? — R
(z,y) — 2® +y
L’ensemble des antécédents de 0 par f3 est
£ ({0}) = {(w,y) € R? | 2 +y = 0}
={(z,y) eR? | y = —2”}
= {(z,—2%) | z € R}

De méme, I’ensemble des antécédents de 1 est

1) ={(z,1-2%) |z € R}



4. Soit f4 I'application :

fi:R—R?
s (2%, 2+ 5)
Soit o un antécédent de (0,0) par f;. Alors 2> = 0 et x +5 =0,donc z =0 et +5 = 0, ce
qui est impossible. Donc (0,0) n’admet pas d’antécédent par fy. De méme, (—1,0) n’admet pas

d’antécédent par fs; car l’équation z? = —1 n’a pas de solution dans R. Enfin, I’ensemble des
antécédents de (1,6) est

P16} ={reR|2?=1 et =+5=6}
={zeR|2*=1 et =1}

= {1}

Exercice 2
On considere les applications f et g définies par

f:R— R* g:R* — R

T — e” T — —
T

e Pour que f o g ait un sens, il faut que ’ensemble d’arrivée de g soit égal a ’ensemble de départ de
f, ce qui est bien le cas ici. L’application f o g est donnée par

fog:R* — R*
z— et/®
e De méme, l'application g o f a bien un sens. Elle est donnée par
gof:R— R
x—1/e"

Exercice 3
On considére lapplication f : R — R définie par : f(x) = |z|.

1. Nous avons :

FE=120) ={r(=1), f(2)} = {1,2}

f([737*1]) = [173}
f([_?” 1]) = [Ov 3}
2. Il vient :
{4 = {44
F1) =0
FH-1,4) = [-4,4]

Exercice 4
On considére 1'application g : R — R définie par : g(z) = cos(mz). Nous avons :

9({0,1}) = {cos0,cos} = {1, -1}

)
9((0,1/2]) = [0,1]
9(Z) = {cos(km) | k€ Z} = {1, -1}
9(2Z) = {cos(2kr) | k € Z} = {1}



Exercice 5
Soit f : E — F une application. Soient A et A’ deux parties de FE.

1. Par définition de f(AU A’), il vient :

FAUA) ={f(z) |z e AUA"}
{f(x) |z €A ou z€ A’}
{f(z) |z € AyU{f(z) |z € A}

fA) U fA)
2. Montrons que f(ANA") C f(A)N f(A"). Soit y € f(AN A’), alors il existe x € AN A’ tel que

y = f(z). Comme x appartient & A, y = f(z) appartient & f(A). De méme, comme x appartient &
A’, y appartient & f(A’). Au final, y appartient & f(A) N f(A’), ce qu'on voulait.

3. Considérons l'application f; de lexercice 1. Soient A = [—1,0] et A’ = [0,1]. Nous avons d’une
part :

A(ANA) = fi([-1,0]n[0,1]) = f1({0}) = {0}
et, d’autre part :
fA(A) N fi(A) =[0,1]N[0,1] = [0,1]
Ceci montre qu’en général f(ANA") # f(A) N f(A).
Exercice 6
Soit f : E — F une application.

1. Soit A une partie de E. Montrons que A C f~1(f(A)). Soit x € A, alors f(x) € f(A), donc x est
I'antécédent d'un élément de f(A), c’est-a-dire que x appartient a f=1(f(A)).

2. Considérons I'application f; de I'exercice 1. Soit A = [0, 2], alors

FHCA0,2]) = f71([0,4]) = [-2,2]

ce qui illustre bien la différence entre A et f=1(f(A))

3. Soit B une partie de F. Montrons que f(f~!(B)) C B. Soit y € f(f~(B)), alors il existe z €
f~Y(B) tel que f(x) = y. Mais alors, par définition de f~1(B), f(x) appartient & B, c’est-a-dire
que y € B, ce qu'on voulait.

4. Counsidérons lapplication f; de I'exercice 1. Soit B = [—1, 0], alors
AUTH=1,00) = f1({0}) = {0}
ce qui illustre bien la différence entre B et f(f~1(B)).

Exercice 7
Soit E un ensemble. Si A est une partie de E on lui associe 'application 14 : E — {0, 1} définie par :

1 sized
1,4(33)—{ 0 sizé¢A
L’application 1 4 est appelée fonction caractéristique de A.
1. Soient A et B deux parties de E. Il vient :

lanp=14-1p
1EEA - 1 - ]_A
1o =lygop=1a-(1-15)=14—-14-1p
lavp=1la+1p—1unp=1a+1p—14-1p



2. Par définition
AAB =(A\B)U(B\ A4)

On vérifie facilement que :
AAB=(AUB)\ (ANB)

et on en déduit que :
laap=1la+1p—2-14-1p
3. Nous allons montrer que :

(AAB)AC = AA(BAC)

Pour cela, il suffit de montrer que ces deux ensembles ont méme fonction caractéristique. On calcule
d’une part que :

liaapac =laap+1c —2-1anp - 1c
:(1A+1B_2'1A'1B)+1C_2'(1A+1B_2'1A'1B)'1C
=1a+13+1c—2(Qa-1p+14-1c+1p-1¢)+4-14-1p-1¢

et d’autre part :

laaBac)y =la+1lpac —2-1a-1pac
=1a+(p+1c—2-1p-1¢)—2-14-(1p+1c—2-15-1¢)
—1a+1p+1lc-2p-lo+1a-15+14-10)+4-14-15-1c
Il en résulte que :
Laapyac = laaBac)
d’ot le résultat.
4. Tl est clair que AAA =, donc A’ = A est solution du probléme.



