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Corrigé du TD n° 10

Exercice 1
1. Soit f une fonction dérivable en 0 telle que f/(0) # 0. Montrer que :

f(@) = £(0) ~o 2f(0)
Réponse : Par définition, si f est dérivable en 0, alors :

z#0

Si en outre f/(0) n’est pas nul, alors on peut définir une fonction & en posant

— f(0
k(x) = f(g;)f,(éf)() pour z #0, et k(0)=1.
Alors, d’apres ce qui précede, k(x) tend vers 1 quand x tend vers 0. En outre, pour tout réel x nous

avons
f(@) = £(0) = zf'(0) x k()
En effet, cette égalité est vraie pour z # 0 par définition de k, et reste vraie pour z = 0 car dans
ce cas les deux membres sont nuls. D’otu le résultat par définition de I’équivalent.
2. (a) Il découle de la question 1 que sinz ~g x.
(b)
(¢) En faisant le quotient des deux équivalents précédents, il vient : tanx ~¢ x.
(d)

Comme cos z tend vers 1 quand z tend vers 0, nous avons : cosx ~q 1.

La dérivée en 0 de la fonction = — (1 + z)® est égale & «, donc d’apres la question 1
(1+2)% =1~ ax

(e) La fonction z — arcsin x est dérivable sur | —1, 1], et sa dérivée est x — \/1%7 En particulier,
sa dérivée en 0 est 1. Il résulte alors de la question 1 que arcsinz ~g x.

(f) De méme, la fonction x — arctan x est dérivable en 0, de dérivée égale & 1. Donc arctan x ~q .

Exercice 2
Rappelons que l'on peut multiplier les équivalents. Sachant que In(1 + x) ~¢ z et que sinx ~g x, on en
déduit que :

In(1 4 z)sin? ~¢ 23

De méme, comme e* — 1 ~g z, il vient :
z2(e® — 1) ~g 23

Enfin, nous avons
2

(e —DvVli+z—e"+1=(e"-1)(V1+2-1) No%
car V1+x — 1~ 3.



Exercice 3
a) Sachant que In(1+¢t) ~q t, et que sin z tend vers 0 quand x tend vers 0, on en déduit par composition
d’équivalents que
In(1 +sinz) ~g sinz

Par ailleurs, comme sinz ~q z, on en déduit par transitivité de ~¢ que
In(1+sinz) ~¢
b) Sachant que (1 +¢)* — 1 ~¢ at, et que sinx tend vers 0 quand z tend vers 0, il vient
(I+sinz)* -1 ~g asinz ~¢ ax
c) Quand x tend vers T, tanz tend vers 1. Donc par composition d’équivalents

In(tanz) ~= tanz — 1

s

D’autre part, en dérivant la fonction tanx en 7, on trouve que

tanx — 1

i, L (7Y

jus

On en déduit que tanz — 1 est équivalent a 2x — 3

au voisinage de 7. Au final :

In(tanz) ~= 2z — g

Exercice 4
a) Nous avons :
e —2e® +1 (e —1)2

(V1T+x—-1)2 (T+z—1)2

Or
\3/1+x71:(1+x)1/3—1~0§

On en déduit que
(ez _ 1)2 2

(VTra-12 " (%2

donc la limite cherchée vaut 9.

b) Nous avouns :

Inz+mn(l1+21) Inz(1+21)) _In(@+1)

e’ —1 e’ —1 e’ —1

Par quotient d’équivalents, il vient :

In(z+1) x
—— "~ - ~ol
et —1 T

donc la limite cherchée vaut 1.

b = ¢bIna Nous avons donc :

(1+1) :ewln(l-&-%)
x

On se ramene a étudier la limite en 400 de z1n (1 + %) Or, quand z tend vers +oo, % tend vers
0, donc, par composition d’équivalents il vient

1 1
In <1+ ) it
x x

¢) Rappelons que par définition a



On en déduit que
d’on

Exercice 5
1. (a) Il vient

o (ETI-yAWETI+VA)
THl-vVo= e TN
1

:«/m—&—l—k\/i
1

Va (y1+1+1)

Quand z tend vers +o00, /1 + % + 1 tend vers 2. On en déduit que :

1
Vi+1—Va~pe =
T+ \f + 2ﬁ

Autre solution : Nous avons

ﬁ+—¢=%%¢wi4>

D’autre part, sachant que v/1+1¢ — 1 ~g %t, et que % tend vers 0 quand z tend vers 400, on

en déduit par composition que
/ 1 1
1+——1~ —
x T 2w

1
VJC—FI_\/ENJFOO\/EX%NJ’-OO

Il en résulte que :
1

2/x

(b) Nous avons

VIn(z 4 1) — /In(z) = /In(z) ( n@+1) _ 1)

Inx
Or :
In(z+1) nz+In(l+1) In(1+1)
Inx Inz Inx

1
Sanchant que 1+t —1 ~g %t, et que % tend vers 0 quand x tend vers +oo, on en

déduit par composition que
( In(z + 1) ) In(1+ 1)

Inx 2Inz

1 1
In (1+ ) ~Ntoo T
X x

En regroupant le tout on trouve que :
1 1

VEFT = VE ~poo V/I0(@) X = N

X ~ o .
X 2lnz 2x ln(aj)

Finalement, rappelons que




2. Nous avons :

N 1
ln<x+ x2+1)1nxln<x+;+> ln<1+1/1+$2>

Cette quantité tend vers In 2 quand x tend vers +oco. En divisant le tout par In x, qui tend vers +oo
quand x tend vers 400, on trouve que :

] 1n(;1c+\/332+1)
lim

—1=0
r—+00 Inx

d’ou le résultat.



