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LA CONJECTURE DES POINTS LES PLUS ELOIGN ES REVISITEE

JEAN-BAPTISTE HIRIART-URRUTY

RESUME. Une des questions ouvertes les plus anciennes (depuisiess1960) en
analyse non ligaire et approximation ekt conjecture des points les plékigrés;
elle se formule comme suit :

Etant don@ une partie feri@e borge S d’'un espace noréX, on consiére la
multiapplication@ s(-) quia unélément quelconquede X associe les points de
les pluséloigrés dex ; si Qs(x) ne contient qu’un sewléement pour tout € X,
peut-on en dduire ques est un singleton ?

Plus d’'une centaine d'articles okté consadesa cette question depuis sa
formulation, Epondant positivemerit la conjecture dans des cas assezraux
(exemples : sb est compact, sK est de dimension finie, s{ est un espace nogn
bien particulier, etc.), mais pas tous.

Nous revisitons ce probiea la lumére des @sultats et techniques d’analyse
convexe et/ou non lisse : la multiapplicatier@s(-) est monotone et il est pos-
sible d’expliciter son prolongement maximal monotone ; forection particulére
attacteea S (semblablex celle d’Asplund pour la conjecture de convéxdies en-
sembles de Tchebychev dans un espace de Hilbert) dpdaremanére naturelle
dans ce contexte ; la convexitle cette fonction et/ou la diffentiabilie de sa
transfornée de Legendre-Fenchel sont lessgbermettant dé&pondrea la question
pose. Avec cette approche plus «variationnelle» que lesedentes, nous retrou-
vons bon nombre deesultats acquis, sans touteféisea méme de epondrea la
conjecture dans sa plus grandmgralite ; mais au moins mettons-nous@rndence
le «trou»a combler pour le faire de mase ckfinitive.

ABSTRACT. One of the oldest open questions (since the 1960 yearshim¥Ralysis
and Approximation Theory is the so-callfsdthest point conjecturet is formulated
as follows:

Given a closed bounded subsebf a normed vector spacE, one considers
the set-valued mappin@s(-) which assigns ta: € X the points inS which are
farthest fromz; if Qs(z) contains one and only one element forale X, could
we assert thaf itself is a singleton?

More than one hundred papers have been devoted to thisgusstce its formu-
lation, positively answering the conjecture in rather gahsituations (examples:
whensS is compact, ifX is finite-dimensional, whelX is a particular normed vector
space, etc.) but not in all of them.

Recu le 14 juillet 2004 et, sous forméfihitive, le 13 octobre 2004.
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We revisit this problem in the light of results and technigjtrem Convex Analysis
and/or Nonsmooth Analysis: the set-valued mapp#tgs(-) is monotone and it is
possible to make explicit its maximal monotone extensioXgm specific function
associated witly' (similar to Asplund’s function for the conjecture dealingiwthe
convexity of Tchebychev sets in Hilbert spaces) shows ugprally in such a context;
the convexity of this function and/or the differentiahyjlivf its Legendre-Fenchel
transform are the keys for answering the posed questiorh Wi approach more
“variational” than the previous ones, we recover a numbera¥ed results, without
however solving the problem in its full generality; but aisewe delineate the “gap”
to bridge.

1. Introduction. L'objet de ce travafl est un des proBimes ouverts les plus anciens
en analyse@elle et approximation, une conjecture parente de cellasumnvexié des
ensembles de Tchebych@&non&ea la nemeépoque (il y a plus de quarante ans) et
a propos de laquelle nous avoeerit un article-revue privdgiant I'angle de vue de
I'analyse variationnelle (convexe, non lisse) [7]. Nousptdns ici le néme point de
vue, de sorte que le psent article peldtre mis en paradle avec [7].

Enoncons le prokime. SoitS une partie ferrae boriée (non vide) d'un espace
vectoriel norné (X, || - ||) ; on céfinit

(1.1) Ve e X, Ag(z):=sup{||lz—yl:yeSl,
(1.2) Qs(z) ={y eS|z -yl =As(z) }.

On comprend qu’on ait pri$' borré pour pouvoir éfinir Ag(z) en (1.1), et le fait
d'avoir pris S fermeé ne change riea I'affaire puisqueAs = Ag. LensembleQ)s(x)
peutétre vide, bien entend@.s(-) est appedemultiapplication deloignement maximal
surS (parfois multiapplication antiprojection, appellatiomegnous trouvons incorrecte,
méme si on en comprend l'origing) s (x) consiste donc en 'ensemble des points de
S les pluséloigrés dex (au sens de la distance as&®g || - ||). On imagine aisment
gu’un certain nombre de prafsthes en approximation, optimisation, c@méroptimal
reviennenta évaluerAg(z) ou a ceterminerQs(x). Parmi les questions relativés
Qs(z) figurent :

e quandQg(z) est-il non vide, €duita un seul point ?

e quid de la structure (topologique) di;(z) ?

Ce type de questionsé&te abor@ depuis longtemps ; les premieésultats sur la
structure d&)s(x) sont sans doute ceux de Motzkin, Straus et Valentirsel®53 [12].
Les ani@es 1960-1970 ont vu une abondance@&miltats du type Qs(z) n'est pas
vide et eduita un seul point pour dans un ouvert:s partout dense dans (voir [5,
Appendix I1]). Mais la @lébritt deQs(x) vient de la conjecturénon&e par V. Klee
en 1961 [10]:

(1.3) (Qs(z) singleton pour tout € X) N (S estun singleton)

LVersionécrite d’'un expod au Colloque «Control, Set-valued Analysis and Applicatio
(Université des Antilles et de la Guyanne, avril 2004).
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V. Klee lui-méme aépondu positivemeiitla question lorsqu¥ est de dimension finie,
ou bien lorsqué$ est une partie compacte d’un espace de Banach (voir ausspiid
et son article fondamental de 1967 [1]). Mais V. Klee posaijfiestion (1.3) lorsqu&
est de dimension infinie, dans le contexte dagpace de Hilbemplus peci€ment, et
disons que r@mea ce jour elle n'a paste reglee compdtement. Uneaponse positive
a la question (1.3) dans toute sergralite, oua la question parente de la convéxiles
ensembles de Tchebychev, change quelque peu la structaestdes prol#mes en
Approximation mais neavolutionne pas pour autant ce domaine

Depuis sorenong, plus d'une centaine d’articles o consadesa cette con-
jecture sur les points les pligoigres ; unéchantillon en est fourni par les travaux
de Kapoor [15], Narang [13], Panda [14], Fitzpatrick [6]h8@artz, Westphal (voir
bibliographie). . ; le livre recent de F. Deutsch [4] (que nous recommandénkgire
bien ce que I'on peut faire ou ne pas faire en termes de projeott deloignement
maximal surS, dans un contexte d’espaceepilbertien. Disons pour faire bref que
les differents auteurs onépondu (positivemeng la question centrale (1.3) dans des
situations vages :

e enimposant des conditions sur I'espa€sous-jacent (ou en examinant cas par
cas des espaces vectoriels nés particuliers, par exemplé', ([0, 1]),
ﬁoo, C0, C(K)) X

e en supposant des prop#és sur 'ensemblé& consiceré (se rapprochant de la
compacié) ;

e endemandantdes prog#s sur la multiapplicatios(-) d’éloignement maxi-
mal surS (plus peci€mentl’existence d’applicationékections d&) s (-) ayant
des propiétes de type continua).

Le fait queX soit complet ou pas semble a priori sans @ngence pour le prodine
en question. Adopter le cadre d’un espace de Hilbert (conans I question originelle
de Klee) rend les calculs plus simples geite d’avoira distinguer la normé - || et sa
duale|| - ||.), et les Esultats obtenus y sont un peu plus fins. C’est d'ailleursteexte
gue nous adopterons.

Le point de vue que nousefendons dans cette ggentation est particulier, c’est
celui de I'analyse variationnelle (calcul dffentiel, analyse convexe non lisse)a
différence de la quasi-totaitdes travaux @cedents sur le sujet (analyséagrétrie
des espaces vectoriels ndrs) tfeoemes de points fixes, par exemple) ; on y verra
appardtre naturellement des fonctions convexes, leurs sodigrdiftiels, et (surtout)
les conjugées de Legendre-Fenchel. Par ce biais sont couverts bgaade®oas connus
(lorsqueX est de dimension finie, lorsqueest compact, lorsqu’il existe deslsctions
continues del)s(+)). Le «trou»a combler pouré&pondre de maare cfinitive a la
conjecture est bien locafis c’est en gros celui entre lad@&aux-diferentiabilie et la
Fréchet-difErentiabilie d’'une fonction convexe continue.

Outre cette introduction, notre travail comporte troigiear Dans le paragraphe 2 on
expose quelques faidémentaires relatifa la fonctionAg et la multiplicationQg(-).
Dans la section 3 sont@senées des propeies plu€labokes deA s et Qs () du point
de vue convexé et differentiabilie. C’est dans la deraie partie (section 4) que nous
développons notre approche plus variationnelle (analysee@, non lisse) du sujet.
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2. Quelques faitselementaires relatifsa la fonction A g et la multiapplication Qg.
Quelques observations avant de commencer :

e Le probEme poé (formuk en (1.3)) est bien «dans un espace vectoriel 8erm
etnon dans un espacetmque (ai il est €solu imnédiatement par laggative).
Prenons en effet pour exemple :

X :=le plan pri\e de I'origine, muni de la distance
deduite de la norme euclidienne usuelle ;

S:={reX:|z]=1}

Alors, pour toutz € X, Qg(z) est un singleton, et pourtast n’est pas un
singleton.

e On ne peut se limitea I'hypothese «Qg(z) est un singleton pour tout € X
privé d’'un point». En effet, siX est le plan muni de la norme euclidienne
usuelle, et sb est la boule uné fermee deX, Qs (x) est un singleton pour tout
x € X saufl'origing et.S n'est pas un singleton.

e On ne peut pas restreindre I'exigena@s( ) est un singleton» aux seutsle
S. Par exemple, s$' est un doubleton$ = {a, b}, tout point deS a un et un
seul point dans' le pluséloigreé de lui, etS lui-méme n’est pas un singleton.
Toutefois, passer d& a son enveloppe convexe fegato(S) pour I'exigence
«Qgs(x) est un singleton» change la donne et, effectivement, damnairce
cas €f. annexe) cela suffit pour assurer gbi@st un singleton. Dans les deux
exemples simples &s plus haut@)s(x) est un singleton pour tout € To(S)

a un point pes, et cela suffia mettre en éfaut la conclusion envisag.
Désormais le cadre de travail est celui despace de HilbertH, (-,-)), muni de
la norme construit@ partir du produit scalairg , -). Nous listons ci-dessous quelques
faits éléementaires relatifa Ag et Qg ().

2.1. Si T est un point le plugloigré dex dansS, alorsT est aussi un point le plus
éloigré dew sur la demi-droite issue deet dirigée par le vecteur — =.

Fic. 1

Soit en effetw = x + ¢ (x — T) avect > 0. Par hypotkse,

|t — || > ||z —y|, pourtouty € S.
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Alors
(21) lu—7l| = [[z+t(z—2) -z = (1+1)[lx -]
Ainsi, pour touty € S,
lu—yl = llz+i(z —7) -y

<l —yll +t]lz -z

< ||z —Z|| +t||z — =| [de par I'hypotlese]

< +t))lz =7 = [Ju—=| [dapres (2.1)].
D’ou la propréte annonée. Dans ce cas,

As(u) = Ag(z) = |lu—zf| = tfz—7].

Noter que le gsultat @monté en ce point ne saurditre vrai pour les situés sur le
segment joignant az (un contre-exemple est facitetrouver).

2.2. LafonctionAg : H — R est une fonctiortonvexe, Lipschitz de constantsur
tout H (et ce, sans aucune hypétte additionnelle suf).

Précisons quelque peu la proge de Lipschitz. En supposatts(z) # @ et
Qs(x') # @, onalimplication suivante :

(2.2) (Qs(z) N Qs(2) = @) = (|As(z) — Ag(2)| < [z —2|).

Prenons en effey € Qgs(x) tel quey € S et |ly — z|| = Ag(z). Mais comme
y ¢ Qs(z'),onally — 2| < Ag(z’) et par suite

Ag(z) = As(a) < ly ==zl = lly =2l < [z 2]

On obtient une iagalié similaire erechangeant ledie dex etz’.
L'implication réciproque de (2.2) n’est pas vraie, comme le montre le caxieenple
de la figure 2.

FiGc. 2

2.3. LensembleQs(z) est toujours une partie feége boree deS (mais on ne peut
rien dire de plus du point de vue topologique) ; en fait

(2.3) Qs(z) C S N Fr(co(S)), pourtoutr € H.

A vrai dire, passer dé& a €o(S) ne modifie pas fondamentalement les choses :
As = Agys), et le probéme déloignement maximal suco(S) n'apporte pas de
nouvelles solutions@s = Qrg(s)-

Notons ici 'exemple intéressant suivant : § est tel queco(S) = B(0, 1) (boule
unité fermée deH), alorsQs(z) est un singleton pour tout € H sauf en un point (ce
pointétant I'origine).
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2.4. LorsqueS est une partie compacte, la multiapplicati@g(-) est semi-continue
exterieurement (on dit aussi semi-continue &tgurement), i.e. : pour tout ouvet
contenant)s(z), il existe un voisinag®” dez tel queQgs(z') C 2 pour toutz’ € V.

Si Qs(x) se trouveétre un singleton pour tout, Qs(x) = {gs(z)}, la propréete
ci-dessus exprime la continaide I'applicationgs. Et, comme nous le verrons plus
loin, cette continu& degs permet d’assurer qug est un singleton.

2.5. Proprétes (moin€lémentaires) relatives au domainédimage deQs(-). Rap-
pelant que

DomQs = {z € H; Qs(z) # @} et

ImQs = | Qs(x),
xeH
ona
(2.4) DomQs = H, to(ImQgs) =7To(S)

(voir [26, §2] et les eferences qu’on y donne).
3. Propriétés plusélaborées du point de vue convexit et differentiabilit €.
3.1. Caracérisation variationnelle deQg(z).

Proposition 3.1. Soitz: € H etz € S. Alors les assertions suivantes seqtiivalentes :
) 7€ Qs(z);
i) (z—T,y—7)> 3T —yl|> pourtouty € S;
i) T€ Qs(T+a(x—7T)) pourtoutar > 1;
V) Ag(T+a(x—7)) = allz—Z| pourtouta > 1.

Démonstration.[i) < ii)]. Sachant qu& € S, nous avong € Qg(z) si et seulement
Si

(3.1) | — 2> > ||z — y||%, pourtouty € S.

Développongz — y||? = ||(z — ) + (Z — y)||? dans le membre de droite de Egalié
au-dessus et on arrive directemant

(3.2) 2(x— 7,y —F) > |7 — y||?, pour touty € S.
[ii) < iii)]. L'assertion (3.2) ci-dessusquivauta :
(3.3) 2 —T,y—T) > % |Z — y||%, pourtouta > 1ettouty € S.
Il suffit de reorganiser ca en
2{[z+a(z-7)] -7,y —7) > ||T — y||% pourtouta > 1,

et reconntire la caractrisation du fait qu& € Qg(x + a(x — T)) pour touta > 1.
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[iil) < iv)]. Lassertion iv) se traduit par
|z +a(z —Z) — y||* < o?||z — T||%, pour touta > 1 et touty € S,
ce qui, apes ceveloppement dgz —y+a(z —7)||? conduitimnédiatemend (3.3). O

Cette proposition 3.1 ne surprend pas dans la mesuitg @avait unénoné similaire
pour la multiapplication projection sif [3, p. 24].

Limplication [i) =- ii)] avait &€ montee par un calcul direct dars® (modulo le
changement de variabte= 1 +1).

La caracérisation ii) de la proposition 3.1 induit que patie Qs(z),

(27T y-7 \ Llz-yl

o =" ly =zl * — 2 ||z — |
c’esta-dire que I'angle des vecteurs unitaires psmpourz — T ety — T est toujours
aigu; mais comme l'indique la proposition 3.1 et commeuslirent des exemples
simples dans le plan, le seul fait d’avoir un angle aigu entrez ety — T pour tout
y € S n'assure pas que soit un point deS le pluséloigré deS. Par ailleurs, on peut
tres bien avoir

(3.4) pour touty € S,

T e Qs(x) et (z—7,y—7) = 1|z —y||2, pour certaing € 5
Tirons une consquence de la card@stsation dez € Qg(x) dont l'interpetation
geongtrique est claire.
Corollaire 3.2. Soitz € H etT € Qg(z). Alors, pour toutr > 1,
(35) Qs(T+a(r —7)) = {7} .

Autrement dit, la spére de centrg +¢(x — T) et de rayoM\ g (z + «(z — T)) ne touche
S qu’au seul pointe.

Démonstration.Soit z € Qg(T +t(x — T)) eta > 1. Montrons qu'alorsg = =
nécessairement.
D’apres la caraérisation ii) de la proposition 3.1,

1
(T+a(e—7)-Z,y—7) > Sy - 7|12, pour touty € S.
En particulier, pouy = 7,
1
(3.6) Z-Z|?+a(e —T,Z—7) > EHE—%HZ.

La méme caraé@risation, de& € Qg(x) cette fois, indique pour le choix particulier de
y=1c

(37) (2-75-7)> 2 |7-7|
L'addition membrea membre de (3.6) et de (3.7) multipdi pare conduita
l1—a,_ 2
LR

dou ||z — z|| = O puisquex > 1. O



204 La conjecture des points les plus éloignés revisitée

3.2. Caractere dissipatif de la multiapplication Qs (-).

Proposition 3.3. La multiapplicationQs(-) est dissipative, c'est-dire :
(38) Va1, 1€ H, 71 € Qs(71), T2 € Qs(w2), (71— 12,71 —T2) <0

(terminologie plus usuelle : la multiapplication@s(-) est monotone).

Démonstration.D’apres la caradrisation ii) de la proposition 3.1,

2
)

(21— T1,To—T1) E%H@—@!
(T2 — T2, T1 —T2) Z%Hfz—leZ,
d’ou par addition
[Z2 = Za || + (21 — 22,72 — T1) > |72 — 74|

et I'inégalie de (3.8) s’ensuit. (J

On verra plus loin une raison plus frappante pour laqueligs(-) est monotone :
—Qs(+) est contenu dans le sous-éiféntiel d’une fonction grifiqueV : H — R qui
se trouvetre convexe continue sif. Elle est donc aussi cycliguement monotone de ce
fait. Quanta la monotonie maximale deQQs(+), notons les deux faits suivants [17,26] :

e —Qg(-) n'est pas monotone maximale eargral ; en fait,
(3.9) (—Qs est monotone maximale—> (S est un singleton

auquel cas-Qg(z) = {—s} (pour toutr € H) évidemment;

e —(Qs est augmere en une multiapplication monotone maximale (voir [2]),
déefinie de margre unique sur toul{ ici, qui se trouveetre le sous-diffrentiel
de la fonction convexe continuks évoqiee plus haut (voig4 infra).

3.3. Forte convexié de la fonction3A2. La fonctionAg : H — R étant convexe

et positive, il en est de &me dejA%. En fait on a plus que celayA% est fortement
convexe et 1-coercive SUf.

Proposition 3.4. i) La fonction%Ag est fortement convexe sk, de module de forte
convexié 1, c’esta-dire, pour toutzq, x2 € H et € [0,1] :

(1-X
2

A(1=N)

2 _
AS(z2) 2

v~z |?

1 A
(3.10) EA%()\xﬁ(l—)\)mz) < EA%(x1)+

(d’une manéreéquivalente 3A% — 1||.||? est encore convexe).
ii) A2 est 1-coercive suf, c'esta-dire :
2
A5 ()

Tl — +oo quand|jz| — +oo.
x



J.-B. Hiriart-Urruty 205

Démonstration.i) Soit 21, 2 dansH et € [0, 1]. Poure > 0, choisissong. € S tel
que

1
2

La fonction%|| - ||? étant fortement convexe siif, de module de forte conveitl [8,
Chap. IV],ona:

1
(3.11) A§(Az1+ (1= Naz) —e < S[Awn+ (1 - Naz — e ||°

SN — ) + (L= Nz~ )P <

A 1-2A A=A

M=ol + SNy gz ANy 2
Cette iregali&, coupée avec (3.11) et laddinition deA%(x;), conduita :
1 1- 1-
5031+ (1= Naz) < 583w + 5 a3 (wa) - 2 oy - P v

Ceciétant vrai quel que soit > 0, on en @duit I'inégalie voulue (3.10).
i) S étant borg, designons pary un majorant de{ ||ly|| : y € S} et choisissons
arbitrairementyg € S. Alors, pour toutc € H,on a:

AZ(x) > ||z — yo||? [par cEfinition deA%(x)],

> [l + |lyoll® — 2|z
En conéquenceAg(a;)/Ha;H — +oo quand||z|| — +oco. O

La forte convexié de3AZ%, dont on vient de faire uneéthonstration directe, sera
vue d’'une autre maare plus loin (a4.2) Iorsque%(A?9 — ||.|[?) apparétra comme la
transforneée de Legendre-Fenchel d’'une autre fonction.

3.4. Le sous-diférentiel de Ag et de %Ag PuisqueAg est convexe et Lipschitz de
constante 1 sull, on a :9Ag(z) C B(0,1) pour toutr € H. En fait, il y a un ésultat
plus fin par Westphal et Schwartz [26, Theorem 4.2] :

Im 0Ag estune partieonvexale H, comprise entre
(3.12) la boule unié ouverte et son aéhnence :

B(0,1) C ImdAs C B(0,1).

Congquence imrédiate im dAg = B(0, 1).
Avraidire il est plus inkressant de congicer le sous-difrentiel de la fonctiog AZ.
Ici la regle de sous-diffrentiation de fonctions comp@ss s’applique sans difficelt

(3.13) o) <%A§> (z) = Ag(z) DAs(z) pour toutr € H,

mais le calcul explicite d& (3A%) reste entier. Pour celagrivons3 A% sous la forme

suivante :

yeSs

IA% = supg,,
(3.14)

Ougy, : € H— gy(z) = %Hx -yl
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La, deux types d’expressions &eé%Ag) (z) sont possibles :

e cellea l'aide desdg,(z), y € Qs(z), exigeant pour cela une hypete de
compaciéde S ;

e celle a l'aide desdg,(2’) pour 2’ voisin dex, ou bien des approximations
O: gy(z) poure > 0, et desy € S réalisant le supremura ¢ prés dans la
définition de3 A% (x).

Proposition 3.5. Soitx € H. Alors :

i) SiS estcompact,

(3.15) 0 <%A§> (2) = 2 — ©0(Qs(x)).

i) Enregle gerérale,

1

316 0(383) @ = () wof -l ol <hetyc Qo) ),
>0,e>

h 0

(3.17) a<3A2> (2) = (0 {(z—9) +BO,V2) 1y € Q5(x) },

S
2
e>0

o1 Q3(x) = {ye st tla—yl2> 1A%a) ~< }.

Démonstration.i) La fonction(x, y) — g,(x) en (3.14) est continue Stest une partie
compacte ; il suffit donc d’appliquer leébeme de Valadier ([23, T@oeme 2] et [11,
p. 355]) en observant que

9gy(x) = {Vgy(2)} = {z - y}.

ii) Sans hypotkse de compadtsurS, la formule (3.16) esulte de I'application du
Theorme 1 de [28h3A% = sup,cg gy-

Quantalaformule (3.17), elle vient duéoeme de Volle [25, TBoreme 1] exprimant
9 (3A%) (z) a l'aide des=-sous-diferentiels dey, enz, poury € Q%(z). Ici, le e-
sous-diferentield. g, (x) deg, enx est tes simplea determiner puisque

Ocgy(x) = {p € H:gy(a") > gy(z) +(p, 2’ — x) — e pour toutz’ € H}

=z —y+B(0,V2e). O
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4. Une approche plus analyse convexe de la conjecture.

4.1. Gateaux-, Hadamard-, Frechet-differentiabilité de la fonctionA%. La fonc-
tion convexe3A% est Giteaux-diferentiable env si et seulement sb (3A2) (z)
est un singleton. La question qui se pose naturellement @gstl:lien y-a-t-il entre
I'nypothése dans (1.3)@ savoir «Qg(x) est un singleton pour tout € H» et la
Gateaux-diferentiabilie de%Ag sur H ? Une prentre partie de@ponse est simple :
puisque l'inclusion (facile} — o Qg(z) C 0 (%Ag) (z) entoutz € H est toujours
vraie, la Giteaux-diferentiabilie de%A% enz implique quel) s(x) contient au plus un
point, et siQs(x) = {¢gs(z)}, le gradient de Gteaux en: estz — gs(x). La réciproque
est vraie toutes les fois que lagle de calcul (3.15) s’applique, lorsgeest compact
par exemple. Enagle grérale :

e Lefait queQs(x) soit un singleton au (seul) pointn’'implique pas la Gteaux-
difféerentiabilie de%A?9 enz : un exemple nous en&é fourni Ecemment par
M. Valadier [24].

e Nous pensons que I'hypathe «Q¢(z) est un singletopour toutz € H» im-
plique la Giteaux-diferentiabilie de%A'g surH, mais n’avons pu le@montrer
sans quelque hypadse sur 'ensembl& ou l'applicationgs (de Qs(z) =
{gs(z)} pour toutz € H). Le résultat le plus fin obtenu est le suivantigea
[21,22]:

Si pour toutd € H, l'applicationz — (¢s(z),d) est
semi-continue suWgrieurement sufe, x +4dd], § > 0,
alors%Ag est Ghteaux-diferentiable suf (et, bien $ir,
Ve (3A%) () = z — qs(x) pour toutr € H).

(4.1)

Une fois la Gateaux-diférentiabilie de%A% sur H acquise, on a en fait plus que
cela : la fonction%A% etant convexe continue suf, la Gateaux-diferentiabilie
implique la Hadamard-di#frentiabili€® sur H. En somme, «moralement» parlant,
I'hypothése «Qs(x) est un singleton pour tout € H» implique la Hadamard-
différentiabilie de3AZ surH.

Et la Fechet-diferentiabilie de A% sur H ? Méme si3A% est une fonction
convexe continue sut, et pas n'importe quelle fonction convexe continue, €xkRet-
différentiabilie appard comme une exigence plus forte que lat€ux / Hadamard-
différentiabilie. En effet, sous I'nypo#se «Qg(x) est un singleton pour tout € H,

2Une fonctionf : H — R est dite Hadamard-d#fentiable er: s'il existe unélement deH,

noeVy f(x), tel que
r+td) — f(x
ALUES KON
t—0*

uniformément end dans un compact (quelconque) He La Hadamard-diférentiabili est in-
termédiaire entre la Gteaux-difErentiabilie et la Fechet-diferentiabilie. Si H est de dimen-
sion finie, la Hadamard et la &chet-diferentiabilie sontquivalentes. Sf est localement Lip-
schitz surH (comme c’est le cas des fonctions convexes continueshtiea@x-diferentiabilie
implique la Hadamard-diéfrentiabilié.
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Qs(z) = {gs(x)}», on aleequivalences suivantes [16, Section 2] :

o 3AZ Gateaux-diferentiable suff <= (gs est continue de
H muni de la topologie forte dari§ munie de la topologie faible) ;

(4.2) , ) . .
e $AZ Fréchet-diferentiable suH <= (gs est continue de
H fort dansH fort).
4.2. Les fonctions3AZ et 3(A% — || - |2 ) comme des transfornées de Legendre-

Fenchel. Commencons paréinir deux fonctions assamésa S (toujours une partie
fermée boree non vide déH, (-, -)).

Définition 4.1. On pose :

1
(4.3) x € HwbOg(z) = EHtz — o_g(x),
ou o_g désigne la fonction d’appuide S ;
(4.4) x € Hw gg(zx) = —%Hx“z siz € —S, +oo sinon.

La fonctionfg est finie et continue sull, elle ne sauraiétre faiblement continue
(sauf siS est contenu dans un sous-espace vectoriel de dimension finiéonction
gs non plus n’est pas faiblement semi-continue&ngurement sul, méme lorsque
est convexe.

Les fonctiong)s etgs ne sonfamaisconvexes, sauf dans le caggiparticulier (mais
intéressant pour notreetharche) @ S est un singleton.

Proposition 4.2. Les assertions suivantes s@ufuivalentes :

i) 65 estconvexe.
i) gs estconvexe.
iif) S est un singleton.

Démonstration.[i) = iii)]. Si s est convexe, nous sommes ereggnce de deux
fonctions convexed$s eto_g, dont la somme es}” 12

1
0s(z) +o_g(x) = §||a:|]2 pour toutz € H.

Dans ce cas, @ce au teoeme (de factorisationgciproque du ttoeme de Moreau
(voir [9]), les deux fonction®s et o_g sont recessairement &eaux-diferentiables
(ce sont éme desé&gulari€es de Moreau-Yosida) ; par cémgientg o_g(0) = —S
est un singleton.

[ii) = iii)]. Si gs est convexe, son domaine effectif, c’@stlire —S, est convexe.
Ensuite, la fonction}” - ||? ne peutétre convexe sur un segment joignant deux points
distincts deS. Donc S est eduita un seul point.

Les implications [iii))=- i)] et [iii) = ii)] étant triviales, legquivalences annoées
sont cemontées. [J

Les transformdes (ou conjugees) de Legendre-Fenchel @e et g5 sont tes liees,
comme le montre leasultat ci-dessous.
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Théeoreme 4.3.Pour toutp € H,

(4.6) 05(p) = 305(p) ;
(4.7) g5(p) = 3 [A%(p) — [IplI?] -
Démonstration.Soitp € H. Commeo_g(z) = sup({—s,z),ona:
seS
05(p) = sup{(p,x) - Jllal?+ o_s(x)}
xeH
= sup {(px) = 3ol (s,2)}
r€H,seS
= supsup{ (p—s,2) — 3|2},
seS zeH

Or le deuxéme supremum dans I'expression ci-dessus n’est autre drenkfornee
de Legendre-Fenchel df| - |2 évaltee enp — s ; il vaut donc|p — s||2. D’ou le
résultat (4.6). Par des calculs d@&me type,

g5(p) = sup { (p,2)+ 3]l }

ze—S

=supi — (p,y) + 3yl
sup{ — (p.y) + 3l }

= sup{ 3llp — v - 31 }
yes
= 30%(0) - 3llpl%
D’ou le résultat (4.7) escompt [

En raison de la convexitdegy on retrouve ici la propéte de forte convexé de
3AZ (Proposition 3.4).

Nous convenons d’appelgt, que nous noteronsdormaisl g, la deuxeme fonction
d’Asplund® en raison du paralle saisissant avec la fonction (bapt$ d’Asplund qui
intervient dans Btude de la convexéteventuelle) des ensembles de Tchebychev [7] ;
dans ce contexte, on avait

x€ H— fs(x) = 3|z||?siz € S, +oo sinon,
dont la transforrée de Legendre-Fenchel devenait

p€Hw f5(p) = @s(p) = 3 [IplI* — d5(p)],

ou dg désigne la fonction-distances.
Les #sultats de di#frentiabilie de%A?9 (= 05) et¥s (= gg) vont ensemble
puisque

(4.8) dVs(p) =0 (3A%) (p) — p pour toutp € H.
Précisons un peu plus ce qu'éstl g et sa relation avec la multiapplicatiornQ s(-).

3E. Asplund, matbmaticien danois disparugmatuément il y a trente ans exactement, en
1974, et dont les contributions profondes ont encore undatngb&nos jours.
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Proposition 4.4. Soitx € —S. Alors :
(4.9) (p € dgs(x)) < (—z € Qs(p)).

Démonstration.On a :
p € 0gs(z) <= g5(p) +gs(z) — (p,x) =0

a2 = o2 = dijap2 - _
= 5A5) = Slpl" = ll2ll" = (p,2) =0
[ d’apres la @finition (4.4) degs () et I'évaluation (4.7) dgg(p)]
== A5(p) — [lp+al*=0

= A%(p) = llp— ()7

= -—r€Qs(p). O

Comme corollaire de c@sultat et/ou du travail fait &8.4, nous avons une inclusion
qui explique bien des prog@tes de la multiapplicatior Qs (-).

Corollaire 4.5. Ona:
(4.10) —to(Qs(p)) C d¥(p) pour toutp € H.

L'égalitt a lieu siS est compact (et I'adérence est inutile sif est de dimension finie).
Démonstration.ll suffit de demontrer quels(p) est inclus dans la partie convexe
ferméed ¥g(p). Ona:
—z € Qs(p) < p € dgs(x) [d'apres (4.9)]
— z € 0g5(p) =9 Vs(p).

D'ou, —Qs(p) C 0¥g(p). On aurait pu aussi arrivex cette conclusion §cea
l'inclusion (toujours vraiep — €o(Qs(p)) C 9(3A%)(p) eta larelation (4.8).

LorsqueS estcompact, Egalié (3.15) coupe avec la relation (4.8) donne &sultat

annoné. SiH est de dimension finie)s(p) est compact de sorte qee(Qs(p)) est
fermee. O

D’autres propietes de)¥ ¢ sontdonges par Schwartz [17, Lemma 1 et Theorem 1] :

(4.11) —Qs(p) =0¥s(p) N S(—p,As(p))
ou S(u,r) désigne la splre de centre et de rayom ;
peH

cette derrgre inclusion pouvantganmoins s’a@rer tes grossre.

4.3. La différentiabilité d'une transformée de Legendre-Fenchel comme cgte
de convexi€é. Les deux esultats qui suivengnon@&s dans un contexte de dimension
infinie, sont extraits des travaux de V. Soloviov [18,19,20]

Le premier est ungsultat de dual@ en quelque sorte.
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Théoréme 4.6.[18, Theorem 2.1]Soitg : H — R U {+c0} semi-continue irdrieure-
ment encg = Vpg*(po), 0U V rpg*(po) est le gradient de Frchet dgg* en (un certain)
po € H. Alors

(4.13) 9(wo) = g™ (z0)

(ou g** désigne la biconjugee de Legendre-Fenchel g¢ Sig est faiblement semi-
continue inérieurement en:p = Vg™ (po), 0U Vag*(po) est le gradient de &eaux
deg* en (un certainpg € H, alors on a encore (4.13).

Comme congquence nous avons un er¢ de convexi deg bas sur la diferentia-
bilité deg*.
Théoréme 4.7.[19, Theorem 1]Soitg : H — R U {+co} semi-continue irérieure-
ment surH (resp. faiblement semi-continue énfeurement suiif). On suppose que

g* : H — R est Fechet-diferentiable (resp. @teaux-diferentiable) surH. Alors g
est convexe.

Démonstration.[19, p. 2] SoitD = Imdg* = {Vg*(p) ; p € H} ; on prend le cas
ou g* est FEchet-diferentiable suf, Vg*(p) est le gradient de Echet dg* enp.
D’aprés le tleoeme au-dessug(z) = ¢**(x) pour toutx € D.
Rappelons tout d’abord que

Im0g* = domag™ (= {z € H; 0¢™(x) # @})

(puisque(g™)* = g* et quedg* = (9g™*) ™),

Soit d'abordz € domg**. SiZ € D = domdg**, c’est fini car alorsy(z) =
g**(z). Sinon, d'apes le tleoeme de Brondsted-Rockafellar [5, Chapter |, Section
6.3], applicable ica la fonction convexe semi-continueénfeuremeny™** sur I'espace
completH, on peut exhiber une suite:,,) qui converge vers, avec :

x, € Dpourtoutn ;  ¢**(z,) — ¢"*(T) quandn — oc.

Par conéquentg**(x,) = g(x,) pour toutn. En passarna la limite surn, gracea la
semi-continuié inferieure dey :

(4.14) g™ (@) = lim g™ (x,) = lim g(x,) > g(T).
En c&finitive, g™ () = ¢(T) (car l'inégalié inverse de (4.14y** (%) < ¢(T), est
toujours vraie).
On a donc émonteé :
g"* () = g(T) pour toutz € domg™*.
Siap@sentt ¢ domg**, ¢**(T) = +o0, etg(T) aussi (toujours en raison de légalie

g < g).
En bref,g** = ¢g. O
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4.4. Synthese : retour sur la conjecture des points les plugloignés. Appliquons le
theo®me 4.7a la fonctionds ou gs au choix. Gace au thoeme 4.3 eh la proposition
4.2, nous avons l'implication suivante :

(3A% Fréchet-diferentiable suff)
(4.15) {
=

(S est un singleton

Par ailleurs, nous avons conclu la section 4.1 par I'impgilica« pratiquement tou-
jours vraie» :

(4.16) { _ (Qs(x) est un singleton pour toute H)

(3A% est Gateaux / Hadamard-d#fentiable suf).

La reponsea la conjecture de V. Klee se trouve donc dans la pos&ilit non de
combler le «trou de diéfrentiabili& » concernant cette fonction convexe contigié..

Voyons pour terminer comment dans des classes de situétiepsexploées) I'ap-
proche plus variationnelle par analyse convexe permet delae.

e LorsqueH est de dimension finie, la relation

p—co(Qs(p)) = 9 <%A§> (p) pour toutp € H

montre comme le fait d’avoir @s(p) singleton pour toup € H » équivauta
la Gateaux - (ou Hadamard -, oudahet-diferentiabilig) de%A%.

e LorsqueS estcompact)s(p) = {gs(p)} pourtoutp € H faitque I'application
qs . H — H estcontinue déf fort dansH fort (cf. §2.4), assurant ainsi la
Fréchet-difErentiabilie de%A% (voir (4.2)).

e L'existence de 8lections de la multiapplicatiofs(-) ayant des propéies de
continui€ implique comme au-dessus l&Ehet-difErentiabilie de%Ag.

En regle grérale, la conjecture (1.3) peétre reformude en une question de calcul
différentiel sur les fonctions convexes :

<Qg(ac) estunsingletoj ? < A% : H — Rest )

(4.17) pour toutz € H Fréchet - diferentiable sufl

Annexe. Résolution du proleime (1.3) par V. Klee (1961) dans le cas $ est un
compact d’un espace de Banach.

Théoreme. SoitS une partie compacte non vide d’un espace de BamachAlors les
assertions suivantes soequivalentes :

i) Vo e X, Qs(x) estun singleton.
i) Yo €to(S), Qs(x) estun singleton.
iif) S estun singleton.

Démonstration.Seule ii)= iii) demande une @monstration.
Soit K = T0(.S). Alors K est compact caf est compact et nous sommes dans un
BanachX. L'applicationgs (de Qs(x) = {gs(z)} pour toutz € X) est continue de
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K dansK (voir §2.4 pour s’assurer de la contineiitleggs). Par le tleoeme de point
fixe de Schauder—Tikhonov, il existec K tel quegs(T) = =. Or ceci n’est possible
que siS est un singleton (sb contient plus d’urelementgs(x) # « forcement). O

Ceci est une belle application dietheme de point fixe de Schauder—Tikhonov, qui
montre ici toute sa puissance, mais aussi ses limites (oeuequaboter» aucune des
hypotreses, comme le montrent les exemples eloud du§2).

English extended abstract.Let H be a Hilbert space anfl a nonempty bounded
closed subset off; for all x € H we defineQ)s(x) as the set of points i farthest to
z, as alsd\g(z) == sup{|lz — y|| 1 y € S}.

In this paper, we provide a variational characterizatiod)efx) (Proposition 3.1)
and prove the strong convexity of the functiéﬂ% (Proposition 3.4).

The functionsj A% and3(A% — || - |?) are actually the Legendre-Fenchel transforms
of two specific functions associated with In particular, let

v € H i Og(z) = %quz ~ o s(@),
whereo_ g denotes the support function-efS. This functiords is finite and continuous
everywhere onH; it is convex if and only ifS is a singleton (Proposition 4.2); its
Legendre-Fenchel transform§$§ precisely (Theorem 4.3).

The FEchet-differentiability of the Legendre-Fenchel tramsfof a function ensures
its convexity (Soloviev’s Theorem 4.7). In our case, thedhet differentiability O%Ag
implies thatS is a singleton.

In sum, the assumptiort}s(z) is a singleton for al: € H” ensures, under weak
conditions, that;AZ is Gateaux / Hadamard-differentiable. On the other hand, the
Fréchet-differentiability O%Ag implies thatS is a singleton. So, the farthest point con-
jecture can be reduced to a differentiability question eoning the everywhere finite
and continuous convex functigm\%: Gateaux / HadamarasFréchet-differentiability.
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