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LA CONJECTURE DES POINTS LES PLUS ÉLOIGN ÉS REVISITÉE

JEAN-BAPTISTE HIRIART-URRUTY

RÉSUMÉ. Une des questions ouvertes les plus anciennes (depuis les années 1960) en
analyse non lińeaire et approximation estla conjecture des points les pluséloigńes;
elle se formule comme suit :

Étant donńe une partie ferḿee borńeeS d’un espace norḿe X , on consid̀ere la
multiapplicationQS(·) qui à unélément quelconquex deX associe les points deS
les pluséloigńes dex ; si QS(x) ne contient qu’un seuĺelément pour toutx ∈ X ,
peut-on en d́eduire queS est un singleton ?

Plus d’une centaine d’articles ontét́e consacŕeesà cette question depuis sa
formulation, ŕepondant positivementà la conjecture dans des cas assez géńeraux
(exemples : siS est compact, siX est de dimension finie, siX est un espace norḿe
bien particulier, etc.), mais pas tous.

Nous revisitons ce problèmeà la lumìere des ŕesultats et techniques d’analyse
convexe et/ou non lisse : la multiapplication−QS(·) est monotone et il est pos-
sible d’expliciter son prolongement maximal monotone ; unefonction particulìere
attach́eeà S (semblablèa celle d’Asplund pour la conjecture de convexité des en-
sembles de Tchebychev dans un espace de Hilbert) apparaı̂t de manìere naturelle
dans ce contexte ; la convexité de cette fonction et/ou la différentiabilit́e de sa
transforḿee de Legendre-Fenchel sont les clés permettant de répondrèa la question
pośee. Avec cette approche plus «variationnelle» que les préćedentes, nous retrou-
vons bon nombre de résultats acquis, sans toutefoisêtreà même de ŕepondrèa la
conjecture dans sa plus grande géńeralit́e ; mais au moins mettons-nous enévidence
le «trou»à combler pour le faire de manière d́efinitive.

ABSTRACT. One of the oldest open questions (since the 1960 years) in Real Analysis
and Approximation Theory is the so-calledfarthest point conjecture; it is formulated
as follows:

Given a closed bounded subsetS of a normed vector spaceX , one considers
the set-valued mappingQS(·) which assigns tox ∈ X the points inS which are
farthest fromx; if QS(x) contains one and only one element for allx ∈ X , could
we assert thatS itself is a singleton?

More than one hundred papers have been devoted to this question since its formu-
lation, positively answering the conjecture in rather general situations (examples:
whenS is compact, ifX is finite-dimensional, whenX is a particular normed vector
space, etc.) but not in all of them.
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We revisit this problem in the light of results and techniques from Convex Analysis
and/or Nonsmooth Analysis: the set-valued mapping−QS(·) is monotone and it is
possible to make explicit its maximal monotone extension onX ; a specific function
associated withS (similar to Asplund’s function for the conjecture dealing with the
convexityof Tchebychevsets in Hilbert spaces) shows up naturally in such a context;
the convexity of this function and/or the differentiability of its Legendre-Fenchel
transform are the keys for answering the posed question. With this approach more
“variational” than the previous ones, we recover a number ofproved results, without
however solving the problem in its full generality; but at least we delineate the “gap”
to bridge.

1. Introduction. L’objet de ce travail1 est un des problèmes ouverts les plus anciens
en analyse ŕeelle et approximation, une conjecture parente de celle surla convexit́e des
ensembles de Tchebychev,énonćeeà la m̂emeépoque (il y a plus de quarante ans) et
à propos de laquelle nous avonsécrit un article-revue priviĺegiant l’angle de vue de
l’analyse variationnelle (convexe, non lisse) [7]. Nous adoptons ici le m̂eme point de
vue, de sorte que le présent article peut̂etre mis en parallèle avec [7].

Énonçons le problème. SoitS une partie ferḿee borńee (non vide) d’un espace
vectoriel norḿe (X, ‖ · ‖) ; on d́efinit

∀x ∈ X, ∆S(x) := sup{ ‖x − y‖ : y ∈ S },(1.1)

QS(x) := { y ∈ S : ‖x − y‖ = ∆S(x) }.(1.2)

On comprend qu’on ait prisS borńe pour pouvoir d́efinir ∆S(x) en (1.1), et le fait
d’avoir prisS fermé ne change rieǹa l’affaire puisque∆S = ∆S . L’ensembleQS(x)
peutêtre vide, bien entendu.QS(·) est appeĺeemultiapplication d’́eloignement maximal
surS (parfois multiapplication antiprojection, appellation que nous trouvons incorrecte,
même si on en comprend l’origine).QS(x) consiste donc en l’ensemble des points de
S les pluséloigńes dex (au sens de la distance associéeà ‖ · ‖). On imagine aiśement
qu’un certain nombre de problèmes en approximation, optimisation, contrôle optimal
reviennent̀a évaluer∆S(x) ou à d́eterminerQS(x). Parmi les questions relativesà
QS(x) figurent :

• quandQS(x) est-il non vide, ŕeduità un seul point ?
• quid de la structure (topologique) deQS(x) ?

Ce type de questions áet́e abord́e depuis longtemps ; les premiers résultats sur la
structure deQS(x) sont sans doute ceux de Motzkin, Straus et Valentine dès 1953 [12].
Les anńees 1960-1970 ont vu une abondance de résultats du type :QS(x) n’est pas
vide et ŕeduità un seul point pourx dans un ouvertGδ partout dense dansX (voir [5,
Appendix II]). Mais la ćelébrit́e deQS(x) vient de la conjecturéenonćee par V. Klee
en 1961 [10] :

(1.3)
(
QS(x) singleton pour toutx ∈ X

) ?
=⇒ (S est un singleton).

1Versionécrite d’un expośe au Colloque «Control, Set-valued Analysis and Applications»
(Université des Antilles et de la Guyanne, avril 2004).
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V. Klee lui-même a ŕepondu positivementà la question lorsqueX est de dimension finie,
ou bien lorsqueS est une partie compacte d’un espace de Banach (voir aussi E. Asplund
et son article fondamental de 1967 [1]). Mais V. Klee posait la question (1.3) lorsqueX
est de dimension infinie, dans le contexte d’unespace de Hilbertplus pŕeciśement, et
disons que m̂emeà ce jour elle n’a paśet́e ŕegĺee compl̀etement. Une ŕeponse positive
à la question (1.3) dans toute sa géńeralit́e, ouà la question parente de la convexité des
ensembles de Tchebychev, change quelque peu la structure decertains probl̀emes en
Approximation mais ne révolutionne pas pour autant ce domaine. . .

Depuis sońenonće, plus d’une centaine d’articles ontét́e consacŕeesà cette con-
jecture sur les points les pluséloigńes ; unéchantillon en est fourni par les travaux
de Kapoor [15], Narang [13], Panda [14], Fitzpatrick [6], Schwartz, Westphal (voir
bibliographie). . . ; le livre récent de F. Deutsch [4] (que nous recommandons)éclaire
bien ce que l’on peut faire ou ne pas faire en termes de projection ou d’́eloignement
maximal surS, dans un contexte d’espace préhilbertien. Disons pour faire bref que
les différents auteurs ont répondu (positivement)̀a la question centrale (1.3) dans des
situations varíees :

• en imposant des conditions sur l’espaceX sous-jacent (ou en examinant cas par
cas des espaces vectoriels normésX particuliers, par exemplè1, L1

(
[0, 1]

)
,

`∞, c0, C(K)) ;
• en supposant des propriét́es sur l’ensembleS consid́eŕe (se rapprochant de la

compacit́e) ;
• en demandant des propriét́es sur la multiapplicationQS(·) d’éloignement maxi-

mal surS (plus pŕeciśement l’existence d’applications sélections deQS(·) ayant
des propríet́es de type continuité).

Le fait queX soit complet ou pas semble a priori sans conséquence pour le problème
en question. Adopter le cadre d’un espace de Hilbert (comme dans la question originelle
de Klee) rend les calculs plus simples (etévite d’avoirà distinguer la norme‖ · ‖ et sa
duale‖ · ‖∗), et les ŕesultats obtenus y sont un peu plus fins. C’est d’ailleurs le contexte
que nous adopterons.

Le point de vue que nous défendons dans cette présentation est particulier, c’est
celui de l’analyse variationnelle (calcul différentiel, analyse convexe non lisse)à la
diff érence de la quasi-totalité des travaux préćedents sur le sujet (analyse-géoḿetrie
des espaces vectoriels normés, th́eor̀emes de points fixes, par exemple) ; on y verra
apparâıtre naturellement des fonctions convexes, leurs sous-différentiels, et (surtout)
les conjugúeesde Legendre-Fenchel.Par ce biais sont couverts beaucoupdes cas connus
(lorsqueX est de dimension finie, lorsqueS est compact, lorsqu’il existe des sélections
continues deQS(·)). Le «trou»à combler pour ŕepondre de manière d́efinitive à la
conjecture est bien localisé, c’est en gros celui entre la Gâteaux-diff́erentiabilit́e et la
Fréchet-diff́erentiabilit́e d’une fonction convexe continue.

Outre cette introduction, notre travail comporte trois parties. Dans le paragraphe 2 on
expose quelques faitśelémentaires relatifs̀a la fonction∆S et la multiplicationQS(·).
Dans la section 3 sont présent́ees des propriét́es pluśelaboŕees de∆S etQS(·) du point
de vue convexit́e et diff́erentiabilit́e. C’est dans la dernière partie (section 4) que nous
développons notre approche plus variationnelle (analyse convexe, non lisse) du sujet.
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2. Quelques faitsélémentaires relatifsà la fonction ∆S et la multiapplication QS .
Quelques observations avant de commencer :

• Le probl̀eme pośe (formuĺe en (1.3)) est bien «dans un espace vectoriel normé»
et non dans un espace métrique (òu il est ŕesolu imḿediatement par la ńegative).
Prenons en effet pour exemple :

X := le plan priv́e de l’origine, muni de la distance
déduite de la norme euclidienne usuelle ;

S := {x ∈ X : ‖x‖ = 1}
Alors, pour toutx ∈ X, QS(x) est un singleton, et pourtantS n’est pas un
singleton.

• On ne peut se limiter̀a l’hypoth̀ese «QS(x) est un singleton pour toutx ∈ X
privé d’un point». En effet, siX est le plan muni de la norme euclidienne
usuelle, et siS est la boule unit́e ferḿee deX, QS(x) est un singleton pour tout
x ∈ X sauf l’origine, etS n’est pas un singleton.

• On ne peut pas restreindre l’exigence «QS(x) est un singleton» aux seulsx de
S. Par exemple, siS est un doubleton,S = {a, b}, tout point deS a un et un
seul point dansS le pluséloigńe de lui, etS lui-même n’est pas un singleton.
Toutefois, passer deS à son enveloppe convexe ferméeco(S) pour l’exigence
«QS(x) est un singleton» change la donne et, effectivement, dans certains
cas (cf. annexe) cela suffit pour assurer queS est un singleton. Dans les deux
exemples simples cités plus haut,QS(x) est un singleton pour toutx ∈ co(S)
à un point pr̀es, et cela suffit̀a mettre en d́efaut la conclusion envisagée.

Désormais le cadre de travail est celui d’unespace de Hilbert(H, 〈· , ·〉), muni de
la norme construitèa partir du produit scalaire〈· , ·〉. Nous listons ci-dessous quelques
faits élémentaires relatifs̀a∆S etQS(·).
2.1. Si x est un point le pluśeloigńe dex dansS, alorsx est aussi un point le plus
éloigńe deu sur la demi-droite issue dex et dirigée par le vecteurx − x.

x
_

u

u

u

x
x

x

_

_

S

FIG. 1

Soit en effetu = x + t (x − x) avect ≥ 0. Par hypoth̀ese,

‖x − x‖ ≥ ‖x − y‖, pour touty ∈ S.
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Alors

(2.1) ‖u − x‖ = ‖x + t(x − x) − x‖ = (1 + t)‖x − x‖.
Ainsi, pour touty ∈ S,

‖u − y‖ = ‖x + t(x − x) − y‖
≤ ‖x − y‖ + t ‖x − x‖
≤ ‖x − x‖ + t ‖x − x‖ [de par l’hypoth̀ese]

≤ (1 + t)‖x − x‖ = ‖u − x‖ [d’après (2.1)].

D’où la propríet́e annonćee. Dans ce cas,

∆S(u) − ∆S(x) = ‖u − x‖ = t ‖x − x‖ .

Noter que le ŕesultat d́emontŕe en ce point ne sauraitêtre vrai pour lesu situés sur le
segment joignantx àx (un contre-exemple est facileà trouver).

2.2. La fonction∆S : H → R est une fonctionconvexe, Lipschitz de constante 1sur
toutH (et ce, sans aucune hypothèse additionnelle surS).

Pŕecisons quelque peu la propriét́e de Lipschitz. En supposantQS(x) 6= ∅ et
QS(x′) 6= ∅, on a l’implication suivante :

(2.2)
(
QS(x) ∩ QS(x′) = ∅

)
⇒

(∣∣∆S(x) − ∆S(x′)
∣∣ < ‖x − x′‖

)
.

Prenons en effety ∈ QS(x) tel quey ∈ S et ‖y − x‖ = ∆S(x). Mais comme
y /∈ QS(x′), on a‖y − x′‖ < ∆S(x′) et par suite

∆S(x) − ∆S(x′) < ‖y − x‖ − ‖y − x′‖ ≤ ‖x − x′‖.
On obtient une ińegalit́e similaire eńechangeant le rôle dex etx′.

L’implication réciproque de (2.2) n’est pas vraie, comme le montre le contre-exemple
de la figure 2.

x'

x

S

FIG. 2

2.3. L’ensembleQS(x) est toujours une partie ferḿee borńee deS (mais on ne peut
rien dire de plus du point de vue topologique) ; en fait

(2.3) QS(x) ⊂ S ∩ Fr(co(S)), pour toutx ∈ H.

À vrai dire, passer deS à co(S) ne modifie pas fondamentalement les choses :
∆S = ∆co(S), et le probl̀eme d’́eloignement maximal surco(S) n’apporte pas de
nouvelles solutions :QS = Qco(S).

Notons ici l’exemple int́eressant suivant : siS est tel queco(S) = B(0, 1) (boule
unité ferḿee deH), alorsQS(x) est un singleton pour toutx ∈ H sauf en un point (ce
point étant l’origine).
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2.4. LorsqueS est une partie compacte, la multiapplicationQS(·) est semi-continue
ext́erieurement (on dit aussi semi-continue supérieurement), i.e. : pour tout ouvertΩ
contenantQS(x), il existe un voisinageV dex tel queQS(x′) ⊂ Ω pour toutx′ ∈ V .

Si QS(x) se trouveêtre un singleton pour toutx, QS(x) = {qs(x)}, la propríet́e
ci-dessus exprime la continuité de l’applicationqS. Et, comme nous le verrons plus
loin, cette continuit́e deqS permet d’assurer queS est un singleton.

2.5. Propríet́es (moinśelémentaires) relatives au domaine età l’image deQS(·). Rap-
pelant que

DomQS = {x ∈ H ; QS(x) 6= ∅} et

Im QS =
⋃

x∈H

QS(x),

on a

(2.4) DomQS = H, co(Im QS) = co(S)

(voir [26, §2] et les ŕeférences qu’on y donne).

3. Propriétés plusélaborées du point de vue convexit́e et différentiabilit é.

3.1. Caract́erisation variationnelle deQS(x).

Proposition 3.1. Soitx ∈ H etx ∈ S. Alors les assertions suivantes sontéquivalentes :

i) x ∈ QS(x) ;

ii) 〈x − x, y − x 〉 ≥ 1
2‖x − y‖2 pour touty ∈ S ;

iii) x ∈ QS(x + α (x − x)) pour toutα ≥ 1 ;

iv) ∆S(x + α (x − x)) = α ‖x − x‖ pour toutα ≥ 1.

Démonstration.[i) ⇔ ii)]. Sachant quex ∈ S, nous avonsx ∈ QS(x) si et seulement
si

(3.1) ‖x − x‖2 ≥ ‖x − y‖2, pour touty ∈ S.

Développons‖x− y‖2 = ‖(x− x) + (x− y)‖2 dans le membre de droite de l’inégalit́e
au-dessus et on arrive directementà :

(3.2) 2〈x − x, y − x 〉 ≥ ‖x − y‖2, pour touty ∈ S.

[ii) ⇔ iii)]. L’assertion (3.2) ci-dessuśequivaut̀a :

(3.3) 2〈x − x, y − x 〉 ≥ 1
α
‖x − y‖2, pour toutα ≥ 1 et touty ∈ S .

Il suffit de ŕeorganiser ça en

2
〈 [

x + α (x − x)
]
− x, y − x

〉
≥ ‖x − y‖2, pour toutα ≥ 1,

et reconnâitre la caract́erisation du fait quex ∈ QS(x + α(x − x)) pour toutα ≥ 1.
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[iii) ⇔ iv)]. L’assertion iv) se traduit par

‖x + α(x − x) − y‖2 ≤ α2‖x − x‖2, pour toutα ≥ 1 et touty ∈ S,

ce qui, apr̀es d́eveloppementde‖x−y+α(x−x)‖2 conduit imḿediatement̀a (3.3). �

Cette proposition 3.1 ne surprend pas dans la mesure où il y avait unénonće similaire
pour la multiapplication projection surS [3, p. 24].

L’implication [i) ⇒ ii)] avait ét́e montŕee par un calcul direct dans§2 (modulo le
changement de variableα = 1 + t).

La caract́erisation ii) de la proposition 3.1 induit que pourx ∈ QS(x),

(3.4)
〈 x − x

‖x − x‖ ,
y − x

‖y − x‖
〉
≥ 1

2
‖x − y‖
‖x − x‖ pour touty ∈ S,

c’est-̀a-dire que l’angle des vecteurs unitaires portés pourx − x et y − x est toujours
aigu; mais comme l’indique la proposition 3.1 et comme l’illustrent des exemples
simples dans le plan, le seul fait d’avoir un angle aigu entrex − x et y − x pour tout
y ∈ S n’assure pas quex soit un point deS le pluséloigńe deS. Par ailleurs, on peut
très bien avoir

x ∈ QS(x) et 〈x − x, y − x 〉 = 1
2‖x − y‖2, pour certainsy ∈ S.

Tirons une conśequence de la caractérisation dex ∈ QS(x) dont l’interpŕetation
geoḿetrique est claire.

Corollaire 3.2. Soitx ∈ H etx ∈ QS(x). Alors, pour toutα > 1,

(3.5) QS(x + α(x − x)) = {x} .

Autrement dit, la sph̀ere de centrex+ t(x−x) et de rayon∆S(x+α(x−x)) ne touche
S qu’au seul pointx.

Démonstration.Soit x̃ ∈ QS(x + t(x − x)) et α > 1. Montrons qu’alors,̃x = x
nécessairement.

D’après la caract́erisation ii) de la proposition 3.1,

〈x + α(x − x) − x̃, y − x̃ 〉 ≥ 1
2
‖y − x̃‖2, pour touty ∈ S.

En particulier, poury = x,

(3.6) ‖x − x̃‖2 + α〈x − x, x − x̃ 〉 ≥ 1
2
‖x − x̃‖2.

La même caract́erisation, dex ∈ QS(x) cette fois, indique pour le choix particulier de
y = x̃

(3.7)
〈
x − x, x̃ − x

〉
≥ 1

2

∥∥ x − x̃
∥∥2

.

L’addition membrèa membre de (3.6) et de (3.7) multipliée parα conduità

1− α

2

∥∥ x − x̃
∥∥2 ≥ 0,

d’où ‖x − x̃‖ = 0 puisqueα > 1. �
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3.2. Caract̀ere dissipatif de la multiapplication QS(·).
Proposition 3.3. La multiapplicationQS(·) est dissipative, c’est-à-dire :

(3.8) ∀x1, x2 ∈ H, x1 ∈ QS(x1), x2 ∈ QS(x2), 〈x1 − x2, x1 − x2 〉 ≤ 0

(terminologie plus usuelle : la multiapplication−QS(·) est monotone).

Démonstration.D’après la caract́erisation ii) de la proposition 3.1,

〈
x1 − x1, x2 − x1

〉
≥ 1

2

∥∥ x1 − x2
∥∥2

,

〈
x2 − x2, x1 − x2

〉
≥ 1

2

∥∥ x2 − x1
∥∥2

,

d’où par addition

‖x2 − x1‖2 + 〈x1 − x2, x2 − x1 〉 ≥ ‖x2 − x1‖2

et l’inégalit́e de (3.8) s’ensuit. �

On verra plus loin une raison plus frappante pour laquelle−QS(·) est monotone :
−QS(·) est contenu dans le sous-différentiel d’une fonction sṕecifiqueΨ : H → R qui
se trouvêetre convexe continue surH. Elle est donc aussi cycliquement monotone de ce
fait. Quant̀a la monotonie maximale de−QS(·), notons les deux faits suivants [17,26] :

• −QS(·) n’est pas monotone maximale en géńeral ; en fait,

(3.9) (−QS est monotone maximale) ⇐⇒ (S est un singleton),

auquel cas−QS(x) = {−s} (pour toutx ∈ H) évidemment;

• −QS est augmentée en une multiapplication monotone maximale (voir [2]),
définie de manìere unique sur toutH ici, qui se trouvêetre le sous-diff́erentiel
de la fonction convexe continueΨS évoqúee plus haut (voir§4 infra).

3.3. Forte convexit́e de la fonction 1
2∆2

S . La fonction∆S : H → R étant convexe
et positive, il en est de m̂eme de1

2∆2
S . En fait on a plus que cela :12∆2

S est fortement
convexe et 1-coercive surH.

Proposition 3.4. i) La fonction1
2∆2

S est fortement convexe surH, de module de forte
convexit́e 1, c’est-̀a-dire, pour toutx1, x2 ∈ H etλ ∈ [0, 1] :

(3.10)
1
2
∆2

S(λx1+(1−λ)x2) ≤ λ

2
∆2

S(x1)+
(1− λ)

2
∆2

S(x2)−
λ(1− λ)

2
‖x1−x2‖2

(d’une manìereéquivalente :12∆2
S − 1

2‖.‖2 est encore convexe).

ii) 1
2∆2

S est 1-coercive surH, c’est-̀a-dire :

∆2
S(x)

‖x‖ −→ +∞ quand‖x‖ −→ +∞.
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Démonstration.i) Soit x1, x2 dansH etλ ∈ [0, 1]. Pourε > 0, choisissonsyε ∈ S tel
que

(3.11)
1
2
∆2

S(λx1 + (1− λ)x2) − ε ≤ 1
2
‖λx1 + (1− λ)x2 − yε ‖2.

La fonction 1
2‖ · ‖2 étant fortement convexe surH, de module de forte convexité 1 [8,

Chap. IV], on a :

1
2
‖λ(x1 − yε) + (1− λ)(x2 − yε)‖2 ≤

λ

2
‖x1 − yε‖2 +

(1− λ)

2
‖x2 − yε‖2 − λ(1− λ)

2
‖x1 − x2‖2.

Cette ińegalit́e, coupĺee avec (3.11) et la définition de∆2
S(xi), conduità :

1
2
∆2

S(λx1 + (1− λ)x2) ≤ λ

2
∆2

S(x1) +
(1− λ)

2
∆2

S(x2) −
λ(1− λ)

2
‖x1 − x2‖2 + ε.

Ceciétant vrai quel que soitε > 0, on en d́eduit l’inégalit́e voulue (3.10).
ii) S étant borńe, d́esignons parα un majorant de{ ‖y‖ : y ∈ S } et choisissons
arbitrairementy0 ∈ S. Alors, pour toutx ∈ H, on a :

∆2
S(x) ≥ ‖x − y0‖2 [par d́efinition de∆2

S(x)],

≥ ‖x‖2 + ‖y0‖2 − 2α‖x‖.

En conśequence,∆2
S(x)/‖x‖ −→ +∞ quand‖x‖ −→ +∞. �

La forte convexit́e de 1
2∆2

S , dont on vient de faire une démonstration directe, sera
vue d’une autre manière plus loin (au§4.2) lorsque1

2(∆2
S −‖.‖2) apparâitra comme la

transforḿee de Legendre-Fenchel d’une autre fonction.

3.4. Le sous-diff́erentiel de∆S et de 1
2∆2

S . Puisque∆S est convexe et Lipschitz de
constante 1 surH, on a :∂∆S(x) ⊂ B(0, 1) pour toutx ∈ H. En fait, il y a un ŕesultat
plus fin par Westphal et Schwartz [26, Theorem 4.2] :

(3.12)





Im ∂∆S est une partieconvexedeH, comprise entre
la boule unit́e ouverte et son adhérence :

B(0, 1) ⊂ Im ∂∆S ⊂ B(0, 1).

Conśequence imḿediate :Im ∂∆S = B(0, 1).
À vrai dire il est plus int́eressant de considérer le sous-diff́erentiel de la fonction12∆2

S .
Ici la règle de sous-diff́erentiation de fonctions composées s’applique sans difficulté,

(3.13) ∂

(
1
2
∆2

S

)
(x) = ∆S(x) ∂∆S(x) pour toutx ∈ H,

mais le calcul explicite de∂
(

1
2∆2

S

)
reste entier. Pour cela,écrivons1

2∆2
S sous la forme

suivante :

(3.14)

{ 1
2∆2

S = sup
y∈S

gy,

où gy : x ∈ H 7−→ gy(x) := 1
2‖x − y‖2.
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Là, deux types d’expressions de∂
(

1
2∆2

S

)
(x) sont possibles :

• celle à l’aide des∂gy(x), y ∈ QS(x), exigeant pour cela une hypothèse de
compacit́edeS ;

• celle à l’aide des∂gy(x
′) pour x′ voisin dex, ou bien des approximations

∂ε gy(x) pour ε > 0, et desy ∈ S réalisant le supremum̀a ε près dans la
définition de1

2∆2
S(x).

Proposition 3.5. Soitx ∈ H. Alors :

i) SiS est compact,

(3.15) ∂

(
1
2
∆2

S

)
(x) = x − co

(
QS(x)

)
.

ii) En règle ǵeńerale,

(3.16) ∂

(
1
2
∆2

S

)
(x) =

⋂

h>0, ε>0

co
{

(x′ − y) : ‖x′ − x‖ ≤ h ety ∈ Qε
S(x)

}
,

(3.17) ∂

(
1
2
∆2

S

)
(x) =

⋂

ε>0

co
{

(x − y) + B(0,
√

2ε) : y ∈ Qε
S(x)

}
,

où Qε
S(x) :=

{
y ∈ S : 1

2‖x − y‖2 ≥ 1
2∆2

S(x) − ε
}

.

Démonstration.i) La fonction(x, y) 7→ gy(x) en (3.14) est continue etS est une partie
compacte ; il suffit donc d’appliquer le théor̀eme de Valadier ([23, Th́eor̀eme 2] et [11,
p. 355]) en observant que

∂gy(x) = {∇gy(x)} = {x − y}.

ii) Sans hypoth̀ese de compacité surS, la formule (3.16) ŕesulte de l’application du
Théor̀eme 1 de [23]̀a 1

2∆2
S = supy∈S gy.

Quant̀a la formule (3.17), elle vient du théor̀eme de Volle [25, Th́eor̀eme 1] exprimant
∂

(
1
2∆2

S

)
(x) à l’aide desε-sous-diff́erentiels degy en x, poury ∈ Qε

s(x). Ici, le ε-
sous-diff́erentiel∂εgy(x) degy enx est tr̀es simplèa d́eterminer puisque

∂εgy(x) :=
{

p ∈ H : gy(x
′) ≥ gy(x) + 〈 p, x′ − x 〉 − ε pour toutx′ ∈ H

}

= x − y + B(0,
√

2ε). �
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4. Une approche plus analyse convexe de la conjecture.

4.1. Gâteaux-, Hadamard-, Fŕechet-différentiabilit é de la fonction 1
2∆2

S . La fonc-
tion convexe1

2∆2
S est Ĝateaux-diff́erentiable enx si et seulement si∂

(
1
2∆2

S

)
(x)

est un singleton. La question qui se pose naturellement est :quel lien y-a-t-il entre
l’hypothèse dans (1.3),̀a savoir «QS(x) est un singleton pour toutx ∈ H » et la
Gâteaux-diff́erentiabilit́e de1

2∆2
S surH ? Une premìere partie de ŕeponse est simple :

puisque l’inclusion (facile)x − co QS(x) ⊂ ∂
(

1
2∆2

S

)
(x) en toutx ∈ H est toujours

vraie, la Ĝateaux-diff́erentiabilit́e de1
2∆2

S enx implique queQS(x) contient au plus un
point, et siQS(x) = {qS(x)}, le gradient de Ĝateaux enx estx−qS(x). La réciproque
est vraie toutes les fois que la règle de calcul (3.15) s’applique, lorsqueS est compact
par exemple. En règle ǵeńerale :

• Le fait queQS(x) soit un singleton au (seul) pointx n’implique pas la Ĝateaux-
diff érentiabilit́e de1

2∆2
S enx : un exemple nous en áet́e fourni ŕecemment par

M. Valadier [24].
• Nous pensons que l’hypothèse «QS(x) est un singletonpour toutx ∈ H » im-

plique la Ĝateaux-diff́erentiabilit́e de1
2∆2

S surH, mais n’avons pu le d́emontrer
sans quelque hypothèse sur l’ensembleS ou l’applicationqS (de QS(x) =
{qS(x)} pour toutx ∈ H). Le résultat le plus fin obtenu est le suivant, grâceà
[21,22] :

(4.1)





Si pour toutd ∈ H, l’applicationx 7→ 〈 qS(x), d 〉 est

semi-continue suṕerieurement sur[x, x + δd], δ > 0,

alors 1
2∆2

S est Ĝateaux-diff́erentiable surH (et, bien ŝur,

∇G

(
1
2∆2

S

)
(x) = x − qS(x) pour toutx ∈ H).

Une fois la Ĝateaux-diff́erentiabilit́e de 1
2∆2

S surH acquise, on a en fait plus que
cela : la fonction1

2∆2
S étant convexe continue surH, la Gâteaux-diff́erentiabilit́e

implique la Hadamard-diff́erentiabilit́e2 sur H. En somme, «moralement» parlant,
l’hypothèse «QS(x) est un singleton pour toutx ∈ H » implique la Hadamard-
diff érentiabilit́e de1

2∆2
S surH.

Et la Fŕechet-diff́erentiabilit́e de 1
2∆2

S sur H ? Même si 1
2∆2

S est une fonction
convexe continue surH, et pas n’importe quelle fonction convexe continue, sa Fréchet-
diff érentiabilit́e apparâıt comme une exigence plus forte que la Gâteaux / Hadamard-
diff érentiabilit́e. En effet, sous l’hypoth̀ese «QS(x) est un singleton pour toutx ∈ H,

2Une fonctionf : H → R est dite Hadamard-différentiable enx s’il existe unélément deH ,
not́e∇Hf(x), tel que

f(x + td) − f(x)

t
−→
t→0+

〈∇Hf(x), d 〉

uniformément end dans un compact (quelconque) deH . La Hadamard-diff́erentiabilit́e est in-
termédiaire entre la Ĝateaux-diff́erentiabilit́e et la Fŕechet-diff́erentiabilit́e. SiH est de dimen-
sion finie, la Hadamard et la Fréchet-diff́erentiabilit́e sont́equivalentes. Sif est localement Lip-
schitz surH (comme c’est le cas des fonctions convexes continues), la Gâteaux-diff́erentiabilit́e
implique la Hadamard-diff́erentiabilit́e.
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QS(x) = {qS(x)}» , on a leśequivalences suivantes [16, Section 2] :

(4.2)






• 1
2∆2

S Gâteaux-diff́erentiable surH ⇐⇒ (qS est continue de
H muni de la topologie forte dansH munie de la topologie faible) ;

• 1
2∆2

S Fréchet-diff́erentiable surH ⇐⇒ (qS est continue de
H fort dansH fort).

4.2. Les fonctions1
2∆2

S et 1
2(∆2

S − ‖ · ‖2 ) comme des transforḿees de Legendre-
Fenchel. Commençons par définir deux fonctions associéesà S (toujours une partie
fermée borńee non vide de(H, 〈· , ·〉).
Définition 4.1. On pose :

(4.3) x ∈ H 7→ θS(x) :=
1
2
‖x‖2 − σ−S(x),

où σ−S désigne la fonction d’appui de−S ;

(4.4) x ∈ H 7→ gS(x) := −1
2
‖x‖2 si x ∈ −S, +∞ sinon.

La fonctionθS est finie et continue surH, elle ne saurait̂etre faiblement continue
(sauf siS est contenu dans un sous-espace vectoriel de dimension finie). La fonction
gS non plus n’est pas faiblement semi-continue inférieurement surH, même lorsqueS
est convexe.

Les fonctionsθS etgS ne sontjamaisconvexes, sauf dans le cas très particulier (mais
intéressant pour notre démarche) òu S est un singleton.

Proposition 4.2. Les assertions suivantes sontéquivalentes :

i) θS est convexe.
ii) gS est convexe.
iii) S est un singleton.

Démonstration.[i) ⇒ iii)]. Si θS est convexe, nous sommes en présence de deux
fonctions convexes,θS etσ−S , dont la somme est12‖ · ‖2 :

θS(x) + σ−S(x) =
1
2
‖x‖2 pour toutx ∈ H.

Dans ce cas, grâce au th́eor̀eme (de factorisation) réciproque du th́eor̀eme de Moreau
(voir [9]), les deux fonctionsθS et σ−S sont ńecessairement Ĝateaux-diff́erentiables
(ce sont m̂eme des ŕegulariśees de Moreau-Yosida) ; par conséquent,∂ σ−S(0) = −S
est un singleton.

[ii) ⇒ iii)]. Si gS est convexe, son domaine effectif, c’est-à-dire−S, est convexe.
Ensuite, la fonction1

2‖ · ‖2 ne peut̂etre convexe sur un segment joignant deux points
distincts deS. DoncS est ŕeduità un seul point.

Les implications [iii)⇒ i)] et [iii) ⇒ ii)] étant triviales, leśequivalences annoncées
sont d́emontŕees. �

Les transforḿees (ou conjugúees) de Legendre-Fenchel deθS et gS sont tr̀es líees,
comme le montre le résultat ci-dessous.
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Théorème 4.3.Pour toutp ∈ H,

(4.6) θ∗S(p) = 1
2∆2

S(p) ;

(4.7) g∗S(p) = 1
2

[
∆2

S(p) − ‖p‖2] .

Démonstration.Soitp ∈ H. Commeσ−S(x) = sup
s∈S

〈−s, x 〉, on a :

θ∗S(p) := sup
x∈H

{
〈 p, x 〉 − 1

2‖x‖
2 + σ−S(x)

}

= sup
x∈H, s∈S

{
〈 p, x 〉 − 1

2‖x‖
2 − 〈 s, x 〉

}

= sup
s∈S

sup
x∈H

{
〈 p − s, x 〉 − 1

2‖x‖
2
}

.

Or le deuxìeme supremum dans l’expression ci-dessus n’est autre que latransforḿee
de Legendre-Fenchel de12‖ · ‖2 évalúee enp − s ; il vaut donc 1

2‖p − s‖2. D’où le
résultat (4.6). Par des calculs du même type,

g∗S(p) := sup
x∈−S

{
〈 p, x 〉 + 1

2‖x‖
2
}

= sup
y∈S

{
− 〈 p, y 〉 + 1

2‖y‖
2
}

= sup
y∈S

{
1
2‖p − y‖2 − 1

2‖p‖
2
}

= 1
2∆2

S(p) − 1
2‖p‖

2.

D’où le ŕesultat (4.7) escompté. �

En raison de la convexité deg∗S on retrouve ici la propríet́e de forte convexit́e de
1
2∆2

S (Proposition 3.4).
Nous convenons d’appelerg∗S, que nous noterons désormaisΨS, la deuxìeme fonction

d’Asplund3 en raison du parallèle saisissant avec la fonction (baptisée) d’Asplund qui
intervient dans l’́etude de la convexité (́eventuelle) des ensembles de Tchebychev [7] ;
dans ce contexte, on avait

x ∈ H 7→ fS(x) := 1
2‖x‖

2 si x ∈ S, +∞ sinon,

dont la transforḿee de Legendre-Fenchel devenait

p ∈ H 7→ f∗

S(p) = ΦS(p) = 1
2

[
‖p‖2 − d2

S(p)
]
,

où dS désigne la fonction-distancèaS.
Les ŕesultats de diff́erentiabilit́e de 1

2∆2
S ( = θ∗S) et ΨS ( = g∗S) vont ensemble

puisque

(4.8) ∂ ΨS(p) = ∂
(

1
2∆2

S

)
(p) − p pour toutp ∈ H.

Pŕecisons un peu plus ce qu’est∂ ΨS et sa relation avec la multiapplication−QS(·).
3E. Asplund, math́ematicien danois disparu prématuŕement il y a trente ans exactement, en

1974, et dont les contributions profondes ont encore un impact de nos jours.
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Proposition 4.4. Soitx ∈ −S. Alors :

(4.9) (p ∈ ∂ gS(x)) ⇐⇒ (−x ∈ QS(p)).

Démonstration.On a :

p ∈ ∂ gS(x) ⇐⇒ g∗S(p) + gS(x) − 〈 p, x 〉 = 0

⇐⇒ 1
2
∆2

S(p) − 1
2
‖p‖2 − 1

2
‖x‖2 − 〈 p, x 〉 = 0

[ d’après la d́efinition (4.4) degS(x) et l’évaluation (4.7) deg∗S(p)]

⇐⇒ ∆2
S(p) − ‖p + x‖2 = 0

⇐⇒ ∆2
S(p) = ‖p − (−x)‖2

⇐⇒ −x ∈ QS(p). �

Comme corollaire de ce résultat et/ou du travail fait au§3.4, nous avons une inclusion
qui explique bien des propriét́es de la multiapplication−QS(·).
Corollaire 4.5. On a :

(4.10) −co
(
QS(p)

)
⊂ ∂ Ψ(p) pour toutp ∈ H.

L’ égalit́e à lieu siS est compact (et l’adh́erence est inutile siH est de dimension finie).

Démonstration.Il suffit de d́emontrer queQS(p) est inclus dans la partie convexe
fermée∂ ΨS(p). On a :

−x ∈ QS(p) ⇐⇒ p ∈ ∂ gS(x) [d’après (4.9)]

=⇒ x ∈ ∂ g∗S(p) = ∂ ΨS(p).

D’où, −QS(p) ⊂ ∂ ΨS(p). On aurait pu aussi arriver̀a cette conclusion grâceà
l’inclusion (toujours vraie)p − co

(
QS(p)

)
⊂ ∂(1

2∆2
S)(p) et à la relation (4.8).

LorsqueS est compact, l’́egalit́e (3.15) coupĺee avec la relation (4.8) donne le résultat
annonće. SiH est de dimension finie,QS(p) est compact de sorte queco

(
QS(p)

)
est

fermée. �

D’autres propríet́es de∂ΨS sont donńees par Schwartz [17, Lemma 1 et Theorem 1] :

(4.11) −QS(p) = ∂ ΨS(p) ∩ S(−p,∆S(p))

où S(u, r) désigne la sph̀ere de centreu et de rayonr ;

(4.12) Im ∂ ΨS = co(−S) ⊂
⋂

p∈H

B(−p,∆S(p)),

cette dernìere inclusion pouvant ńeanmoins s’av́erer tr̀es grossìere.

4.3. La différentiabilit é d’une transformée de Legendre-Fenchel comme critère
de convexit́e. Les deux ŕesultats qui suivent,́enonćes dans un contexte de dimension
infinie, sont extraits des travaux de V. Soloviov [18,19,20].

Le premier est un résultat de dualit́e en quelque sorte.
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Théorème 4.6. [18, Theorem 2.1]Soitg : H → R∪ {+∞} semi-continue inf́erieure-
ment enx0 = ∇F g∗(p0), où∇F g∗(p0) est le gradient de Fŕechet deg∗ en (un certain)
p0 ∈ H. Alors

(4.13) g(x0) = g∗∗(x0)

(où g∗∗ désigne la biconjugúee de Legendre-Fenchel deg). Si g est faiblement semi-
continue inf́erieurement enx0 = ∇Gg∗(p0), où ∇Gg∗(p0) est le gradient de Ĝateaux
deg∗ en (un certain)p0 ∈ H, alors on a encore (4.13).

Comme conśequence nous avons un critère de convexit́e deg baśe sur la diff́erentia-
bilit é deg∗.

Théorème 4.7. [19, Theorem 1]Soitg : H → R ∪ {+∞} semi-continue inf́erieure-
ment surH (resp. faiblement semi-continue inférieurement surH). On suppose que
g∗ : H → R est Fŕechet-diff́erentiable (resp. Ĝateaux-diff́erentiable) surH. Alors g
est convexe.

Démonstration.[19, p. 2] SoitD := Im ∂g∗ = {∇g∗(p) ; p ∈ H} ; on prend le cas
où g∗ est Fŕechet-diff́erentiable surH, ∇g∗(p) est le gradient de Fréchet deg∗ enp.

D’après le th́eor̀eme au-dessus,g(x) = g∗∗(x) pour toutx ∈ D.
Rappelons tout d’abord que

Im ∂g∗ = dom∂g∗∗(= {x ∈ H ; ∂g∗∗(x) 6= ∅})

(puisque(g∗∗)∗ = g∗ et que∂g∗ = (∂g∗∗)−1).
Soit d’abordx ∈ domg∗∗. Si x ∈ D = dom∂g∗∗, c’est fini car alorsg(x) =

g∗∗(x). Sinon, d’apr̀es le th́eor̀eme de Brondsted-Rockafellar [5, Chapter I, Section
6.3], applicable icìa la fonction convexe semi-continue inférieurementg∗∗ sur l’espace
completH, on peut exhiber une suite(xn) qui converge versx, avec :

xn ∈ D pour toutn ; g∗∗(xn) −→ g∗∗(x) quandn → ∞.

Par conśequent,g∗∗(xn) = g(xn) pour toutn. En passant̀a la limite surn, grâceà la
semi-continuit́e inférieure deg :

(4.14) g∗∗(x) = lim g∗∗(xn) = lim g(xn) ≥ g(x).

En d́efinitive, g∗∗(x̄) = g(x) (car l’inégalit́e inverse de (4.14),g∗∗(x) ≤ g(x), est
toujours vraie).

On a donc d́emontŕe :

g∗∗(x) = g(x) pour toutx ∈ domg∗∗.

Si à pŕesentx /∈ domg∗∗, g∗∗(x) = +∞, etg(x) aussi (toujours en raison de l’inégalit́e
g∗∗ ≤ g).

En bref,g∗∗ = g. �
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4.4. Synth̀ese : retour sur la conjecture des points les pluśeloignés. Appliquons le
théor̀eme 4.7̀a la fonctionθS ougS au choix. Gr̂ace au th́eor̀eme 4.3 et̀a la proposition
4.2, nous avons l’implication suivante :

(4.15)

{
(1

2∆2
S Fréchet-diff́erentiable surH)

=⇒ (S est un singleton).

Par ailleurs, nous avons conclu la section 4.1 par l’implication «pratiquement tou-
jours vraie» :

(4.16)

{
(QS(x) est un singleton pour toutx ∈ H)

=⇒ (1
2∆

2
S est Ĝateaux / Hadamard-différentiable surH).

La réponsèa la conjecture de V. Klee se trouve donc dans la possibilité ou non de
combler le «trou de diff́erentiabilit́e» concernant cette fonction convexe continue1

2∆2
S .

Voyons pour terminer comment dans des classes de situations(déjà exploŕees) l’ap-
proche plus variationnelle par analyse convexe permet de conclure.

• LorsqueH est de dimension finie, la relation

p − co
(
QS(p)

)
= ∂

(
1
2
∆2

S

)
(p) pour toutp ∈ H

montre comme le fait d’avoir «QS(p) singleton pour toutp ∈ H » équivautà
la Gâteaux - (ou Hadamard -, ou Fréchet-diff́erentiabilit́e) de1

2∆2
S .

• LorsqueS est compact,QS(p) = {qS(p)} pour toutp ∈ H fait que l’application
qS : H −→ H est continue deH fort dansH fort (cf. §2.4), assurant ainsi la
Fréchet-diff́erentiabilit́e de1

2∆2
S (voir (4.2)).

• L’existence de śelections de la multiapplicationQS(·) ayant des propriét́es de
continuit́e implique comme au-dessus la Fréchet-diff́erentiabilit́e de1

2∆2
S .

En r̀egle ǵeńerale, la conjecture (1.3) peutêtre reformuĺee en une question de calcul
diff érentiel sur les fonctions convexes :

(4.17)

(
QS(x) est un singleton

pour toutx ∈ H

)
?

=⇒
(

∆2
S : H −→ R est

Fréchet - diff́erentiable surH

)

Annexe. Résolution du probl̀eme (1.3) par V. Klee (1961) dans le cas où S est un
compact d’un espace de Banach.

Théorème. SoitS une partie compacte non vide d’un espace de BanachX. Alors les
assertions suivantes sontéquivalentes :

i) ∀x ∈ X, QS(x) est un singleton.
ii) ∀x ∈ co(S), QS(x) est un singleton.
iii) S est un singleton.

Démonstration.Seule ii)⇒ iii) demande une d́emonstration.
Soit K = co(S). Alors K est compact carS est compact et nous sommes dans un

BanachX. L’applicationqS (deQS(x) = {qS(x)} pour toutx ∈ X) est continue de
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K dansK (voir §2.4 pour s’assurer de la continuité deqS). Par le th́eor̀eme de point
fixe de Schauder–Tikhonov, il existex ∈ K tel queqS(x) = x. Or ceci n’est possible
que siS est un singleton (siS contient plus d’uńelément,qS(x) 6= x forcément). �

Ceci est une belle application du théor̀eme de point fixe de Schauder–Tikhonov, qui
montre ici toute sa puissance, mais aussi ses limites (on ne peut «raboter» aucune des
hypoth̀eses, comme le montrent les exemples du début du§2).

English extended abstract.Let H be a Hilbert space andS a nonempty bounded
closed subset ofH; for all x ∈ H we defineQS(x) as the set of points inS farthest to
x, as also∆S(x) := sup{‖x − y‖ : y ∈ S}.

In this paper, we provide a variational characterization ofQS(x) (Proposition 3.1)
and prove the strong convexity of the function1

2∆2
S (Proposition 3.4).

The functions1
2∆2

S and1
2(∆2

S −‖·‖2) are actually the Legendre-Fenchel transforms
of two specific functions associated withS. In particular, let

x ∈ H 7→ θS(x) :=
1
2
‖x‖2 − σ−S(x),

whereσ−S denotes the support function of−S. This functionθS is finite and continuous
everywhere onH; it is convex if and only ifS is a singleton (Proposition 4.2); its
Legendre-Fenchel transform is1

2∆2
S precisely (Theorem 4.3).

The Fŕechet-differentiability of the Legendre-Fenchel transform of a function ensures
its convexity (Soloviev’s Theorem 4.7). In our case, the Fréchet differentiability of12∆2

S

implies thatS is a singleton.
In sum, the assumption “QS(x) is a singleton for allx ∈ H” ensures, under weak

conditions, that12∆2
S is Gâteaux / Hadamard-differentiable. On the other hand, the

Fréchet-differentiability of12∆2
S implies thatS is a singleton. So, the farthest point con-

jecture can be reduced to a differentiability question concerning the everywhere finite
and continuous convex function12∆2

S : Gâteaux / HadamardvsFréchet-differentiability.
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Sci. Paris Śer. I Math.317(1993); no. 9, 845–849.
26. U. Westphal and T. Schwartz,Farthest points and monotone operators, Bull. Austral. Math.

Soc.58 (1998), 75–92.

J.-B. HIRIART-URRUTY

LABORATOIRE MIP, UMR CNRS 5640
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