Dynamique des Applications Rationnelles des
Espaces Multiprojectifs

CHARLES FAVRE AND VINCENT GUED]

ABSTRACT. We study the dynamics of rational mappings f of
Ck by compactifying them in multiprojective spaces P™ x - - - X
P"s. We focus on maps of the surface P! x P!. We follow the ap-
proach of [Si 99] and associate to any algebraically stable f an in-
variant positive closed (1, 1) current. We then consider the exis-
tence of an f* invariant measure using the theory of pluripositive
currents, and relates it to the measure of Russsakovskii-Shiffman
describing the distribution of preimages of points. Our point
of view enables us to treat new classes of examples: we consider
in particular polynomial skew products with varying degrees, and
birational polynomial mappings of C2. We also describe the com-
pact convex set of f* invariant currents for monomial and bira-
tional maps of C.

INTRODUCTION

Ce travail a pour objet I'étude de l'itération des endomorphismes rationnels f de
Ck. 1l est naturel de considérer I'extension de ces applications a I'espace projec-
tif complexe Pk pour tirer profit de leur algébricité ; Cest le point de vue qui a
été adopté par tous les auteurs jusqu'a présent, sous 'impulsion notamment des
travaux de Fornaess et Sibony (voir [F-S 94], [F-S 95] et [Si 99]). Un des premiers
résultats de la théorie est la construction d’un “courant de Green”, c’est un courant
positif fermé de bidegré (1,1) dans PX dont le support coincide — dans les bons
cas—avec I'ensemble de Julia et qui est invariant par f. Il faut cependant sup-
poser que I'application est “algébriquement stable’dans P¥, ce qui revient a dire
que deg(fj) = (degf)j, ol deg f désigne le degré algébrique de f.

Il semble difficile d’amorcer une théorie générale des endomorphismes ra-
tionnels de C* qui ne sont pas algébriquement stables dans PX. Nous avons
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observé qu'il est parfois préférable de considérer I'extension de f dans une com-
pactification X différente de PX. Une compactification de C* est la donnée d’une
variété complexe compacte X — que nous supposerons lisse, projective— et d’'un
diviseur Y de X — non nécessairement irréductible — tels que X \ Y est biholo-
morphe a C¥ (voir e.g. [P-S 91]). Nous considérons ici le cas d’un espace mul-
tiprojectif X = P™ X - - - X P". De nombreux endomorphismes rationnels de
C™#* s pe sont pas algébriquement stables dans P™1 """ *"s mais le sont dans
X = P™x- - - xP" (voir définition 1.8 et proposition 1.9 ci-dessous). Nous cons-
truisons pour ces applications un courant de Green et montrons qu’il possede des
propriétés similaires a celles des courants de Green d’applications algébriquement
stables de P¥ ; nous nous appuyons de fagon essentielle sur le récent survey de
Sibony [Si 98].

I est notable que la plupart des endomorphismes rationnels f de C¥ que nous
considérons ne sont pas algébriquement stables dans P¥, ni méme birationnelle-
ment conjugués a des applications algébriquement stables de P¥. Le premier degré
dynamique A; (f) (voir définition 4.1 et lemme 4.4) constitue en effet un invariant
par conjugaison birationnelle qui est nécessairement entier si f est algébriquement
stable dans P¥ ; nous étudions des applications dont le premier degré dynamique

est dans %Z[\/E] avec k € N.

Un de nos objectifs était de tenter de préciser la nature de la mesure limite p¢
construite par Russakovskii-Shiffman [R-S 97] qui rend compte de 'équidistribu-
tion des points par image inverse (voir théoréeme 4.6). Nous proposons une cons-
truction alternative qui permet d’exprimer py comme la courbure d’'un courant
“pluripositif” (au sens de [Si 85]) qui ne charge pas les ensembles pluripolaires.
Cela nous permet de montrer que py ne charge pas— en général —'ensemble
de normalité (théoreme 4.15) et qu'elle est mélangeante dans le cas des produits
croisés (section 6). Notons que la construction de courants pluripositifs intervient
également dans [G-S 99] pour définir certaines mesures mélangeantes pour des
automorphismes polynomiaux de C.

Par commodité, nous nous sommes restreints au cas ot X ne comporte que
deux facteurs et, trés souvent, au cas X = P! x P!. Nous avons en effet préféré
insister sur les nouvelles familles d’exemples que 'on peut traiter ainsi, ce qui
jusitifie 'importance relative des deux dernieres sections.

Détaillons a présent le contenu de Particle. Apres avoir brievement rap-
peler la forme des endomorphismes rationnels f des espaces multiprojectifs, nous
introduisons dans la section 1 les notions dynamiques fondamentales pour la suite:
ensemble d’indétermination, applications algébriquement stables, ensembles de
Fatou, de Julia et de normalité.

Nous construisons le courant de Green Ty de f dans la section 2 (théoreme
2.2). Cest la limite de p” (f7)*(w) ol w est une forme de Kihler normalisée et
p+ est la plus grande valeur propre de la matrice des degrés de f. Le courant Ty
est 4 support dans 'ensemble de Julia— avec égalité si f est normale (corollaire
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2.7) — et ne charge pas les hypersurfaces (théoreme 2.8). Il est extrémal dans le
convexe compact K¢ des courants positifs fermés S de bidegré (1,1) sur X tels
que f*S =K - S (proposition 2.4).

Dans la section 3 nous explicitons par des arguments d’estimées volumiques
les éléments extrémaux du convexe Ky lorsque f = (z%wh, zYw?) est une ap-
plication monomiale de C? (théoréme 3.1). Ces estimations serviront également a
établir des résultats de convergence dans la section 7.

Nous rappelons dans la section 4 la définition des degrés dynamiques Ap(f)
due a Friedland [F 91]. Nous transportons dans P! X P! le résultat de Russakovskii-
Shiffman [R-S 97] qui assure, sous 'hypothese A2 (f) > A1 (f), existence d’une
mesure de probabilité p1 ¢ et d’'un ensemble pluripolaire £ dans P! x P! tels que

b
A2 (f7)

ou &, désigne la masse de Dirac au point a. Lorsque py ne charge pas les en-
sembles pluripolaires, (E) implique que p¢ est mélangeante pour f (lemme 4.11).
Nous montrons que i ¢ admet un potentiel continu pluripositif dans I'ensemble de
normalité et nous établissons des inégalités de Chern-Levine-Nirenberg pour ces
courants afin de montrer que Uy ne charge pas certains ensembles pluripolaires.
Cette technique sera appliquée notamment aux produits croisés (section 06).

La section 5 traite le cas des applications polynomiales de C? qui admet-
tent une extension méromorphe algébriquement stable dans P! x P!. Lorsque
Iapplication nest pas un produit croisé, la fonction de Green (potentiel de T) est
continue et positive dans C?, c’est la fonction d’échappement vers le point (0, o)
qui est superattractif (théoreme 5.2). Nous exhibons des exemples d’applications
polynomiales non normales de C? pour lesquelles un disque holomorphe est isolé
dans leur ensemble de Julia.

Nous considérons dans la section 6 le cas des “produits croisés” polynomiaux
de C2, f = (P(2),Q(z,w)). Lorsque f nest pas semi-linéaire, nous montrons
que la mesure limite py est mélangeante, quelle admet des exposants de Lya-
punov strictement positifs et nous précisons certains aspects de la dynamique. La
fonction de Green peut étre discontinue. Nous obtenons les premiers exemples
explicites d’applications polynomiales de C? dont I’ensemble des points d’orbite
positive bornée n’est pas fermé et d’ensemble récurrent non borné dans C2. Des
applications similaires ont été étudiées par différents auteurs, nous nous sommes
inspirés de Jonsson [Jo 99] qui considere le cas des produits croisés polynomiaux
de C? admettant une extension holomorphe dans P2.

La section 7 est consacrée a la dynamique des applications birationnelles
algébriquement stables dans P? ou P! x P!. Nous caractérisons tout d’abord tous
les courants T positifs fermés de bidegré (1,1) t.q. f*T = A;(f)T. Etant donné S
un courant positif fermé de bidegré (1, 1), nous donnons une condition optimale
sur les nombres de Lelong de S pour que la suite de courants A, (f) I (fIH*s
converge vers Ty (théoréme 7.6). La démonstration sappuie sur des estimées

(E) (f)*(eq) — pp, Va € P! x P\ Ey,
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volumiques fines. Elle reprend les idées développées par Bedford-Smillie ([B-S
91], [B-S 92]), Fornaess-Sibony ([F-S 92], [Si 99]) et Diller [Di 96] qui obtien-
nent des résultats plus faibles de convergence. Enfin nous étudions précisément
la dynamique d’une classe H d’applications birationnelles polynomiales de C2.
Nous conjecturons que toute application birationnelle polynomiale f de C? avec
A1(f) > 1 est conjuguée a un élément de cette classe. Toute application de H se
compactifie de maniere algébriquement stable soit dans P2, soit dans P! x P!, et
nous construisons une mesure mélangeante qui lui est naturellement associée.

1. NOTATIONS, DEFINITIONS

Dans toute la suite, X désignera un espace multiprojectif complexe, i.e. un produit
d’espaces projectifs complexes. Pour simplifier les notations, nous nous limiterons
au cas d’'un produit de deux espaces X = P™ x P™. Un point x est défini par ses

wm]. Une application méromorphe f : X — X est nécessairement rationnelle
puisque X est projective et s écrit alors

ou les P; sont des polyndmes bihomogenes de bidegré («, B) en (z,w) sans fac-
teur commun, et les Qj sont des polynémes bihomogenes de bidegré (y, §) sans
facteur commun également. On notera

M:A::{gﬂ

la matrice des degrés de f. On associe a f une application F = (P,Q) de
C"*1 x CM*1 dans C*H x €™M, Si

e (CM{0}) x (€™ {0}) — X

est la projection canonique, on a la propriété de commutation T o F = f o 1. On
notera J(F) le jacobien de F.

La matrice A étant fixée, 'espace des applications polynomiales F = (P, Q) =
(Po,...,Pn,Qo,...,Qm) ol les P; (resp. Q;) sont des polynémes bihomogenes
de bidegré (&, B) (resp. (y,8)) en (z, w) sidentifie a CNa*1 x CMa+! avec

Ny = (n+1)<“;">(‘8+m) _1,

m

M, = (m+1)(y;")<5+m>—1.

m
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La condition sur les P; (resp. sur les Q) de ne pas avoir de facteurs communs
sexprime comme la non annulation de leur résultant. Lespace Rata des applica-
tions méromorphes de X dans lui-méme de degré exactement A s’identifie donc
canoniquement A un ouvert de Zariski de PN4 x PMa,

Définition 1.1. On notera My le sous ensemble de PNa % PMa constitué des
applications rationnelles de X dans lui méme de degrés A qui sont dominantes i.e.
génériquement de rang n + m.

Proposition 1.2. Lensemble M 4 est vide uniquement dans l'un des cas suivants:
(1) x=y =0,
2 B=6=0,
3) x=0etn>m,
(4) 6=0etn <m.
On notera My (N) Lensemble des matrices 2 X 2 a coefficients dans N telles guaucun
de ces cas nait liew. Ona A,B € M>(N) = A - B € M,(N).

Si A € My(N), Lensemble My est un ouvert de Zariski dense de PNA x PMa, Ep
particulier M 4 est connexe.

Démonstration. La preuve de la premitre assertion est élémentaire. Il suffic
d’exhiber un exemple d’application dominante dans Rata lorsque A € M, (N)
(voir exemple 1.12 a la fin de cette section). Le reste est une conséquence élémen-
taire du théoreme de projection propre de Remmert (voir proposition 1.1.1 dans
[Si 99] qui traite le cas X = Pk). O

Etant donnée f € My, on note Cy son ensemble critique, le sous-ensemble
analytique propre de X défini par 'annulation du jacobien de f dans un systeme
de coordonnées locales.

Proposition 1.3. Soit A € My(N) et f € Ma.
Leensemble critique Cy est une hypersurface de X de bidegré

(m+D(x-D+m+ Dy, (n+ 1D+ (m+1)(6-1)).
SidetA # 0, Cy est donné par

Cr=1{z],[w]) e P" xP™ | J(F)(z,w) = 0}.

Démonstration. Par 1.2, 'ouvert de Zariski M4 est connexe donc le bidegré de
J(f) qui dépend continument de f est constant dans M 4. Il suffit de le calculer
sur des applications monomiales pour obtenir la valeur annoncée (voir exemple
1.12).

Considérons I'application monomiale de C? dans lui-méme définie par
H(x,y) := (x*yP xYy9%). Fixons py € X et des trivialisations locale de 7t dans
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des voisinages U de po et V de f(po). Lapplication F se réécrit dans ces cartes
F:U X (C*)? = V x (C*)? sous la forme F(p,x,y) = (f(p), p(p)H(x,y))
ou ¢ est une fonction holomorphe dans U qui ne s'annule pas. On en déduit
que pour tout (x,y) fixé, J(F)(p,x,¥)/J(f)(p) = ¢(p) - Ju(x,)) est une
fonction qui ne s’annule pas dans U, ce qui donne 'égalité

Cr=1{z],[w]) e P" xP™ | J(F)(z,w) = 0} .

La cohomologie des espaces multiprojectifs est tres simple a décrire. Le second
groupe de de Rham a coefficients dans R est égal a H'! (X, R) qui, dans le cas d’un
biproduit, est isomorphe 2 R?. En particulier, tout courant positif fermé T de
bidegré (1, 1) sur X est cohomologue 2 aw; + bwj aveca = [y T A w1 A !
eth = [y T Al AL, ol w; (resp. w,) désigne le pull-back de la forme
de Fubini-Study de P™ (resp. P™) par la projection sur le premier (resp. second)
facteur. Notons que w] = 0si j > n+ 1 (resp. w) =0sij > m+1)et
Jx W A it =1.

On notera w := w; + w3 la forme de Kihler sur X par rapport a laquelle
nous calculerons les masses des courants positifs dans la suite de cet article.

Définition 1.4. Soit A € My(N) et f = ([P1,[Q]) € My. Lensemble
d’indétermination de f est le sous-ensemble analytique de codimension au moins 2
défini par 1y = Ip U I, o1l

Ip = {([z];[w]) € X t.q. Pi(z,w) =0 pouri=0,---,n},
Iop = {([z];[w]) € X t.q. Qj(z,w) =0 pour j=0,---,m}.

On notera Ey := Ugen I« Ladhérence de l'ensemble des points d'indétermination des
itérés de f.

Proposition 1.5.

(1) Soit A € My(N) et f € My. AlorsIp est non vide saufsi p = 0 et[z] — [P(2)]
est holomorphe dans P" ou si « = 0, m = n er [w] — [P(w)] est holomorphe
dans P™,

(2) Soit A € My(N). Lensemble {f € Mat.q.Ip N1g = B} est un ouvert de
Zariski dense de PNA x PMa,

Démonstration.

1. Lensemble Ip est I'intersection des n + 1 hypersurfaces {P; = 0}. Elles
sont toutes de bidegré (¢, B), donc le courant d’intégration sur {P; = 0}, que
Ion note [Pj = 0] est cohomologue a aw; + Bw;. Si Ip est vide le courant
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S:=[Py=0]A...A[Py = 0] est bien défini, identiquement nul, et cohomologue
A (xw; + Bw;y)™ ! donc

0= J SAw ! = J (xw; + Bwr)™ A w! = naB.
X X

SiB =0, Pj estalors indépendant de w et Ip est vide ssi [z] € P — [P(2)] € P"
est holomorphe. Si & = 0, nécessairement m > n car f est dominante. Or
intersection de n + 1 hypersurfaces de P™ ne peut étre vide que si m < n
(théoréme de Bezout), donc m = n et [w] € P* — [P(w)] € P" doit étre
holomorphe.

2. Soit 3 = {(f,x) € (PN xPM1)x X t.q. P(x) = Q(x) =0} et = = p(¥')
ot p : (PNaxPMa)x X — PNaxPMa désigne la projection holomorphe propre sur
le premier facteur. Le théoréme de Remmert assure que = est un sous-ensemble
analytique de PN4 x PM4. Lensemble {f € M | [pnlg = D} = Ma\ 2 est donc
un ouvert de Zariski de PN4 x PM4 qui n'est pas vide comme le montre I'exemple
1.12. O

Remarque 1.6. 1l résulte de (1) que les seules applications holomorphes do-
minantes de P" xP™ dans lui méme sont du type ([z]; [w]) — ([P(2)];[Q(w)])
avec P et Q holomorphes, ou du type ([z],[w]) — ([P(w)];[Q(2)]) avec P et
Q holomorphes, lorsque de plus n = m.

Si A, B € M>(N), on notera A < B si tous les coeflicients de A sont plus petits
que ceux de B.

Proposition 1.7. Soit A,B € M(N), f € Ma et g € Mp.
Alors f o g € Mc, on C < B - A avec égalité ssi il nexiste pas d hypersurface V
de X t.q. g(V\1Ig) Cly.

Démonstration. 11 s'agit d’une adaptation immédiate du cas X = P¥ (voir [F-S

95]). O

Définition 1.8. Soit A € M;(N). On dit que f € M4 est algébriquement
stable sil n’existe pas d’entier k > 1 ni d’hypersurface V tels que f*(V \ I ) C If.

Il résulte de la proposition précédente que f est algébriquement stable ssi
pour tout k € N, f*¥ € Myk. Si F est un relévement de f dans C**! x C™+1,
alors F¥ = (Py; Q) est un relévement de fX. On démontre comme dans [Si 99]
(proposition 1.4.5) la

Proposition 1.9. Les applications non algébriquement stables de Ma sont con-
tenues dans une réunion dénombrable de sous-ensembles analytiques propres de M 4.
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Définition 1.10. Soit f € My une application algébriquement stable.

(1) Un point x est dans F(f) 'ensemble de Fatou de f s’il existe un voisinage
U de x tel que la famille (f [ soit équicontinue. Lensemble de Julia, noté
J(f), est le complémentaire de I'ensemble de Fatou.

(2) Un point est dit normal s'il existe un voisinage U de X et un voisinage V de I ¢
tels qu'on ait f/(U) NV = @ pour tout j € N. On note Ny I'ensemble des
points normaux de f.

(3) Enfin f est normale si Ny = X \ E.

Terminons cette section introductive par quelques exemples.

Exemples 1.11.
1. Soit f : (z;;wy) € Cx C - (U(zy,w1);V(zi,wy)) € CxCouU
et V sont des polynémes tels que deg, U = «, deg,, U = B, deg, V = y et

deg,, V = . Alors f s’étend en une application rationnelle f de P! x P,

f = (128w : z28wbU (2120, w1 /wo) 1, 25w = ZJwiV (21 /20, w1 /w0)])

| &Y
a-|5%):
On vérifie aisément que f est algébriquement stable ssi le degré (total) de U est
égal 2 ot + B et celuide V est égal a y + 6.

dont la matrice de degrés est

2. Léclatement de C2 en 0: f(z,w) = (w,zw) sétend en

Fz), [w]) = ([wo, w11, [2owo, z1w1 ).

Onalp = @, Iy=1Iq = {([0,11,[1,0]);([1,0],[0,11)}. Les seules courbes con-
tractées parfsont {wo =0}, {w; =0}, {29 = 0} et {z; = 0} ; elles sont envoyées
sur des points fixes qui ne sont pas d’indétermination, donc f est algébriquement
stable et on vérifie que Ej = I3. On vérifie que f est normale dans P! x P! (voir

section 3). Notons que I'on peut également considérer I'extension méromorphe
de f dans P2, mais I'extension obtenue ne sera pas algébriquement stable !

3. Une application de Hénon f(z1,w) € C2 — (wy,az; +wd) € C?s'étend
méromorphiquement 2 P! x P! par

Fz], [w)) = ((wo, w11, [zowd, aziwd + zow?]).
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01
1d

tracte 'hypersurface {wy = 0} sur le point ([0,11,[0,1]) € If donc j? n'est pas

OnaAf = [ ], Ip = @, Ir = Io = {([0,1],[0,1])}. L’applicationfcon—

algébriquement stable.

Exemples 1.12. Soita, a’, b, b’ € C et considérons I'application rationnelle
S, extension 2 P! X P! de 'application polynomiale:

flz,w) = ((z-a)*(w -Db)P,(z—a' ) (w - b")°).

La matrice des degrés de f est donnée par

xy
Af:|:35:|'

On vérifie aisément les propriétés suivantes:

(1) f est toujours algébriquement stable;

(2) Ipnlg =D desqueb #b" eta+a’;

(3) f est dominante des que @ # yd, ou xda’b + Byb'a, ou b’ By + bxd, ou
a' «d + aPBy.

2. COURANT DE GREEN

Soit A € My (N) et f € M4 une application méromorphe dominante dans X =
P" x P™. Nous allons lui associer un courant positif fermé T = T¢ de bidegré
(1,1) dans X dont les propriétés sont liées a la dynamique de f. On note 7 (X)
le cone des courants positifs fermés de bidegré (1, 1) sur X.

Rappelons que si § € 7 (X) est cohomologue & aw; + bws, il existe une
unique fonction plurisousharmonique @ € PSH(C"*! x C"*1) telle que

@Az, pw) = alog|Al + blog|ul + @(z,w), V(A,u) € C* x C¥,

avec TT*S = dd @ et sup, zl=lwl=1 P = 0 ; réciproquement la donnée d’une telle
fonction @ définit de maniére unique un courant § = L(@) € T (X) (voir [G
97] pour une démonstration et des propriétés analogues de représentation des
courants sur les variétés homogenes du groupe linéaire). On appelera potentiel
de T € T(X) toute fonction L~(T) + ¢, ¢ € R. Avec ces notations, on a

= L(log|z|) et w2 = L(log|w]). La convergence faible des courants est alors
équivalente  la convergence de leurs potentiels dans L, .

Soit F = (P, Q) un relevement de f dans C"**! x C"™*! normalisé de telle
sorte que Sup,_jy, | |P| = SUP (< jw|=1 Q] = 1etsoitS = L(p) € T(X). On
peut définir f*(S) := L(@ o F). Comme f est dominante, I'image d’un ouvert
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n'est pas contenue dans un sous-ensemble analytique et 'opération S — f*(S) est
continue pour la topologie des courants.

Dans toute la suite, f sera de bidegrés (&, y) et (B,6), et on notera A la
matrice des degrés de f. Le réel p, désignera la plus grande valeur propre de A et
p- la plus petite. On a donc

oK+ 6++/(x—6)2+ 4By X+ 6 —(x—06)2+ 4By

2 e p-= 2

Lemme 2.1. Soit A € M (N) avec By + 0. Alors
(i) pr>lsaufsic=6=0erf=y=1;

(i) p+ > |lp-| saufsix=06=0;

(iii) 7/ existe un unique vecteur propre (a,b) de A tel que a > 0,b > 0 eta + b =
1. Clest un vecteur propre associé a p et cest [unique vecteur propre de A a
coordonnées non-négatives— normalisé para +b =1 ;

(iv) il existe ¢ > 1 telle que pour tour v € R* X R" on ait

Py =

clptlvll < AT - vl < cpllvll.

Démonstration. Immédiate. On vérifiera que a = y/(y + p+ — &) et b =
(p+ =)/ (y + ps+ — 0. -

Nous ne perdons rien a supposer py > 1 (Iégalité correspond a des applica-
tions linéaires de X dont la dynamique est triviale). Le cas particulier des produits
croisés (i.e. By = 0) sera traité a la section 6.

Lorsque f est algébriquement stable, il résulte de 1.6 et 2.1.iv) que la masse

de (f7)*w/p est bornée inférieurement et supérieurement.

Théoréme 2.2. Soit A € My(N) avec By + 0 et pr > 1. Soit w' :=
aw; + bwy, on (a, b) lunique vecteur propre positif de A normalisé par a + b = 1
(e ||l := [y ' A "ML = 1). Soit f € Ma une application méromorphe
dominante algébriquement stable de P™ x P™.

La suite de courants pi” (f7)* (w') converge vers un courant positif fermé T de
bidegré (1,1) cohomologue a w' qui vérifie

f (T)=p+-T
Si F est un relevement de f, T admet un potentiel G qui vérifie

G(Az,pw) = alog|Al + bloglul + G(z,w) ,
G(F(z,w)) = p+ - G(z,w) .

De plus toute fonction v vérifiant ces deux propriétés est telle que v < G.
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Démonstration. Soit F = (P, Q) un relevement de f ; les applications P et Q
étant définies A une constante multiplicative pres, on peut choisir ces constantes
de telle sorte que

IP(z,w)| < |z|¥w|f et |Q(z,w)] < |z¥|w]?,
d’ott en posant F/ = (P}, Q;),
|Pjs1l = [P(Pj, Q)| < IPj1%1Q;1P et 1Qji1l < IPjIY1Q;I°.

Posons G; = o+’ [alog|P;| + blog|Qjl]; les inégalités précédentes assurent,
puisque A - Ya,b) = p+ - Ya,b), que Gj est une suite décroissante de fonctions
psh. Donc G; converge vers une fonction G qui est soit psh soit identiquement
.

Supposons que G # —oo. Puisque f est algébriquement stable, F/ est un

relévement de f7 pour tout j et G est donc un potentiel de p/ (f7)* (w’) ; cette
derniére suite converge donc au sens des courants vers un courant T qui admet G
pour potentiel. Puisque GjoF = p,-Gji1 et Gj(Az, pw) = alog|Al+blog|ul+
G;j(z,w), on en déduit les relations annoncées pour G qui impliquent que T est
cohomologue a w’ et f*(T) = p; - T.

Montrons qu'on n'a pas G = —oo. Considérons
1 P 1 i\ % i\ k
op =5 2 —lalf) (@) + b (w)).

j=1P%

Alors (0p) est une suite bornée de courants positifs fermés de bidegré (1, 1) ; on
peut en extraire une sous-suite convergeant vers 0. Il résulte de la définition des o7
et de la continuité de lopération f* (f est dominante) que f*(0) = p- - 0. Soit
u un potentiel de 0 dans C**1xC™*1 ; égalité précédente implique p; ! (uoF) =
u+c’, ol ¢’ estune constante. Soit v := u+c'(py —1)"!' € PSH(C"*1 xC™*1),
alors voF = p, -V et on va montrer que V minore G. Comme 0 est cohomologue
Aaw’' =aw; +bwy,onav(z,w) <alog|z| + blog|w| + C ; on en déduit

viz,w) = Ljv oFl(z,w) < Gj(z,w) + %,
P+ P+

dotv <GetG # —. O

Remarque 2.3. Dans le cas d’un espace multiprojectif ayant s > 3 facteurs,
le théoréme de Perron-Frobenius assure que toute matrice de degrés A € M (N)
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admet une valeur propre p; = 1 qui majore le module de toutes les autres et un
vecteur propre & coordonnées non-négatives associé¢ a p-.. Lexistence du courant
de Green se montre alors de la méme maniere que dans le cas de deux facteurs,
lorsque p4 > 1.

Proposition 2.4. Soit Ky l'ensemble des courants S positifs fermés de bidegré
(1, 1) sur P" X P™ 1q f*(S) = py - S et |IS|| = 1. Alors le courant de Green T est
extrémal dans le convexe compact K.

Démonstration. Soit S € Ky qui est cohomologue a xw; + y w3 ; I'équation
f*(S) = p4 - S implique que (x, ) est une vecteur propre associé a p, et la
normalisation ||S|| = 1 entraine (x,y) = (a, b), i.e. S est cohomologue a T.

Supposons que T = (T1 +T>) /2 avec T; € K ¢. On peut choisir des potentiels
Gi des T; tels que G; o F = p, - G;. La démonstration du théoreme précédent
montre que 'on a nécessairement G; < G. Or G et G' = (G; + G2)/2 sont
des potentiels de T invariants par rotation, ils different d’'une constante qui doit
étre nulle puisque Go F = p; - G, G' o F = p; - G et p; > 1. Cela entraine
G =G =Gy, |

Exemples 2.5. Soit f I'application monomiale de P! x P! définie par

f:PIx P! - Pl x P!

([z], [w]) = (28w : 28w, [Zhwg : 2 w?)).
Clest une application algébriquement stable qui est dominante si detA # 0. On
peut calculer explicitement les itérés f7 de f (voir section 3 plus loin) On obtient,
lorsque By = 0,

G = logmax(|zo|*|wy|?; 1z11%|w1|?) aveca = y/c et b = (ps — o) /c,

oltc =y + (ps — &) est telle que [(aw; + bwy) A w™ ™! = 1. Le convexe Ky
sera décrit au paragraphe 3.

Théoréme 2.6. Soit A € My(N) avec By + 0 et py > 1. Soit f € My une
application algébriquement stable. Alors

(1) Le courant T est a support dans lensemble de Julia qui est donc non vide.
(ii) Pour tout compact F de l'ensemble de normalité N, on a

Vk > 1, |Gk+j - Gj| =< gj dansF,
P+

et N0 (X \ SuppT) est contenu dans l'ensemble de Fatou. En particulier la
fonction de Green est continue dans T 1 (N).
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Démonstration. 11 sagit d’'une adaptation immédiate de la preuve du théoreme

1.6.5 de [Si 99]. O

Corollaire 2.7. Si f est normale alors le support de T coincide avec 'ensemble
de Julia ] de f qui est donc connexe.

Démonstration. 1l suffit de remarquer que le complémentaire du supportde T
est Stein dés que T est cohomologue & aw; + bw; avec a,b > 0. Cela implique
que le support de T (et donc J) est connexe. O

Théoréme 2.8. Soit A € My(N) avec By + 0 et py > 1. Soit f € My une
application algébriquement stable. Alors T ne charge pas les hypersurfaces.

Démonstration. Supposons que T donne de la masse a une hypersurface V de
X. Le théoreme de Siu [S 74] permet de décomposer T = T + T, ot Ty ne charge
pas les hypersurfaces et T = >y ck[Vi], les Vi étant des hypersurfaces et les ci des
constantes non-négatives non toutes nulles. Le courant p;! f*(T,) est supporté
par une réunion d’hypersurfaces de X tandis que p;!f*(T1) se décompose en
pI f*(Th) = T{ + T, ot T ne charge aucune hypersurface et T, = > ¢, [V, ].
Linvariance de T entraine T; = T} et

, 1 1
=T+ —f"(T) = —f*(T).
P+ P+

On peut itérer cette inégalité et prendre une moyenne de Césaro pour obtenir
T),>0p:=p! 25‘7:1 p+? (f7)*(T»). Cette suite de courants est de masse uni-
formément bornée supérieurement et inférieurement (cf. lemme 2.1.iv), si 0 est
une valeur d’adhérence, elle va vérifier f*o = p,o < T, < T. Lextrémalité du
courant T (proposition 2.3) implique 0 = ¢ - T ot ¢ est une constante strictement
positive, mais alors T < ¢! T; et donc T = 0.

Ainsi T = T; et on obtient la contradiction cherchée en reprenant pas a pas la
fin de la démonstration du théoréme 1.8.1 de [Si 98]. O

3. APPLICATIONS MONOMIALES

Nous étudions dans cette section la dynamique des applications monomiales de
P! x P! définies dans C? par

fz,w) = (z%wh, zYw?).
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Une application de ce type est dominante ssi det A + 0, elle est algébriquement
stable dans P! x P!. On supposera de plus que f n’est ni holomorphe, ni un
produit croisé i.e. By # 0 et ®x + 6 + 0. La dynamique de ces applications est
simple a décrire. Lorsqu'on les restreint au tore invariant T = {|z| = |w| = 1},
on obtient des endomorphismes linéaires dont la dynamique a été abondamment
étudiée (cf. e.g. [K-H 95]).

La fonction de Green définie par le théoréme 2.2 se calcule explicitement

G = logmax(|zo|*|wo|?; 121 |% 1wy |P) .

Notons T = £(G) le courant de Green de f. Dans ce cas Supp T coincide avec
I'ensemble de Julia J¢.

Les fonctions Gy = log(lzolalwolb) et G1 = log(lz1]%|w, |P) vérifient égale-
ment I'équation fonctionnelle G; o F = p, - Gi. On note T; = L(G;) les courants
de T (P! x P!) correspondants.

Théoréme 3.1. Les courants T, Ty, T sont les points extrémaux du convexe com-
pact

jcf;z{SeT([P’lx[P’l)If*S=P+'5€t||5”:1}'

Autrement dit, tout courant positif fermé S de bidegré (1,1) sur P! x P! qui vérifie
f*S = py - S est combinaison linéaire a coefficients non-négatifs de ces trois courants.

Démonstration. Soit S € Ky et @ un potentiel associé dans C? x C? t.q.
@ oF = p. - @. On ne perd rien a supposer S extrémal. Supposons que
v(S,([1:0],[1:0])) =t >0, ot v(S,p) désigne le nombre de Lelong de S au
point p. On a toujours 'inégalité v(f*S,p) = v(S, f(p)). Sip € {zjw; = 0},
f(p) = ([1:0],[1:0]), et donc v(S,p) = p:'v(S,([1:0],[1:0]) > 0.
Donc S charge {z; = 0} et {w; = 0}. Lextrémalité et I'invariance de S assurent
alors que § = T;. On obtiendra de méme S = Ty si v(S, ([0:1],[0:1])) > 0.

On suppose a présent que ces deux nombres de Lelong sont nuls. On note
@0 la restriction de @ dans la carte {zg = wog = 1} =~ C3, ie. @o(z,w) =
@(1,z,1,w). Soit A? = {(z,w) € C> | |z|,|lw| < 1}, clairement A% C Qo
le bassin d’attraction de l'origine. On va prouver, par des arguments d’estimées
volumiques, que @ est nulle dans A%. Téquation fonctionnelle @ o f = p - Qo
implique alors que @ = 0 dans Q. En considérant @ (z,w) = @(z,1,w, 1) la
restriction de @ dans la carte {z; = w; = 1}, un raisonnement similaire donne
@1 = 0 dans Qe puisque v (S, ([0,1];[0,1])) = 0. On conclut grice a la biho-
mogénéité de @ que ¢ = G, dou S =T.

Rappelons que ¢ < G dans C? x C? puisque @ vérifie 'équation fonctionnelle
@of =ps- @ et @ alaméme bihomogénéité que G (cf. théoreme 2.2). On
a donc @o(z,w) < 0 = G(1,2z,1,w) dans A? C Qy. Notons pour tout t > 0,
Er = {(z,w) € A? | p(z,w) < —t}. On veut donc montrer que Vol(E;) = 0
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pour tout t > 0. Pour cela nous utilisons I'estimation classique de théorie du
pluripotentiel (voir e.g. [Ki 00]):

(3.1) Ve>0, 3C >0tq. Vt >0, Vol(E;) < Ceexp(—t/e),

ainsi que le lemme suivant.

Lemme 3.2.  Soit E C A2 un borélien.
o Six+ B #y+06, il existe des constantes C1, Cy > 0, telles que pour toutn € N,

(3.2) Vol(f™(E)) = (C,Vol(E))&F¥ .
o Six+ B+ y+06, il existe des constantes C1, Cy > 0, telles que pour toutn € N,
(3.3) Vol(f™(E)) = (CiT)%F*

avec 1 > T > 0 determiné par la relation —T log T = Vol(E).

Achevons la démonstration du théoréme munis de ces estimations. Linvariance
ge @ assure que pour tout € N, ona f"(E¢) C E;pn. On en déduit, pour t > 0
xé:

Ceexp(—tpl/e) = Vol(Epn)
> Vol(f™(Ey))
> (Cix(Ep))©t

avec X (Er) = Vol(E;) dans le cas @+ # y +6, et x(E¢) = T défini par la relation
—TlogT = Vol(E;) sinon. Dans les deux cas, on a x (E¢) = 0 ssi Vol(E;) = 0. Si
I'on choisit € < 1 assez petit, la comparaison des croissances, lorsque n tend vers
Iinfini, implique Vol(E;) = 0, ce qui termine la démonstration. O

Démonstration du lemme 3.2. Dans le cours de la preuve nous aurons besoin
du lemme suivant, dont nous laissons la preuve au lecteur.

Lemme 3.3. Fixonsa, b > 0,R > 0ett > 0. NotonsT = a/b, etVg(a,b,t) =
Vol ({1z] <R, lw| <R, |z|%lw| < t}). On a alors
o SiT=+1,

2 2
TRt g2a . T poa-mp2/b

Ve(ab,t) = = =

esiT=1(a=hb)

Vi(a,a,t) = w224 (1 +log(R4/t2%)) .
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Soit E C A? un borélien et n € N. On note A la mesure de Lebesgue de C2,
Jf le déterminant jacobien de f et f"(z,w) = (z%nwhn zyndn) On a

Vol(f™(E)) = an(5) dA = d;" L |72 dA
- d;”JOOOA (En{lJfm? > t1)dt
Ty
>d;" L Vol(E) — A (E NATfM? < t}) dt

>d" JOTOVOI(E) —A (L2 <ty dt,

ott Ty > 0 sera choisi ultérieurement de sorte que Vol(E) = A{|Jf"|> < To}. 1
nous faut A présent majorer A({|Jf"|? < t}). Un calcul immédiat donne

Jf™(z,w) = (det A)" x z¥n*¥n=lyyButon=1

Donc

2\‘“an|2 <t}=V (O(n"‘)/n_l, Bntdon—1, vt )

| det A

On peut donc estimer A{|Jf"|? < t} grice au lemme 3.4. Comme on travaille
dans A2, il suffit d’estimer A{|J f"|> < t} pour t/| det A|*" < 1.

Fixons D, > 0 telle que max{&n+yn—1, Bn+0n—1} < D,p" et soit T, =
(& +yn—1)(Bn +6n — 1)1 Deux cas se présentent.

Lorsque & + y # B + 6, la suite Ty, tend vers une valeur To # 1, et ne prend
jamais la valeur 1. Par 3.4, il existe donc Dy > 1 telle que

t )1/D2Pf

2\{|1Jm|2 < t} <D, (W

On choisit maintenant Ty > 0 tel que

Dyl det A|=20/D20 T} PPE _\GI(E)
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On obtient

Ty
Vol(f™(E)) = d;" (TOVol(E) — Dy detAI_Z"/szf[ tl/D2pt dt)
0

D1l det A|-2n/Dapip1/D2p"
= d;"T, (Vol(E)— 1] detA| 0

1+1/D2p¥

dt_nVOI(E)T() X (szf + 1)71

| det A|"Vol(E) (Vol(E) )sz’f
1+ Dyplt D

<Vol(E) >Dm
>
D; ’

ce qui prouve l'estimée 3.2.

Lorsque @ + y = B+ &, ona pour tout n € N, T, = 1. On notera dans la
suite g(u) 1= —12U log(u/e). La fonction g est positive sur [0, 1] et strictement
croissante. Par 3.4, on a

MUS? <t} < g (/1 der AP UPPE)

On fixe alors Ty > 0 tel que D1 g ((To/| det A|2n)1/D2p1) = VoI(E). On obtient de
maniere analogue au cas précédent

) - T t 1/Dyp}
Vol(f™(E)) = d (TOVol(E) - Jo Dig ((W) ) dt)

> Cdt_nVOI(E)T() X ﬁ .
+

Si Ty > 0 est défini par I'équation —7t2D; T} log(T/e) = Vol(E), on a
To = T?7* | det A"
Si T > 0 est solution de —T'log T = Vol(E), on a donc pour un choix adéquat de

Ci > 0,
Vol(f™(E)) = (C,T)P2r",

ce qui conclut la preuve de 3.2. O
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4. MESURE LIMITE DANS P! x P!

4.1. Degrés dynamiques.

Soit g : X — X une application méromorphe dominante sur une variété
projective X. Lapplication g induit une application linéaire sur le sous-espace de
HYE (X) engendré par les cycles analytiques de dimension € (cf. [F 91]). On note
r¢(g) le rayon spectral de cette application linéaire. Si f : X — X est une autre
application méromorphe dominante, on vérifie (cf. lemma 3 p. 364 [F 91], voir

également lemma 4.6 p. 916 [R-S 97]) que
(4.1) re(go f) <re(f) -re(g) .

En particulier la suite {7y (g”)} jen est sous-multiplicative, ce qui assure la conver-
gence de la suite (r9(g7))!/7.

Définition 4.1. Soit g : X — X une application méromorphe dominante sur
une variété projective X et 1 < < k = dimcX.
On définit le 1¥m¢ degré dynamique de g par:

Ne(@) = lim (re(gh)" .
J—+oo

Lorsque [ = k = dimc X, Ax(g) = 7k (g) est le degré topologique de f (i.e. le
nombre de préimages par f d’un point générique) que I'on notera d¢ (f).

Exemples 4.2. Soit g : P — P¥ une application méromorphe dominante et
wrs la forme de Kihler de Fubini-Study sur P¥. Alors g* (wﬁs) est une forme
lisse de bidegré (£, ¥) bien définie dans Pk \ Iy dont la masse est finie. On note
encore g* (wf:s) son extension triviale & travers I, C'est un courant positif fermé
de bidegré (£,€) sur P* (cf. [Sk 82]). La classe de cohomologie du courant

g* (wf;s) est précisément vp(g) [wﬁs]. Russakovskii et Shiffman ont établi cer-
taines inégalités entre les différents degrés dynamiques.

Exemples 4.3. Soit A € M,(N) et f € Ma une application méromorphe
dominante de P! XP!. Lapplication linéaire induite sur 'espace H'! (P! x P!, R) ~
R? est donnée -dans la base (w1, w,)- par la matrice A. On a donc 71 (f) = p-,
et A1 (f) = p+ si et seulementsi f est algébriquement stable (cf. proposition 1.6).

Lemme 4.4. Les degrés dynamiques Ny sont invariants par conjugaison bira-
tionnelle.

Démonstration. Soit g : X — X une application méromorphe dominante,
@ : X — X une application birationnelle et f := dogod~!. Ona f/ = dogiod~!
donc ¥y (f7) < rp(@)rp(@ Hry(g/) (dapres (4.1)) dott Ap(f) < Ag(g). On
obtient I'inégalité inverse en intervertissant les roles de f et g et en changeant ®
en ® !, O
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Définition 4.5. Soit f : X — X une application méromorphe dominante,
et 4 une mesure borélienne de masse finie sur X. Soit V O Iy le sous-ensemble
des points de X en lesquels f n’est pas finie. On définit f*u comme l'extension
triviale & travers V de (flx\v)* (Ulx\ f(v))-

Soit g : P? — P2 une application méromorphe dominante qui vérifie A1 (g) <
d¢(g). Russakovski et Shiffman ont montré (theorem 1.1 p. 899 [R-S 97]) Pexisten-

ce d’'une mesure de probabilité py sur P? et d’un ensemble pluripolaire £, de
P? tels que

2 1 JVE (e ) o
(4.2) Va e P\ Zy, (dt(g))j(g) (€a) — g ,

ou &, désigne la masse de Dirac au point a. On peut transporter ce résultat dans
P! x P! via des conjugaisons birationnelles:

Théoréme 4.6 (Russakovskii-Shiffman). Soit A € My(N) et f € My une
application méromorphe dominante de P' x P!,

Si A (f) < di(f) alors il existe une mesure de probabilité py sur P! x P et un
ensemble pluripolaire Ey de P! x P! tels que

1

- ~
(dt(f))J'(fJ) (€a) — Uy,

pour tout a € Pl x P\ Ey.

Proposition 4.7. Soit A € My(N) et f € Ma une application méromorphe
dominante de P! x P'. On note d;(f) son degré topologique, i.e. le nombre de
préimages par f d'un point générique. Alors

dt(f) =¢x5+[3y Sin ﬂIQ= D,
ai(f) <ad+ By silpnlg #+ O.

En particulier d; (f) < p2 a moinsque x =6 =0oux =356 =1 et By = 0.

Démonstration.  Soit p = (x,Y) un point générique de P! X P! et &, =
wf A w3 la masse de Dirac au point p ; le degré topologique de f est égal a
la masse de la mesure f*(g,) dans P! x P!. Cette mesure est égale  la mesure
fH(w)) A f* (w%’) dans (P! x P1) \ I¢, mais il se peut que cette derniere charge
I¢. En fait elle charge précisément les points d’indétermination du second type
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Ip N Ig. Comme w7 (resp. w3 ) est cohomologue a w; (resp. w>), on a
dif) < | Frn At @)
P1x P!

= [ D A ws) = a5 + By,

avec égalité si et seulement si Ip N Ig = @. On a donc

N (o<+6)2+((x—6)2+43y: o + 62

T 4 5 + By = &b + By = di(f)

avec inégalité stricte & moins que & = & = 0 (on a alors d¢(f) = pZ = By) ou
x=6=>1etBy =0 (onaalors d;(f) = p = &?). O

Remarque 4.8. Lorsque f est algébriquement stable, on est tenté de cons-
truire une mesure dynamiquement intéressante en cherchant & définir T A Ty.
Une telle mesure serait portée par 'ensemble Ef lorsque d¢ (f) < p2.

Proposition 4.9. Soit A € My(N) et f € Ma une application méromorphe
dominante algébriquement stable de P' x P! telle que Ip N Ig = @. Alors d;(f) >
A1 (f) sauf dans les situations suivantes:

(1) f est un produit croisé (By = 0) et min(x,6) =1 ;

(2) ®6 =0et By <max(e,0) +1;

B) x=B=y=6=1.

En particulier si A € My(N*) est de déterminant non nul, l'ensemble des f € Ma
telles que di (f) < A1 (f) est inclus dans une réunion dénombrable d’hypersurfaces de
M.

Démonstration. Immédiate. O

Exemples 4.10. Soit f € My l'application monomiale définie en section 3
avecdet A = 0. Onaalors d¢ (f) = |&@d — Byl = p+ - |[p—|. Dans ce cas I'inégalité
de(f) > Ai(f) équivaut a [p_| > 1 et la mesure limite s est la mesure de
Lebesgue sur le tore T = {|z] = |[w]| = 1}.

On a malheureusement tres peu d’informations sur la mesure limite p ¢ définie
au théoréme 4.4. Par exemple on ne sait pas si elle est invariante (au sens f*uy =
di¢(f) - pg, cf question 2 p. 908 [R-S 97]). Lexemple 4 p. 907 de [R-S 97]
suggere en effet que le support de piy peut contenir des points d’indétermination.
Nous exhiberons de tels exemples lorsque nous analyserons le cas des produits
croisés (section 6). Dans ce cas, une construction alternative de py nous assu-
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rera quelle ne charge pas les ensembles pluripolaires, ce qui, grice a la propriété
d’équidistribution du théoréme 4.4, impliquera que ¢ est mélangeante. En effet,
onale

Lemme 4.11. Soit f : P! X P! — P! X P! une application méromorphe domi-
nante, et soit [ une mesure de probabilité qui ne charge pas les ensembles pluripolaires
vérifiant f*pu = dep (U est done invariante).

Si Y satisfait (4.2) alors elle est mélangeante.

Démonstration. FEtant données deux fonctions test x et 3 dans P! x P!, il
sagit de démontrer que

(9 x e flp) = | 9 xo flap— [ xdu- |9 au.

(9 x o flu) =(9,d " (f)*(xu))
=(d,” (f1)«(9), x1),

ctd (f1)«(9)(@) = (d (f)*(ga),9) — [ Sdu, Va € P! x P!\ 5. Comme
p ne charge pas E ¢ qui est pluripolaire, on obtient la convergence souhaitée. O

4.2. Théorie du pluripotentiel des courants pluripositifs.

Nous allons construire une mesure mélangeante u pour les produits croisés
polynomiaux de C? sous la forme p := dd®(vT) ot T est un courant positif
fermé de bidegré (1,1) et v est une fonction s.c.s. et localement bornée définie
seulement sur le support de T. La fonction v sera limite décroissante de fonc-
tions psh globales ce qui garantit dd“(vT) > 0. La mesure y définit un courant
“pluripositif” (voir [Si 85]).

Nous allons établir pour ces courants quelques résultats analogues aux pro-
priétés classiques de la théorie du pluripotentiel initiée par Bedford et Taylor [B-T
82]. Bien qu'il sagisse d’une adaptation immédiate de la théorie telle qu’elle est
présentée e.g. dans [De 93], nous en donnons des démonstrations pour la com-
modité du lecteur.

Dans tout ce paragraphe, T est un courant positif fermé de bidegré (1,1)
défini sur un ouvert Q de C2. On notera |T| := T A ddy la mesure trace du
courant T pour une fonction ¢ lisse strictement psh donnée.

Définition 4.12. Une fonction v s.c.s définie sur le support de T est dite T-
psh si la condition suivante est satisfaite. Il existe une suite {v;}j>o de fonctions
psh dans Q t.q. la suite v} SuppT Ot décroissante et v — v simplement.

|Supp T
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Lemme 4.13. Soit v une fonction T-psh localement bornée. Alors v € L' (|T|)
et on peut donc définir le courant dd° (vT). Celui-ci définit une mesure positive dans

Démonstration du lemme 4.13. La fonction v étant localement bornée, on
a bien v € L'(|T|). Le courant T peut étre identifié localement 4 une forme
différentielle dont les coefficients sont des mesures. Leur masse est dominée par la
mesure trace | T| (voir [De 93]). On peut donc définir le produit v T, et donc la
mesure dd€(vT).

Quitte a régulariser les fonctions psh v; on peut supposer que vj € C*(Q).
Pour tout j = 0, ona v; € LY(|T]). Par convergence monotone, on a V; — v
dans L'(|T|) donc v;T converge faiblement vers vT. On a donc dd(v;T) —
dd‘(vT) au sens des mesures. Comme v; € PSH(Q) onadd®(v;T) = dd°v;A
T > 0. Il Sensuit dd(vT) = 0. O

Il résulte de la définition que si v, v, sont deux fonctions bornées T-psh,
alors la fonction max{vy, v;} est encore T-psh bornée.

On va démontrer un analogue des inégalités de Chern-Levine-Nirenberg pour
les fonctions T-psh.

Proposition 4.14. Soit @ € PSH(Q) et v une fonction T-psh localement bornée.
Fixons K € Q un compact.

Pour tout compact F C Int(K), il existe une constante C > 0 indépendante de T
et v telle que

I@dd* WT) I = ClV e eosuppr * |, @171

En particulier dd°v A T ne charge pas les ensembles pluripolaires si T ne les charge
pas (e.g. lorsque T = dd°w et u est localement bornée).

Démonstration de la proposition 4.14.

Quitte a réduire Q, on peut toujours supposer K = Q. Pour des raisons
techniques on est amené A travailler dans C? ; on note T,V,® les courants et
fonctions obtenus a partir de T, v, @ en ajoutant une coordonnée indépendante,
et on pose F .= Fx A(l) et Q=0Qx A(2). On notera abusivement ¢ une
fonction lisse psh d’exhaustion de . On ne perd rien 2 supposer que @ <0et
-l<y< 0 sur Q. Pour o > 00nnoteraQ¢x ={yY < —-«a} CC Q.

Fixons € > 0 assez petit. Quitte a retrancher |[v || L= @nSupp 1) +&avon peut

tOUjOLlI'S supposer que vV < —&sur Supp T.

Fixons § > 0 petit t.q. F € Qs et posons A := 571||v”L°°(QmSuppT)'

Définissons la fonction psh dans Q) par V := max{¥, Ay}. Notons que
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o sur (O (NZn) N SuppT, onaV = Ay avecn := €/A;
o sur Qs N SuppT,onaV =7,

On fixe de plus une fonction lisse x 2 support compact dans Qt.q. x = ¢ +1 =0
dans Q.
On a alors la suite d’inégalités:

0< J —@ddvAT <G J —PAdd VAT Addy
F Qs

= ﬁ —PAdV AT Addy < C j —PAdV AT Addy
Qs Qy

=Ci J —PAdV AT Addx = C J +C J N
ol a NG,

. pddw AT Addex

= J —XddSH AddV AT +ClA
Q Q\Qp

<0+C

vl
< (Supp TnQ)
| e L

[ QT A (dd°y)?
Q

ce qui conclut la preuve.
Lorsque T = dd‘u avec u localement bornée, les inégalités standard de
Chern-Levine-Nirenberg assurent que dd“u ne charge pas les ensembles pluripo-

laires (cf. [De 93]). O

Proposition 4.15. Soit (Wj) une suite de fonctions psh dans Q. qui converge vers
u dans L1, (Q). Soit (V) une suite de fonctions continues dans Q qui décroit vers
une fonction v, continue dans Q. Alors

v;dd‘u;j — vdd u au sens des courants,
et donc dduj A ddv; — ddu A ddv.

Démonstration de la proposition 4.15.

Quitte & retrancher une constante, on peut supposer que vVj, v < 0. Soit ¢ une
forme test positive de bidegré (1, 1) dans Q, il suffit de montrer que [ vjddu; A
9 — Jqvddu A &. La suite de courants vjdd“u; est de masse localement
uniformément bornée dans Q, soit R = limvj,dd°uj, une valeur d’adhérence.

Ona
0= J v dduj, A9 = J vdduj, 9.
Q Q

Ordduj, A9 tend vers dd°u A9 au sens des mesures de Radon et v est continue,
donc le membre de droite de I'inégalité tend vers [ovdd“u A 9. Ainsi R >
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vddu. Réciproquement, on a
J vidduj A9 < J vpdd“uj, A9,
) Q

pour tout p < ji fixé. Comme v, est continue, le membre de droite tend vers
Jo vpddu A 9; le théoréme de la convergence monotone assure que ce dernier
tend vers [ vdd°u A 9 lorsque p — +00. On en déduit R < vdd u. O

4.3. Application a la dynamique dans P! x P!.
Nous allons montrer, sous certaines hypotheses, que la mesure pf ne charge
pas 'ensemble de normalité.

Théoréme 4.16. Soit A € My (N) telle que x = 6 e By + 0. Soit f € My
une application méromorphe dominante algébriquement stable de P! x P.

(i) Sip- > 1 alors (det A) I (f9)* (w1 A w2) converge dans l'ensemble de nor-
malité Ny vers une mesure positive U qui vérifie f*p = (detA) - p. En parti-
culier si det A # d¢ (f), soit [ est de masse infinie, soit p = 0.

(ii) Sip- < —1 alors (det A) =T (fI)* (w1 A w3) converge vers 0 dans Ny.

On déduit alors de 4.6 et 4.9 le corollaire suivant:

Corollaire 4.17. Supposons que p, < min{|detAl,d¢(f)}, x = 6, By = 0.
Alors

(4.3) Hfla, =0.

Démonstration. ~ Soit U un ouvert relativement compact de 'ensemble de
normalité Ny. Il existe C > 1 telle que pour tout (z, w) € U,

(4.4) ClzI%wlf < |P(z,w)| < |z|¥w|F,
(4.5) ClzMwl® < 1Q(z,w)] < |z |wl?,

ot F = (P, Q) désigne un relevement de f dans C2x C2. Rappelons que le courant
de Green T est cohomologue a aw; + bw; ol (a, b) est un vecteur propre positif
associé a la valeur propre p+ de A normalisé de telle sorte que [ TA (w1 +w3) = 1.
Soit (x, ) un vecteur propre associé a la valeur propre p_ de A ; Cest un multiple
de (y,p- — @) (et (a,b) est un multiple de (y, p+ — &)) donc ay + bx est un
multiple de y (6 — «) que I'on a supposé non nul, on choisit (x,)) de telle sorte
que ay + bx = 1. Soit

vj(z,w) = (xloglPj(z,w)| + ¥ log|Q;(z,w)l) .

1
(p-)J
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Les inégalités (4.4) et (4.5) entrainent

—logC + axlog|Pj| + Blog|Q;l| < log|Pj1| = alog|Pj| + BloglQ;l,
—logC + ylog|Pj| + 6log|Q;| <log|Qj+il < ylog|P;| + dloglQ;l,

etainsi V(z,w) € U,

max(|x|,|y1)logC
lp_ 1

Vi (z,w) —vj(z,w)| <

Puisque [p-| > 1 on en déduit la convergence uniforme dans U de la suite (v;)
vers une fonction v continue mais non psh (xy < 0).

On note §; = (p) I (f7)*(xw; + yw,), ainsi Sj converge au sens des
courants vers un courant fermé de bidegré (1,1) S tel que m*S = dd“v. Soit
T):= p! (fFH*(aw; +bw,) la suite de courants positifs fermés qui converge vers
le courant de Green T 5 pj := T;j ASj = (prp-)~F(ay + bx)(f7)* (w1 A wy) est
une suite de mesures qui converge dans U vers u = S A T d’apres la proposition
4.14. Si p_ < —1 on obtient tyj = 0 et tpj41 <0donc SAT=0.Sip- > 1, u
est une mesure positive dans U qui vérifie f*u = pop_p = detA - p. Si pest de
masse finie (u, 1) < +oo, alors

detA - (u, 1) = (f*u, 1) = (u, fxl)
=d;-(u, 1),

ce qui implique ¢ = 0 lorsque d; # det A. O

5. APPLICATIONS POLYNOMIALES DE C?

Soit f: (z,w) € C* = (P(z,w),Q(z,w)) € C? une application polynomiale de
C?, ot P et Q sont des polyndmes tels que deg, P = o, deg,, P = Betdeg,Q =y,
deg,, Q = 6. On note P4 'ensemble de ces applications ot

L5

désigne comme d’habitude la matrice des degrés.

On peut considérer I'extension f de f a P! X P! et on vérifie aisément que
le point g = ([0 : 1],[0 : 1]) est un point d’indétermination sur lequel I'une

des droites {zp = 0} ou {wy = 0} est contractée par f si degP < o + B ou
degQ < y + 6. Réciproquement si degP = & + B et degQ = y + 0 alors q

est un point fixe de f qui nest pas d’indétermination. Or les droites {zyp = 0}
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et {wo = 0} ne peuvent étre contractées que sur g, donc f est algébriquement

stable. Notons que {f € P4 | f non algébriquement stable } est une hypersurface
de Py4.

Proposition 5.1. Soit A € My(N) et f € Py qui sétend en une application
méromorphe algébriquement stable f € Ma de P! x P1. Alorsq = ([0:1],[0: 1])
est un point fixe superattractif de f a part dans l'un des cas suivants
(1) x=6=0etB=y=1, dansce mxf est un automorphisme linéaire ;

2) B=0etcx=1;
3) y=0et6=1.

La preuve est immédiate. Remarquons que les deux derniers cas correspondent
a des produits croisés semi-linéaires dont la dynamique se ramene essentiellement
a de la dynamique en une variable. Notons également que tout un voisinage de
{zowy = 0} \ I 7 est envoyé sur ¢ par J?i, lorsque f n'est pas un produit croisé,
ce qui implique E3 = I7. Nous verrons a la section 6 que I'ensemble E peut étre
beaucoup plus gros dans le cas des produits croisés (cf. proposition 6.8).

5.1. Fonction de Green.

Comme précédemment, on notera p4 > 1 la plus grande valeur propre de A,
et (a, b) un vecteur propre a coeflicients positifs associé, normalisé para + b = 1.
On notera aussi pour j € N, f7 = (PJ,Q7). Enfin, on notera dans toute cette
partie [ (z,w) | := |z| + |w| si (z,w) € C?2. De méme, pour § € C, [Tl :=

(LD =1+1TI.

Théoréme 5.2. Soit f € Pa une application polynomiale dominante de C* qui
sétend en une application méromorphe algébriguement stable f de P! x P! qui nest
ni holomorphe ni un produit croisé. Soit g(z,w) := Gf(l, z,1,w) la fonction de
Green de f dans C? et Qq := {(z,w) € C* | fi(z,w) - q=([0:1],[0:1])} le
bassin d'attraction de q dans C2. Alors

1 , ,
9(z,w) = Jhm — (alogllP!(z,w)] + blogllQ/(z,w)ll) ,
Iy
et
Q= {(z,w) eC’lgz,w) > 0} :

En particulier la fonction de Green est continue dans C.

Démonstration. Sous les hypotheses du théoreme, on peut écrire f = (P, Q)
avec P(z,w) = Biz*wP + O(l(z,w)||*F~1) et Q(z,w) = BzYw?% +
O(ll(z,w)]|Y*9-1), et ByB, # 0. On peut donc trouver R > 0 assez grand, et
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C > 0 tels que V(z,w) € Ug := {(z,w) € C?, min{|z|, |w|} > R},

(5.1) CHzII¥wf < IP(z,w)ll < Cllzl|¥[w|#,
(5.2) CHzIPlwl? < lQ(z,w)ll < Cllzllw® .
D¢éfinissons
. 1 . . i
g’ (z,w) :—j(alogIIPJ||+blog||QJ||>+ S pi M ogC .
P+ k>j+1

Les inégalités (5.1) et (5.2) impliquent que la suite g/ est décroissante et [g/*! —
g'l <logC/ pl!. On en déduit que g’ converge uniformément vers g dans Ug ;
de plus

|lg —aloglizll = blogllwll| <logC/(p+ — 1)dans Ug,

donc Ur C Qg et I'invariance de g entraine Q4 C {g > 0}.
On va prouver que g(z,w) = 0si (z,w) & Q4. Quitte a augmenter R > 0,
onaV|z| <R,V|w|>R,

(5.3) |[P(z,w)| < CR¥w/|Pet |Q(z,w)| < CRY |w|° .
De méme, V|z| > R, V|w| <R,
(5.4) |P(z,w)| < CRP|z|%t |Q(z,w)| < CR®|w| .

Nous utiliserons le lemme suivant, dont nous laissons la preuve au lecteur.

Lemme 5.3. Soitk > max(&, 5,/By). Pour des c/aoz'x de constantes C1, >0
assez grandes vérifiant C1|Cy = \Jy | B, les suites aj = Ci1k7, et bj = Cok/ satisfont,
pour tout j € N,

aj,bj >1,
ajq1 = max{f+axa;, x+pbj} +1,
bj1 = max{y+dbj, 6+ya;} +1.

Fixons maintenant (z,w) ¢ Q4. Soit M; := supAz(R){max(lPl, QY etT:=
max(, B,y,0). On pose M := max(Mi,R,C,|z|,|w]) et on note (zj, w;) =
fi(z,w). Onadonc Vj > 1, |zj| < R ou |w;| < R. Vérifions par récurrence
que Vj =1, I|zj| < M% et |w;| < MPi. Dassertion est claire pour j = 1 puisque
ai, by = 1et M > max(|z], |w|). Supposons la vérifiée au rang j > 1.

Supposons max{|zj|, |wj|} < R. Alors [zj+1| < M1 < M < M%+1 et simi-
lairement |w;| < MPbi+,
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Supposons |zj| < R et [wj| > R. Alors |zj1| = [P(zj,wj)| < CR"‘ijIB <
CMO+Bbi=1 < M+t et lwj| = |Q(zj,wj)| < CRY|w;|® < CMY*oPi~1 <
Mbis,

Enfin le cas |zj| > R et |[wj| < R se traite de maniére similaire.
Il suffit 4 présent de remarquer que

X+ 0 +(x—0)2+4By

2 > max(a,é,\/?y),

P+ =

lorsque f nest ni holomorphe ni un produit croisé. En fixant k < p, dans la

majoration précédente, on obtient ainsi que a;/ pl -~ 0eth il pl — 0 et donc
g(z,w) = 0. O

Remarque 5.4. Bien que g soit continue, I'application f n’est pas nécessai-
rement normale. Si par exemple f(z,w) = (z%wP + z%, zYw%), ona f(z,0) =
(z%,0). Un voisinage de {(z,w) € C? | |z| > letw = 0} est attiré par le
point d’indétermination ([0 : 1],[1 : 0]). Cependant la croissance vers les points
d’indétermination est négligeable.

Théoréme 5.5. Soit (fr) une famille dapplications polynomiales dominantes
algébriguement stables de P dépendant continument d’un paramétre X € A (\ étant
un espace métrique). Soit (Tn) la famille associée des courants de Green. Alors A — Ty
est continue.

Démonstration. La continuité de la famille des courants de Green est équiva-
lente a celle des potentiels (ga) dans C? pour la topologie L], .. Puisque les degrés
A sont fixés indépendemment de A, il découle de la construction des potentiels
que VA € A, ga(z,w) < alogllzl| +blog |lw]l, donc la famille gj est localement
uniformément majorée.

Soit Ag € A et v une valeur d’adhérence de la famille (ga) au point Ao.
Montrons tout d’abord que v < ga,. Rappelons que gj est la limite décroissante
des fonctions g/ (-,A) et Vj € N, A — gJ(-,A) est continue. Or un infimum de
fonctions s.c.s. est s.c.s., donc A — g(.,A) est s.c.s. etainsi V < ga,. Notons que
cette inégalité n'a lieu a priori que pour presque tout (z,w) € C?, mais v et gy,
sont psh donc v (z, w) < gy, (z,w), V(z,w) € C.

Linégalité inverse requiere véritablement le fait que les fi sont polynomiales
dans C2. Les coefficients des polynomes définissant fj varient continument avec
A. Pour € > 0 fixé, on peut trouver R > 0 et une constante C > 0 tels que
VA € B(Ag, €), V(z,w) € Ug,

CHizIwlf < [Px(z,w)] < ClizI*wl?,
CHzIVwll® < [Qa(z,w)| < CllzlY |wll° .

A
A

IA
IA
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On en déduit que la suite g/(z,A) converge uniformément par rapport a (z,A)
dans Ug X B(Ag, €). Donc v = g,, dans Ug. Mais v et ga, satisfont la méme
équation fonctionnelle v o fa, = p+ - v, et ga, © fa, = P+ - 9ar,- On en déduit,
puisque le bassin d’attraction Q4(f,) de g relatif & fi, est égal & Qq(fr,) =

Ujz1 f):()j(UR), que vV = g, dans ce bassin. Enfinona0 < v < gy, etga, =02
lextérieur de Q4 (fa,), donc v = ga, dans tout C2. O

Nous utiliserons dans la partie 7 'estimation suivante.

Proposition 5.6. Soit f € Pa une application polynomiale dominante de C*

qui sétend en une application méromorphe algébriquement stable f de P' x P! qui
nest ni holomorphe ni un produit croisé.

Alors, au voisinage de tout point po € Iy, le courant invariant T associé a f
admet un potentiel G psh t.q.

G(p) = clogdist(p, po) + O(1)
pour une constante ¢ > 0.

Démonstration. On peut supposer que po = ([1 : 0],[0 : 1]) et, quitte &
remplacer f par 12 que &, B,y,0 = 1. Notons G(x,y) := Gf(l,x,y,l) un
potentiel de T au voisinage de pg. On cherche une constante ¢ > 0 t.q. pour tout
X, assez petits

G(x,y) = cmax{log|x/|,log|¥|} + O(1).
On remarque tout d’abord que

G(x,y) = Gf(l,x,y, 1) = Gf(l,x, 1,1/y) + bloglyl
=g(x,1/y) +blog|y| = blog|yl,

car la fonction g est positive (voir théoreme 5.2). Soit N € N* que nous fixerons
précisément par la suite, on obtient dans {|¥| > [x|V} I'estimation

(5.5) G(x,y) = blog|y| = bN~" max{log|x/|,log|y|}.

Il reste 2 minorer G dans {|y| < |x|N}. Comme g = ([0 : 1],[0 : 1]) est
superattractif, la fonction G 7 est pluriharmonique dans un voisinage de m1{q}.

On peut donc trouver C; > 0 t.q. pour U, U assez petits

(5.6) Gy(u,1,v,1) = (1.
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Or le point pg est isolé dans Iy , dout P(1,x,0,1) = 0 ssi x = 0. On peut
donc trouver des constantes C; > 0, M € N t.q. |P(1,x,0,1)| > C2|x|M. De
méme, il existe C; > 0 et M € N tels que [Q(1,x,0,1)| = C5|x ™", On choisit
N > max(M,M’) et ¢ < 1. La formule de Taylor donne pour tout point de
Uyl <IxIN, [x|+|y] < &}

V

IP(Lx,y, D = ClxM = G|yl = Cylx |,

pour des constantes C3,C4 > 0. De méme [Q(1,x,y,1)| = C41x|M". Donc
y5

B
(5.7) sup ‘H > Q(l,x,y,1) }

yl=lxNixliyize (P X0,1)
< C4—1|X|min(BN—M,5N—M'

) <« 1.

On utilise alors I'équation fonctionnelle G yoF = ps G . Ondéduitde F(1,x,y,1) =

(v*,P(1,x,7,1),¥%,Q(1,x,¥,1)) que pour tous les points de {|y| < [x|N,
x|+ |y <&},

G(x,y) = pi'Gy(¥F,P,1,5°,Q)

B [
= p7'G; (y? 1,%, 1) +p;" (aloglP| +bloglQ|)

> p;iC+ pi! (aloglPI + blogIQI)
> cloglx| + Cs = c max{log |x|,log |y} + Cs,

ce qui acheve la démonstration. O

5.2. Exemples.

Nous exhibons ici une famille d’applications polynomiales pour lesquelles le
support du courant de Green est strictement inclus dans I'ensemble de Julia, ces
applications ne sont donc pas normales (cf corollaire 2.7). Plus précisément, il y
a un disque holomorphe isolé dans 'ensemble de Julia que le courant de Green
ne peut pas charger (cf. théoreme 2.8). Ce phénomene est surprenant pour des
applications qui ne sont pas des produits croisés.

Proposition 5.7. Considérons
fizw) e e (zw? - A, wl(zw? + Q(w))) € C,

o1t Q est un polyndme de degré m < p et |A| > 1. On note encore f l'extension a
P! X P! qui est algébriqguement stable. Soit a = ([0 : 11,[1:0]) € Ir. On note Qq
lensemble des points attirés par a sous litération de f.
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Alors il existe vo > 0 tel que
{(z,w) eC|0<]zl <rylet|w| < 702} c Q.
Le disque {0} X A(v¢) est isolé dans Uensemble de Julia J 5. En particulier Supp T est
strictement contenu dans J f.

La proposition est une conséquence immédiate du lemme suivant.

Lemme 5.8. Considérons pour €, v > 0,
We(r) := {(z,w) eCle<|zl<rlet|w] < 72}.

Fixons t,t" € R tels que 1 < t < [A12 < t'. Alors il existe g > 0 tel que Vg > 0,
V0 <7 <7,

FWe(r)) C Wee(r/t') .

Démonstration. On fixe vy > 0 assez petit pour que [A]2 —1’3 >t A2 +1’02 <
t et (1+M)(t") 1y < 1,00 M = sup, ., |Q(w)]. Onaalors, pour 0 < 7 < 7y,
(z,w) € We(r) et (z1,w1) = f(z,w), les inégalités
1z1] = (IA2] =72 |z| > te

AR+r2 ¢

lz1] < (AP + )]z < ———— < —;
g s
1+M 2
wil < w2l wl? + Q) < r M < (1)
d’ot1 le résultat. O

Notons que le point @ = ([0 : 1],[1 : 0]) est un point d’indétermination,
application f n’est donc pas normale.

6. PRODUITS CROISES

Soit A € M;(N) et f € M, une application méromorphe dominante de P! x P!
de bidegrés («, B) et (y, 6). Nous avons jusqu'a présent laissé de coté certains cas
particuliers.

Lorsque B = y = 0 et &, 6 = 2, f est holomorphe et sa dynamique s’étudie
séparément sur chacun des facteurs. Lorsque o« = 6 = 0 et By > 2, f est
également holomorphe et f2 est du type précédent.

Lorsque By = 0 et « = 1 (ou 6 = 1), f est semi-linéaire et sa dynamique se
ramene essentiellement a de la dynamique unidimensionnelle.
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Il reste donc a considérer le cas B = 0, y > 1l et &,0 = 2 (lecasy = 0,
B =1etxd =2 se traite symétriquement). Ce type d’applications a été étudié
par plusieurs auteurs (voir [He 96], [Jo 99], [Se 97]). Notre point de vue est a
rapprocher de celui de Jonsson [Jo 99] dont nous nous sommes tres largement
inspirés. Il consideére des produits croisés polynomiaux de C* qui admettent une
extension holomorphe dans P? et dispose dans ce cas d’une mesure mélangeante
a support compact dans C? contruite par Fornaess-Sibony [F-S 95]. Nous cons-
truisons ici une mesure mélangeante associée a n’'importe quel produit croisé poly-
nomial de C? f = (P(z),Q(z,w)) qui n’est pas semi-linéaire. En particulier le
degré en w peut chuter et le support de la mesure peut étre non borné dans C2.
On ne peut donc pas réaliser f comme une application continument fibrée au
dessus de Jp, contrairement 2 la situation étudiée dans [Jo 00].

Comme précédemment, on notera || (z, w)|| := |z| + |w]|si (z,w) € C2. De
méme, pour £ € C, [IT]| := [[(1, D) =1+ |T].

6.1. Mesure mélangeante.

Théoréme 6.1. Soit f : (z,w) € C* —» (P(2),Q(z,w)) € C%, o P et Q
sont des polynomes tels que degP = x = 2, deg,, Q = 6 = 2. Soit A(2) le coefficient
de w®. On note encore f Lextension méromorphe a P* x P1.

(i) La suite de courants =7 (f7)* (w;) converge vers un courant Tp € T (P! xP!)
cohomologue a w1 qui vérifie

f*Tp =x-Tpet Supp Tp = Jp X [P)l,

ot Jp, lensemble de Julia de P, est un compact de C. Le courant Tp admet un
potentiel partout continu.

(i) La suite de fonctions g;j(z,w) = 57 log||Q7 (z,w)|| converge ponctuellement
sur Kp x C vers une fonction g s.c.s. et localement bornée sur Kp x C telle que

gef=6-g,

o1t Kp désigne l'ensemble de Julia rempli de P.

(iii) La suite de fonctions @ j(z) = Z{;Ol log|AoP L2 converge ponctuellement sur
Kp vers une fonction @ s.c.s. telle que @ € L' (up), ot up désigne la mesure de
Green du polyndme P.

(iv) Lorsque z est fixé dans Kp \ {@Q = —oo}, la fonction w — g(z,w) est con-
tinue, sous-harmonique dans C. C'est la fonction de Green avec ple a l'infini
du compact K, := {w € C | g(z,w) = 0}. Elle admet le développement
asymptotique

g(z,w) =loglw| + @(z) +0,(1).

Remarque 6.2. Notons que (z,w) € Kp X C = g(z,w) nlest, en général,
pas continue (voir proposition 6.5).
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Démonstration.

(i) Le premier facteur est indépendant de w et induit une application holo-
morphe P : P! — P! pour laquelle on sait construire une mesure de probabilité pp
telle que P*up = - pp et qui admet un potentiel continu. Le courant Tp = p{ up
a toutes les propriétés annoncées, ot p; : P! X P! — P! désigne la projection sur
le premier facteur.

(ii) Il existe C > 0 telle que [Q(z,w)| < ClizllY|w|l®, ouy = deg, Q. On
en déduit gj1(z,w) < gj(z,w) + 5’(1“)(logC + ylog IPJ(2)]]). Comme Kp
est un compact complétement invariant par P, on obtient sur Kp X C une majora-
tion gj4+1 < gj + 6 /C'. La suite (g;) est donc une suite “quasi-décroissante” de
fonctions psh non-négatives, elle converge ainsi ponctuellement vers une fonction
g s.c.s. localement bornée sur Kp x C. La relation fonctionnelle résulte de ce que

gjof:‘S'ngrl-

(iii) On calcule par récurrence fi(z,w) = (PI(2),Q7(z,w)), out Q7 est de
terme dominant A j(z)w‘sj avec

J-1 )
Aj(2) = [Tae Pz .
=0

La suite
1 L
®;(2) = ;loglA;(2)] = lz sivr loglA e Pl(2)]|
=0

est “quasi-décroissante” sur le compact Kp i.e. Qi1 < @ + logC/8/ pour une
constante C > 0, car A est bornée sur Kp qui est totalement invariant. Elle con-
verge donc vers une fonction @ s.c.s. Cette fonction @ n'est pas identiquement
—oo puisque P admet une infinité de points périodiques dont le cycle ne rencontre
pas A~1(0). Enfin le théoréme de convergence monotone donne

JCP dup =}£mJ¢j dup

1
= > 57 (P * log Al up)
>0

1
ﬁ[10g|A| d[Jp > —00 ,

donc @ € L' (up).

(iv) Il existe une constante C > 0 t.q. pour tout (z,w) € Kp X C,

(IIQ(Z,W)II —A@)| - lwl®| = Cllw]1®~" .
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On en déduit Vj € N,

C
. . J —_——————
901 =95 gy loglA=PIl| = i 1°g< IIQfll-IAoPJ'I)'

En minorant ||Q/|| = 1 et en sommant I'inégalité précédente, on obtient Vj € N,
V(z,w) € Kp xC,

1 C
‘g(z,w) -gjlz,w) — (p(z) - (pj(Z))‘ = z Wlog(l + |A o pl|>

Fixons z € Kp \ {¢p = —co}. Comme la série du membre de droite converge, la
suite (g;) converge uniformément vers g sur {z} X C et w — g(z,w) est continue
sur C. On obtient également V (z,w) € Kp X C,

(6.1) 9(z,w) ~loglwl - @(2)| = w(z,w),

avec

C
W(zw) = > < Sl 1°g<1 N |AoPl|)

>0

Il Sensuit, par convergence dominée,

C
- - @@ :0’
|Ao Pl - IIQlII>

doug(z,w) =logllwl + @(z) +0,(1). Ainsi K, = {w € C | g(z,w) = 0} est
un compact de C, w — g(z,w) est sa fonction de Green avec pdle a I'infini et K
est de capacité logarithmique =% (). )

llig}o Y(z,w) = Z 5”1 hm log(l +

=0

Théoréme 6.3. Soit f = (P(z),Q(z,w)) vérifiant les hypothéses du théoréme
6.1. On note up la mesure de Green de P et i := Ay g(z,w).

(i) Le courant  := dd°(g - Tp) est une mesure de probabilité invariante dans C?
qui vérifie f*p = &6 - p. Elle agit sur une forme test X par

6.2) w0 = [ ([ xzwdiew) du ).

(ii) La mesure i ne charge pas les ensembles pluripolaires. Elle est mélangeante.
(iii) Le support de p vérifie

Supp p = U  {z} x0K-.
zeJp\{p=—oo}

1] est compact dans C2 57 et seulement si A=1(0) N Jp = &.
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(iv) Les fonctions log* ||(D f)= || sont dans L' (n). Ainsi p admet deux exposants
de Lyapunov ALA" s sont donnés par

A =Ap =logx + Z gr(zi) = logax >0
P’ (z;)=0

et

A" =logs +[ > g(z,wi(2)) dup(z) = logs > 0.

22 (zwi(2))=0

Remarque 6.4. La positivité des exposants de Lyapunov assure que les points
périodiques répulsifs s’équidistribuent selon u. Lorsque le support de p est un
compact de C2, il suffit pour le montrer de reprendre les arguments donnés par
Briend-Duval (voir [Br 97] et [Br-D 99]) dans le cas des endomorphismes de P¥,
S étant holomorphe au voisinage du support de u. La situation est plus délicate
lorsque le support de p, non compact, contient des points d’indétermination a
Pinfini. Nous renvoyons a [F 00] pour les détails.

Démonstration.

(i) Le courant 4 = dd€(g - Tp) est bien défini dans C? car g est localement
bornée sur le support de Tp. C’est une mesure positive puisque g; est psh dans C?
et u =limdd(gj - Tp). Léquation fonctionnelle f*u = 6 - p résulte de celles
satisfaites par g et Tp. Enfin la masse de  dans C? est

e = | (] swgzw)dum@ -1,

car @ € L' (up) et [, Awg(z,w) =1 pour z € Jp \ {@ = —oo} (cf. 6.1.iv).

(ii) La proposition 4.12 assure que p ne charge pas les ensembles pluripo-
laires. Comme le degré topologique de f est d¢ (f) = xd > A1 (f) = max(«, 5),
le résultat d’équidistribution de Russakovskii-Shiffman (voir théoréme 4.6) et le
lemme 4.11 montrent que f est mélangeante.

(iii) La formule annoncée pour le support est une conséquence de (6.2).
Lorsque A™1(0) N Jp = O, la fonction @ est uniformément minorée sur Jp et
on déduit de (6.1) que g(z,w) — log |lw|| = C; pour une constante C; > 0. Cela
prouve la compacité de Supp (u).

SiATH(0) N Jp + D alors {p = —0} N Jp = @. Soit (xj) une suite de points
de Jp \ {pp = —o0} qui converge vers X tel que @(x) = —c0. Ona @(x;) - —oc0
donc la suite de compacts 0Kx,; C Supp (i) est non bornée -ils sont de capacité
logarithmique exp(—@(x;))- et Supp (i) n’est pas borné.

(iv) Pour montrer que les fonctions log+ (D)= sont dans L' (u), il suffic
de montrer que logJr lw| € L'(u). Or pour z € Jp \ {¢p = —oo}, la formule de
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représentation de Riesz s’écrit
VEEQ, | loghw - Claug(zw) - 9(2.0) - @ (2)

On peut approcher logJr lw| par d;l log|Bj(w)|, ot les B; sont des polynémes
de degré dj dont les racines sont sur 0D = {|w| = 1}. La formule de Riesz donne
alors

log" lw|Awg(z,w) < sup g(z,0) — @(2).
C CeaD

Comme g est majorée sur Jp X 0D, on en déduit
J zl°g+ lwldu(z, w) < J —@(2)dpp(z) + C; < +o0,
C C

ainsi logJr lw| € L' (u).

Lapplication f admet donc deux exposants de Lyapunov relatifs a la mesure
ergodique p. Ce sont deux réels A; = A, caractérisés par I'existence, pour p-
presque tout m € C? d’un sous-espace E;(m) de C? tel que

lim }loganf vl = Ay, VU € Ex(m) \ {0},
J— -+

lim %logllij ‘vl = Ay, Vv € C*\ E2(m).

J—+o

On a de plus (cf. [Y 95])
6.3) A=Arhszbydanmu

Puisque f envoie une droite verticale {z} x C sur la droite verticale {P(z)} x C,
'un des exposants de Lyapunov, notons le A’, est égal a I'exposant de Lyapunov Ap
de P relatif 4 la mesure pp qui est ergodique pour P. La formule annoncée pour
A" est alors une conséquence simple de la formule de Riesz pour gp, la fonction
de Green de P (cf. [P 85]). Il reste & calculer A" = A — Ap. On déduit de (6.2) et
(6.3)

oQ

A”:A—AP=J(jbga

—w(z,w)‘ duz(w)) dup(z).
Or pourtout z € Jp \ {@ = —}, g(z,w) = (2) + [log|CT — w|pz(T), et le
terme dominant de Q. (w) = Q(z,w) est A(z)w?. Siw;(2),...,ws_1(z) sont
les racines de Q. /0w (w) = 0 (comptées avec multiplicité), on obtient donc

J log

5-1
2—3(2,1(/)’ duz(w) =logd +logl|A(z)| + Z (gz,wi(z2)) —@(2)) .

i=1
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Enfin I'égalit¢ (6 — 1) [ @ dup = [log|Al dup (cf démonstration de 6.1.iii) four-
nit la formule désirée pour A”'. -

6.2. Exemples.

Nous précisons dans ce paragraphe la dynamique d’une classe particuliere de
produits croisés polynomiaux. Cela fournit en particulier des exemples d’applica-
tions polynomiales de C? pour lesquelles 'ensemble K s des points d’orbite positive
bornée n'est pas fermé.

On considére f : (z,w) € C?2 - (P(z),A(z)w?®) € C2, avec § = 2, degP =
« > 2. Comme précédemment Q(z) = Siso(1/81) log|A o PlL(z)| . On vérifie
aisément les assertions suivantes.

e La fonction g : Kp x C — R est donnée par g(z,w) = max(®(z) +

log |w/,0).

e Ko ={weC||w| <e®@},

o Le second exposant de Lyapunov est A" = log 5.

Il est possible de décrire précisément certains aspects de la dynamique en dis-
cutant selon que A~1(0) rencontre ou non Jp (resp. int Kp). Nous ne mention-
nerons que la

Proposition 6.5. Lorsque A~ (0) N Jp + @, lensemble {p = —oo} 0 Jp
est dense dans Jp. La fonction g\j,xc est partout discontinue. Lensemble Ky =
{(z,w) € C | (fi(z, w)) jsobornée } des points d'orbite positive bornée nest pas
fermé. Son adhérence contient Jp x C.

Démonstration. Soit x un point de Jp tel que A(x) = 0. Les préimages de x
par P7 sont denses dans Jp et appartiennentd Uj» 1 {Qj = —o} C {¢p = —}. La
fonction @, ne peut donc pas étre continue aux points de Jp \ {¢p = —co}. Par
suite, g est nulle sur une famille de droites {z} X C dense dans Jp x C et glj,xc
est partout discontinue.

Lensemble K ¢ est un sous-ensemble de KpxC. Silog |w| > —@(z), 'équation
fonctionnelle g o f = § - g assure que |wj| — oo, lorbite de (z, w) est attirée par
{wo = 0}, donc (z,w) ¢ Ky.

SizeKpet@(z) +loglw| <0,

1 I
Eloglel =loglw| + g(:) WloglA o Pl(2)]

est strictement négatif pour j assez grand. Donc |w;| — O et (z,w) € Ky.
Ainsi Ky N (Jp x C) est strictement inclus dans Jp x C et contient une famille
dense de droites {z} x C, il n’est donc pas fermé. O
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7. APPLICATIONS BIRATIONNELLES DE P! x P!
7.1. Généeraliteés.

Définition 7.1. Une application f : P! x P! — P! x P! rationnelle est dite
birationnelle s'il existe une application rationnelle g : P! x P! — P! x P! telle que
S o g estl'identité, en tant qu'application rationnelle. Dans ce cas on notera f~!
l'application g.

On se restreindra dans toute la suite au cas ot la plus grande valeur propre p
de la matrice des degrés de f satisfait p > 1. Le cas d’égalité ne se produit que
lorsque f est un automorphisme linéaire de P! X P! ou lorsque f est conjuguée a
(z,w) —» (az+b,R1(z)w + Ry(z2)) aveca # 0, et R;, R, € C(z).

Nous utiliserons a plusieurs reprises 'observation suivante.

Observation 7.2. Soit f une application birationnelle de P' x P'. Alors
o [ réalise un biholomorphisme de P! x P!\ C* sur P! x P1\ C,
o f(CY) =1,
on C*,C™ désignent les ensembles critiques de f, f 1.
Proposition 7.3. Soit A € My (N) et f € Ma une application birationnelle de

P! x PL. Alors f~1 € Ma, on 'A désigne la matrice transposée de A. En particulier
AL(f) = A (.

Démonstration. Soit ' et w’’ deux formes lisses fermées de bidegré (1, 1)
sur P! x P!. Les courants f*w’ A w' et @' A (f~1)*w" ne chargent pas les
hypersurfaces, on a donc

’ rr

J f*w’/\w”=J f*w A w
Pl x P! PIxPI\C*

:J W' A "
PIXPI\C-

:J w' A(fH*w".
Pl xP!
Lapplication

([w'], [ ]) € HY' (P x P!, R)? - J Fra’ A w”
Plx P!

est une forme bilinéaire ®  dont I'action dans la base ([w;], [w>]) est donnée par
la matrice Ay. Légalité ci-dessus signifie que ® -1 est I'application duale de @,
onadoncAp1 = Ap. O
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Proposition 7.4. Soit A € My (N) et f € My une application birationnelle de
P! X P'. Les conditions suivantes sont équivalentes:

() f est algébriquement stable ;
(i) A1 (f) =ps+
(i) Ifnlg =@ ;
(iv) f1 est algtbriquement stable,
o Ioig = UjZl Ifij.

Démonstration. Cest une conséquence directe de 7.2 et 7.3. O

Nous aurons besoin dans la suite de 'information suivante, un résultat simi-
laire a été obtenu dans P? par Diller [Di 98].

Proposition 7.5. Soit f une application birationnelle algébriquement stable de
P! X P! et vérifiant p. > 1. Soit T* le courant de Green de f. Alors

v(T ,p)>0 ssi pell.

Démonstration.  Soit G* un potentiel de T* dans C? x C2. La relation
G*(Az,pw) = a*log|A| +b* log|u| + G*(z,w) assure que G* a un nombre de
Lelong supérieur ou égal a min(a*,b*) > 0 en tout point de {0} x CuU C x {0}.
Soit p € Iy; C I} et q € w71 (p). Soit F un relévement de f dans C? x C? nor-
malisé de telle sorte que G* o F = p, - G*. Comme F/(q) € {0} x CuU C x {0},
ona

: + et
V(G @) = V(G e FLa) = v (G i) = TP

P+ P+ P+

> 0.

Ainsi v(T*,p) > 0.

Réciproquement, soit p € P! x P! \ I. Supposons que pour tout j > 0,
f7(p) & Cy. Les nombres de Lelong sont invariants par biholomorphisme (voir
[S 74]), donc on a pour tout j € N

V(T p) = —v((F) T p) = —v(T* I (p) =
P+ P+ Py
avec C = max{v(T*,z), z € P! x P'}. Donc v(T*,p) = 0.
Quitte a remplacer f par un itéré on peut donc supposer que p € Cy. Soit
V une composante irréductible de Cy contenant p. Comme T+ ne charge pas
V (théoreme 2.8.), il existe ¢ € V tel que v(T*,q) = 0. De plus, il existe une
constante Cy > 0 telle que v(f*T*,p) < Cy x v(T™, f(p)) (cf. [Fa 99] et [Ki
00]). Donc

C C
V(T*,p) = piv<f*T+,p> < Iy o) = vt <0,
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puisque f(q) = f(p) est un point de I~ (cf. observation 7.2). O

7.2. Convergence vers T et points exceptionnels.

Soit f une application birationnelle de P! x P! algébriquement stable telle que
p+ > 1. Le but de ce paragraphe est de caractériser le convexe compact K¢ des
courants positifs fermés T de bidegré (1,1) et de masse 1 qui vérifient 'équation
fonctionnelle f*T = p,T. Les éléments extrémaux de Ky sont T™ et certains
courants d’intégration sur des courbes “exceptionnelles” de I'ensemble critique.
Notre principal résultat est le théoréme de convergence suivant.

Théoréme 7.6. [Convergence vers T™]

Soit f une application birationnelle de P' X P algébriquement stablet.q. p+ > 1.
Soit Tt = L(G™") le courant de Green de f. Il est cohomologue a w™* := a*w +
b*w, pour des constantes a*, b* > 0.

Alors il existe un ensemble fini Ex, tel que pour tout S € T (P! x P, es
conditions suivantes sont équivalentes.

(1) Pour toutp € Ex, v(p,S) = 0.
(2) 1l existe une constante ¢ > 0 ne dépendant que de la classe de cohomologie de S

tq.

7.1 LSy — et
P+

De plus si V' est un voisinage fixé de Ex, la convergence dans (7.1) est uniforme dans
le compact des courants de masse 1 et dont le support évite V.

La démonstration s'appuie sur des estimations volumiques, i.e. sur une mi-
noration fine de la suite Vol(f/(E)) pour un borélien E fixé. Elle se situe dans
Pesprit de celle initiée par Bedford-Smillie ([B-S 91]), Fornaess-Sibony ([F-S 92])
dans le cas des applications de Hénon, et de Diller ([Di 96])) dans celui des ap-
plications birationnelles de P?. Notons qu'un résultat similaire se démontre pour
les applications birationnelles algébriquement stables de P? et constitue la version
aboutie des procédés de convergence développés jusqu'a présent, en particulier
dans le cas des applications de Hénon.

Commengons par quelques définitions. Nous noterons SAy I'ensemble des
points périodiques superattractifs de f, i.e. ceux dont les deux valeurs propres
sannulent. Cet ensemble est fini car le nombre de cycles superattractifs est majoré
par le nombre de composantes irréductibles de I'ensemble critique C¢. On notera
Q(SAf) = Upesa, Q(p) la réunion des bassins d’attractions des cycles superat-
tractifs.

Soit p € SAy un point périodique que 'on peut supposer fixe quitte a prendre
un itéré de f. Comme f est birationnelle, il découle de la proposition 2.1. de [Fa
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00] que le germe défini par f en p est rigide, Cest-a-dire que Up>oCypn est un
germe de courbe analytique a croisements normaux. Larticle [Fa 00] est consacré

a la classification de ce type de germes. On en déduit que (f, p) est conjuguée a
['une des formes normales suivantes.

aveca; = 2, A # 0, a, = 1 et P est un polynéme s'annulant en 0.

avec |a1a4 — aras| = 1.
CLASSE 3:

f3(z,w) = ((ZMw®)4(1 +Azhwh + P(z0w®)) 4,

filz,w) = (2%, Awz® + P(z))

fr(z,w) = (zMw®, zBw)

(z%w)V (1 + Azbwb: + P(z0w %)@

avec adp +6L2,b1 + bz > 1, u,v = 1, A # 0 et |(7L1b2 —a2b1| =1 et P est un
polynéme s'annulant en 0.

Remarque 7.7. Notons que lorsque p € SAy est fixé, le germe (Cr, p) nest
pas toujours totalement invariant. Par contre (Cy2, p) l'est et pour tout j = 2,
(Cgi,p) = (Cp2, p). Par la suite nous considérerons ainsi les itérés de f2.

Définition 7.8. Soit p € SAy de période n. On définit le réel p(p) par

e p(p)t:=aysi(f,p)estdeclasse 1 ;

e p(p):=2"a; + a4+ \/(a1 —a4)? +4asas) si (f, p) est de classe 2 ;

o p(p)*:=au+ayv si (f,p) estde classe 3.

Le réel p(p)™ est le rayon spectral de l'action de f™ sur I'espace des R-cycles
engendrés par les composantes de Cy2n contenant p.

Notons que p(p) > 1 dans chacun des trois cas car f est superattractive. Le
réel p(p) contrdle précisément la décroissance du volume Vol ( fI(E)) lorsque
E c Q(p) (voir proposition 7.12).

Lemme 7.9. Soit [ une application birationnelle de P' x P! algébriquement
stable t.q. p+ > 1 et p € SAy un point périodique. Alors p(p) < p-.

De plus p(p) = p4 ssi il existe un R-cycle [V contenant p, cohomologue a T*
et a coefficients réels positifs, t.q. f*[V] = p,[V].

Démonstration. Notons n la période du point p. Puisque f n'est pas un
produit croisé (nous avons supposé p. > 1), il existe une constante ¢ > 0 telle que

VS e T (P x P, [(f)*(T)Il <cplITIl.
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Lorsque f est de classe 1, le germe Cgn est irréductible en p. Soit V' la com-
posante irréductible (globale) de C¢n contenant p. Au voisinage de p,

((fM*IV1p) = (p(@"IV],p).

Globalement on obtient donc (f™)*[V] > p(p)™[V] pour tout j € N, d’ott
p(p) < pi. Lorsque p(p) = py, ona (fM)*[V] = pl[V], ce qui force
(f™*[V] = p*[V]. On conclut en remarquant que

n-1 n-1
FEO2 PR IVI) = pa (2 R IVI),
k=0 k=0

Si f est de classe 2 ou 3, notons V; et V; les deux composantes irréductibles
locales du germe défini par Cran au voisinage de p. Supposons que Vi et V
appartiennent a la méme courbe irréductible V- C P! x P!. Aprés un nombre fini
d’éclatements de points au dessus de I, la transformée stricte de V' devient une
courbe rationnelle lisse (voir e.g. [Be 83]), ce qui est contradictoire. Donc V; et
V; définissent globalement deux courbes irréductibles distinctes.

Définissons le cycle [V] := a3[Vi] + (p(p)™ — a1)[Va] si f est de classe

2 (le vecteur (asz, p(p)™ — a1) est propre pour la matrice Z; Zi ), et [V] :=

ai1[V1] + ax[Va] si f est de classe 3. Ce sont des R-cycles a coefficients positifs.
Pour tout j € N, on a localement

() 1Vp) = (@ ™V],p).

Comme précédemment, on en déduit p(p) < p; et, lorsque p(p) = ps,

(f™M*VI=p. V]9 =

Définition 7.10. [Points exceptionnels]

Soit A € M;(N) avec By # 0, et f € M, une application birationnelle
algébriquement stable de P! x P! qui n’est pas linéaire (i.e. p; > 1).

Un point p € SAy est dit exceptionnel si p(p) = p;. On notera Ex
I'ensemble des points exceptionnels de f.

Le théoréme suivant donne une estimation précise de la décroissance de vol-
umes Vol(f7(E)) lorsque j tend vers 'infini. Cest le point clé de la démonstration
du résultat de convergence des courants (théoreme 7.6).

Théoréme 7.11. [Estimations volumiques]

Soit f une application birationnelle de P! X P algébriquement stablet.q. p, > 1.
On note Q(p) le bassin dattraction d'un point p € SA¢. Pour v > 0 assez petit, on
définir Qy (p) 1= {z € Q(p) | dist(z,0Q(p)) > r}.
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Fixons A > 1 et py > 1 t.q. p > po = sup{p(p), p € SAf \ Ex}. Alors, il
existe C, Cy > 0 z.q.

(1) pour tout borélien E C P! x P!\ Upesa, Q(p), et Vj =0,
Vol(f7(E)) = (C1Vol(E) Vs
(2) pour tout borélien E C Upesapex Qr(p), et Vj =0,

Vol(f/(E)) = (Cix(E))©#;
(3) pour tout borélien E C Upegy Qr (p), et Vj = 0,

Vol(f1(E)) = (Cix (E)CF*;
avec —x (E) log x (E) = Vol(E).

Nous commengons par établir la
Proposition 7.12. Soitp € SAy et B C Q(p) un petit voisinage de p.
1] existe des constantes Dy, Dy > 0 t.q. pour tout borélien E C B et pour tour
J €N, _
Vol(f/(E)) = (D1x(E))P2P),
ot x (E) est défini par la relation —x (E) log x (E) = Vol(E).
Démonstration. La preuve est similaire 2 celle du lemme 3.3. Il nous faut

estimer Vol {|Jf/|?> < t} pour t < 1 au voisinage de p. Pour cela on calcule
explicitemement J f a I'aide de la forme normale de f.

JEL= Ip(p)] 2|00 01T )bl () e,

IJf1 = Aay| [z|4et,

|Jf| _ |Z|a1+a3—1|w|a2+u4—l_

avec Y (z,w) = Azlrwh2 + p(zhwa2),
On remplace alors dans les formules ci-dessus f par son itéré f7 et on en déduit

une minoration de |/ f]/. Dans le cas des classes 1 et 2, le calcul se fait simplement.
Pour f de la classe 3, on observe que

fj+1 — <(za1wa2)up(v)1(1 + ofj))—az’ (meaz)vp(v)j(l + @ ofj))“1> .

On en déduit I'existence d’une constante C > 0 t.q. pour tout j > 0
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JFI = DIz,

avec D = |Aaq]|.

JfH = |zw| PP,

JfV = DIz,

avec D = [A(a1u + apv)|.
On peut alors reprendre la démonstration du lemme 3.3 pour conclure. O

Démonstration du théoréme 7.11. La premicre assertion est une adaptation
immédiate du théoreme 3.11 de [Di 96] que nous laissons au lecteur.

Pour prouver la seconde et la troisieme, on vérifie que pour v < letp € SA¢
fixés, et pour tout borélien E C Q) (p) et j € Nona

Vol(f(E)) = (C1x(E))C2r ),

On choisit N € N assez grand pour que fN(Q,(p)) C B, ol B est un voisinage
de p sur lequel les estimations de la proposition 7.12 sont valides.

On peut de plus trouver C > 0 t.q. pour tout borélien E C P! x P!,
Vol(fN(E)) = (Vol(E))€ (voir e.g. corollary 3.13 de [Di 96]). On a donc, pour
j=N, )

Vol(fI(E)) = (Vol(fI~N(E))€ = (Dyx(E))CPp )™

ce qui acheve la démonstration. O

Démonstration du théoréme 7.6. Soit S € T (P! x P'). Supposons que
v(p,S) > 0 pour un point p € Ex. Quitte A changer f en f!, on peut sup-
poser f(p) = p et f(V) = p, ot V est le R-cycle défini par le lemme 7.9. Soit
qeV\lf,ona

v(f*S,a) = v(S,f(a) =v(S,p) >0.
Ainsi f*S = ¢ - [V] pour une constante ¢ > 0. Mais alors Vj € N,

1
ot

(s = e L vi= Sy,
P+ P+
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donc pi7 (f7)*S ne peut pas converger vers un multiple de T+.
Réciproquement, soit S € 7 (P! x P!) un courant cohomologue a asw; +

bsw; t.q. v(p,S) = 0 pour tout point p € Ex. Soit @ = L71(S) un potentiel

normalisé de S dans C? x C2. La fonction psh u; := p;” @ o FJ est un potentiel de

P (F1)*(S). On va prouver que u; — ¢G* dans L] (C%) pour une constante
¢ > 0. La condition d’homogénéité sur @ assure, V (z,w) € C* x C?,

@(z,w) < aslog|z| + bslog|w].

Onendéduit Vj =0, V(z,w) € C2 x C2,
uj < pi’ (aslog|P/| + bslog|Q/1).

Nous prouvons ci-apres le
Lemme 7.13. Posons

El:= {([z],[w]) t.q. u, — p;’ (aslog|P/| + bslog|Qi|) < —¢} C P! x L.

Alors pour tour € > 0, limj_.o, Vol (EL) = 0.

On peut écrire pi’ Al - Yag, bs) = ¢ Ya*,b*) + Yal,b)) avec ¢ > 0,
ou le dernier terme (a’, b’) décroit exponentiellement vite vers zéro a la vitesse
(p—/p+)’. On adong,

lim pi” (aslog|P/| + bslog|Q]) = cG*.
j—ooo

Les {u} forment une suite de fonctions psh localement uniformément majorées.
On peut en extraire une sous-suite convergeant dans L[, vers une fonction u psh
ou identiquement égale & —co. Le lemme précédent implique alors que u = ¢G™*
presque partout, ce qui conclut la preuve.

Soit Sk une suite de courants de masse uniformément bornée par 1 et dont le
support évite un voisinage V fixé de £x. Alors en terme de classe de cohomologie,

et pour des constantes cx > 0, on a P [(fNH*Sk] — ck[T*] uniformément
en k. D’autre part, une conséquence standard des inégalités de Harnack donne
I'existence d’une constante C > 0 t.q. les potentiels @y := L71(Sk) satisfont
@k = cxG' = C dans w1 (V). En reprenant la démonstration précédente, on en

déduit que p3? @i o F/ — ¢, G* uniformément en k. O

Démonstration du lemme 7.13. Pour estimer Vol (E;Sj ), on remarque tout
d’abord que Ve > 0, Vj = 0,

fIED CEL
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et on utilise les estimées volumiques précédentes (théoreme 7.11).
Fixons ¥ > 0 arbitrairement petit, et notons

Fri= (P'xP "\ Upesa, @) U (o).
PESAF\Ex

On va estimer tout d’abord Vol (EZ N Fy). 1l est classique (voir e.g. [Ki 00]) qu’il
existe des constantes D1, Dy > 0 t.q. Vi >1

Vol (E?) < Dy exp(—Dst).

Combinons les deux premieres assertions du théoréme 7.11. On peut trouver des
constantes C1, (, > 0t.q. Vj =0,

(Cix(EL 0 E))CP0 < Vol (FI(ED) N Fy)
< Vol (E? ;) < Dy exp(—Daepl).

On en déduit que pour des constantes C,C" > 0

X(EL 0 Fy) < Cexp (=C' (p+/po)’) o
En notant Q(Ex) = Uperx Q(p), et en faisant tendre v vers 0, on en déduit que
lim; e VOI(EL \ Q(Ex)) = 0.

On va estimer maintenant Vol (El n Q(Ex)). Pour cela on fixe ¥ > 0 assez
petit et on étudie Vol (EL nQ, (Ex)). On notera aussi By (Ex) I'union des boules
centrées sur £x et de rayon n. Par hypothése, pour toutp € Ex onav(p,S) = 0.
Le volume Vol (E? ) pour t > 1 est donc extrémement petit au voisinage de Ex.
Plus précisément (voir [Ki 00]), pour tout R > 0 fixé, il existe n > 0 petit et
D5 > 0 t.q. pour tout t > 1,

Vol (E N By(Ex))) < D3 exp(—Rt).

On peut appliquer la troisieme assertion du théoreme 7.11. Pour tout j € N assez
grand t.q. fIQ (Ex) B, (Ex) on obtient:

< Vol (f7(EL) n Q, (Ex))
< Vol (Efpj N I (Ex)))

(Cix(EL 0 0y ()

< Vol (Egpj N By (Ex)) < D3exp(—Rep)).
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Cela prouve que

lim x(EL 0 Q, (Ex)) < C; 'exp(—€C;'R)

JA-OO

et on conclut en faisant tendre R vers I'infini. O

Le résultat suivant est une conséquence du théoréme de convergence.

Proposition 7.14. Le courant de Green T* est extrémal dans T (P! x P').

Démonstration. Soit S € T (P! X P!) tel que S < T*. On veut montrer que S
N - R i g .
est proportionnel 8 T*. Considérons S; 'extension triviale de p3 (fj XPI\C,; )*(S)

atravers Cy-;. Le courant T* vérifie p?l (f~H*T* = T* dans P! x P! \Cf-j,onen
déduit 'inégalité S; < T valable dans tout P! x P! puisque T* et Sj ne chargent
pas Cr-j.

Soit a présent SJ'. = (ff)*Sj/pi. Linvariance de T* donne S} < T* donc SJ'-
ne charge pas C¢j U Cy-j (théoréme 2.8). Mais on a clairement S} = S hors de
Cyi U Cy-j, comme S ne charge pas non plus les hypersurfaces, on en déduit que
Si =S dans P! x PL.

Notons ¢ et ¢, deux générateurs de HU! (P! x P!, R) correspondants aux
deux valeurs propres p, et p— de A. La classe de S; se décompose en [S;] =
xj%1 + ¥j%2. On en déduit que

J
[S] = |:1'(fj)*sj:| =x;%1 + <p_> Vida.
pl P+

Puisque f n’est ni linéaire, ni un produit croisé, on a [p_| < py (cf. lemme 2.1).
Il s'ensuit que pour tout j, on a yj = 0 et X; = x. Ainsi S est cohomologue a
xT* avec 0 < x < 1.

De Sj < T on déduit que SuppS; NV = &, ol V désigne un voisinage assez
petit de 'ensemble des points périodiques superattractifs de f. Le théoreme 7.6
assure alors que (fI)* (Sj/x)/pi converge vers T+, dou S = xT™. O

7.3. Applications birationnelles polynomiales dans C2.

Soit A € M(N) et f € M, une application birationnelle de P! x P'. Il
est naturel (cf proposition 1.5.2) de se restreindre aux applications telles que Ip N
Io = @. Dans ce cas, la proposition 4.7 permet d’exprimer le degré topologique
di(f) = x6 + By = 1. Onadonc By = 0 ou &d = 0. Lorsque B = 0 (le cas
y = 0 se traite par symétrie), on obtient = 6 = 1 ; le premier facteur est donc
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linéaire et la dynamique de ce produit croisé est assez simple a étudier. Dans la
suite nous nous intéressons au cas & = 0 (le cas & = 0 se traite similairement). On
a =y =1eton peut conjuguer f linéairement pour se ramener a 'étude de

Sz, [w]) » ([w],[C(w)z; + D(w)zo : A(w)z1 + B(w)zo]),

ou A, B, C, D sont des polyndmes homogenes de degré 6 en w = (wo, wy).
Nous considérons ici le cas des applications qui sont polynomiales dans C2.
Pour une application de la forme précédente, cela revient a imposer C = D = 0,
1.e.
fi(z,w) e~ (w,A(w)z + B(w)) € C,

avec A,B € C[w] et A # 0. Lorsque A est un polynéme constant, on dira que f
est une application de Hénon.
Plus généralement, on introduit le semi-groupe suivant.

Définition 7.15. Soit H le semi-groupe des applications birationnelles poly-
nomiales f : C2 — C? s’écrivant sous la forme f = hgo - - - o hy avec

hi:(z,w) - (w,A;(w)z + Bi(w)),

ou Aj, Bi € Clw], A; # 0, et 6; := max{l + deg(A;),deg(B;)} = 2.

Le théoreme de Jung (voir théoreme 2.6 de [F-M 89]) permet de montrer
que tout automorphisme polynomial de C? est conjugué par un automorphisme
polynomial soit & une composée d’applications de Hénon, soit a une application
élémentaire (z,w) — (az + b,cw + B(z)) aveca,c € C*, b € C, et B € C[z],
soit 4 un automorphisme affine.

Question. Toute application birationnelle polynomiale de C? est-elle conju-
guée par un automorphisme polynomial de C? A I'une des applications sui-
vantes ?

(1) un élément de H;
(2) une application élémentaire de la forme (z,w) — (az + b, A(z)w + B(z))

avecac C*, b e C,A,Be C[z],et A#0.

(3) un automorphisme affine.

La proposition suivante indique que tout élément de H se compactifie de

maniére algébriquement stable soit dans P?, soit dans P! x P!.

Proposition 7.16. Soit f =hyo---ohs € H avec
hi:(z,w) -~ (w,Ai(w)z + B(w)),
onr Ai,Bi € Clw] et Aj # 0, er §; := max{1l + degA;,degB;} = 2. Notons o le

degré rotal de f; p. le rayon spectral de la matrice des degrés en z, w de f et (a,b) le
vecteur propre associé, a coefficients réels positifs normalisés par a + b = 1.
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(1) Si degAs < degBs — 1, f se compactifie en une application algébriquement
stable de P2, Lhyperplan a linfini {t = 0} est contracté par [ sur le point
a =[0:1:0] qui est superattractif. Soit Qq C C* son bassin d attraction.

Le courant positif invariant T+ := limj_.« 677 (f7)* g admet pour potentiel
dans C* la fonction g* = limj 6/ logJr fIN. Celle-ci est psh, continue, et
g+ >0} = Q.

(2) SidegAs = degBs, f se compactifie en une application algébriquement stable
de P! X PL. Les deux droites & linfini {zowo = 0} sont contractées par f* sur
le point @ = ([0 : 11,[0 : 11) qui est superattractif. Soit Qq C C* son bassin
d attraction. _

Le courant positif invariant T* := limj_« P+ (f)*(aw; + bw,) admet pour
potentiel dans C* la fonction g* := limj_.e pi”log" I f7|. Celle~ci est psh,
continue, et {g* > 0} = Qq.

Comme f est birationnelle, on peut également considérer T~ le courant in-
variant associé a son inverse. Le courant T+ admet un potentiel continu hors
des points de I3, = Iy2 qui sont en nombre fini, on peut donc définir le produit
T* AT~ en rafhinant la méthode de Bedford-Taylor [B-T 82] (voir [De 93] et [F-S
95b]).

Théoréme 7.17. Soit f € 7.

o Lamesure p:= T AT /IITT AT~ || est une mesure de probabilité dans C*

qui ne charge pas l'infini et vérifie f*u = fop = p.
o La mesure [ est mélangeante.
Exemples 7.18. Nous nous intéressons ici au cas f(z,w) = (w,A(w)z)

avec deg A > 1. Considérons son extension méromorphe f dans P! xP!. Lensemble
d’indétermination de f est

I = {([1:01,[0:1]); ([0: 1],[1,Z])otr A(T) = 0}

etona
IF=Ip=T"U{([0:1],[1:0])}.

Lensemble d’indétermination de I'inverse f’l est
"= {([0:11,[0: 1]); ([1: C1,[1:0])ot A(L) = 0}.
Lensemble I est constitué du point a l'infini ¢ = ([0 : 1],[0 : 1]) et de la

réunion des orbites -sous I'action de f- des points (Z,0), ot T € A71(0). On
obtient donc

Io = {a; (AT,0), (0, 0)avec T € A7 (0)er j = 0],

ot on a posé A = A(0).
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Lorsque |A| < 1, les points de Iy sont envoyés par f~! sur le 2—cycle {([1 :
01,[0:11);([0: 11,[1:01)} qui est attractif pour f~!. Lapplication f est donc
normale et le support de la mesure p est compact dans C2.

Lorsque |A| = 1, ona E* N E~ = &. Notons que la fonction de Green g~ est
alors discontinue sur les cercles {|z| = ||} x {0} et {0} X {|w]| = |C|} si A est
d’argument irrationnel.

Lorsque |A| > 1, E* N E~ est non vide, constitué du 2-cycle {([0 : 1],[1 :
01);([1:0],[0: 1]} qui est semi-répulsif pour f‘l (de valeurs propres 0 et A).
Nous pensons que le support de la mesure mélangeante pu n'est pas compact dans
C? lorsque |A| = 1.

Démonstration de la proposition 7.16. Notons fs = (Ps,Qs) = hio - - o hg,
nous allons démontrer par récurrence sur s = 1 que
(1) sidegAs < degBys, alors deg,, Qs = deg Qs > deg Ps = deg,, Ps ;
(2) sidegAs = degBs, alors deg, Qs + deg,, Qs = degQs > degPs = deg, Ps +
deg,, Ps.
Lassertion est claire pour s = 1. Supposons la vérifiée au rang s — 1 et écrivons les
relations de récurrence

Ps(z,w) = Ps_1(w,As(w)z + Bs(w))
Qs(z,w) = Qs—1(w,As(w)z + Bs(w)).

Il sufhit alors d’examiner les quatres cas qui se présentent, selon que fs—1 et hs sont
de “type P?” ou de “type P! x P1”.

Les assertions concernant le comportement de fs a I'infini en résultent, celles
concernant le courant de Green découlent du théoréme 5.2 lorsque f admet une
extension algébriquement stable dans P! x P!, elles s'obtiennent de maniére ana-
logue -le controle de la croissance est plus simple a obtenir- lorsque f admet une
extension algébriquement stable dans P2. O

Démonstration du théoréme 7.17. Supposons que f se compactifie de maniere
algébriquement stable dans P! x P! (le cas P? est analogue).

Le courant T* admet un potentiel continu dans C2, comme de plus T~
ne charge pas les hypersurfaces, la mesure plc2 ne charge pas les hypersurfaces
(voir proposition 4.10). En particulier elle ne charge ni C* ni C~, ce qui assure
frule = feule = ule.

Montrons a présent que p ne charge pas les points d’indétermination de f2,
ce qui assurera que U|c2 est une mesure de probabilité puisque le support de T
ne rencontre 'infini qu'aux points de I}, = Ir2. Soit p € I, on se place dans une
carte locale avec p = 0 et on note G* un potentiel continu de T* dans By \ {0},
ou By est une boule centrée en p = 0. La fonction G est une fonction psh semi-
exhaustive dans By (voir definition 4.1 p. 137 [De 93]) et la masse de pten p = 0
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est un multiple du nombre de Lelong v(T~,G*) de T~ par rapport a la fonction
G* (definition 4.2 p. 137 [De 93]). La proposition 5.6 assure

. G*(2)
lim sup <c <+,
z—0 log |Z|

Le théoréme de comparaison des nombres de Lelong généralisés de Demailly (First
comparison theorem p. 148 [De 93]) donne alors v(T—,G*) < ¢ - v(T~,0).
Comme f est algébriquement stable, on a If, N I, = & (proposition 7.4), d’ou
v(T~,0) = 0 (proposition 7.5). Il sensuit que p ne charge pas le point p = 0.
Nous en déduisons a présent le mélange de p en reprenant la démonstration
proposée par Sibony dans le cas des automorphismes polynomiaux réguliers de
Ck (théoreme 7.1 p. 52 [Si 99]). Nous renvoyons a [Wa 82] pour les définitions

concernant le mélange (fort). Si ¢ et x sont des fonctions test, il s'agit de montrer

o Jwiran~ ([ wan) (] xau).

Puisque p ne charge pas les points de I, ni les droites a 'infini, on peut supposer
que les supports de et x sont inclus dans C2. Enfin on ne perd rien a supposer
que 0 < ¢, x < 1. Considérons R;j := (fy*(wT ) /pl. La proposition 7.19
qui suit montre que R; converge vers ¢y - T~ avec ¢y = [ dp et dRj, dd°R;
convergent vers 0 en masse. Il S'ensuit que Y NDTHAT converge vers ¢y TH A
T~. Soit en effet 3 une fonction test a support dans une boule de C?, on note G*
un potentiel continu de T* dans cette boule. Alors

(WfFNHT AT, 9) = <ij(ff)*(w> A T+,9>
Joud

_ <dd“ (ij(f-f)*(wT—w) ,G+>
P+
=(Rj Add°%,GT) +(9dd°Rj,G") + 2(dR; A d°9,G™).
Le premier terme converge vers (Cy - T~ Add®3,G") = (cy-T* AT~,$) puisque

G* est continue au voisinage du support de ¢ et les deux derniers convergent vers
0 puisque [|dR;|| et [|dd°R| convergent vers 0. Ainsi

‘ - NTH AT — X\ |
JW(fJ)xdu <w(f )T /\T’||T+/\T_||> (W), )

Proposition 7.19. Soit f € H et @ une fonction test.
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La suite de courants

Ryi= —(F ) @T™) = (o f)T"

Pl

convergeverscy - T, on.cy = (U, @) = [WT* AT /IIT* AT~ l. De plus dR; et
AdCR; convergent vers O en masse.

Démonstration. La démonstration est une adaptation immédiate de celle de

Sibony, proposition I1.6.1 [Si 99]. O

Added in Proof. After this paper wsas written, the authors became aware of
the preprint of J.H. Hubbard and P. Papadopol, Newton’s Method Applied to Two
Quadratic Equations in C? Viewed as a Global Dynamical System, which is available
at the following address:
http://www.math.sunysb.edu/cgi-bin/preprint.pl?ims00-01 . In the quoted
paper, they showed the Russakovskii-Shiffman measure is not charging indetermi-
nacy points for a special class of rational maps in P2, we do not treat in the present
article. Their method is based on a careful analysis of the dynamics around inde-
termacy points.
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