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Introduction

Ce document est le support d’un cours-TD de préparation a I’Agrégation
Interne dispensé par I'auteur a 1'Université Paul Sabatier (Toulouse, France)
entre juin 2016 et décembre 2020.

Nous parcourons une bonne partie des paragraphes 5 a 12 du programme
officiel (version 2021), sous forme d’exercices commentés et partiellement
corrigés pour la plupart.

Le poly fait réguliérement référence & des ouvrages dont disposent les
candidats au moment de leurs épreuves orales, notamment :

— Géométrie, de la licence a l’agrégation par M.Audin ;

— FEzxercices de mathématiques oraux X-ENS, algébre 3, par S.Francinou,
H.Gianella, et S.Nicolas.
Algeébre, 2e édition par X.Gourdon;
Algeébre linéaire, 2e édition par J.Grifone;

— FExercices corrigés de mathématiques posés aux orauxr X-ENS, tomes 1

et 2, par E.Leichtnam et X.Schauer.

J’ai également utilisé le site Exo7.emath.fr qui contient beaucoup d’exercices
corrigés ; je vous recommande de le consulter réguliérement. Bon courage!

Le texte contient trés probablement de nombreuses coquilles (typos, er-
reurs ou imprécisions). Merci d’avance de me les signaler en m’écrivant a
vincent.guedj@math.univ-toulouse.fr

Bonne lecture!
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Chapitre 1
Algebre linéaire : généralités

1.1 Espaces vectoriels et applications linéaires

1.1.1 Ce qu’il faut savoir

Noyau, Image

On se donne F un K-espace vectoriel de dimension finie (K = R,C
principalement) et f € L(F) un endomorphisme. On rappelle que le noyau

Ker(f) ={z € E/ f(x) = 0}

est un sev qui mesure le manque d’injectivité de f et que 'image

Im(f):={yeE/3r€E, f(x)=y}

est un sev qui mesure le caractére plus ou moins surjectif de f. Comme F
est de dimension finie, ces deux sous-espaces sont reliés par la formule

dim Ker(f) + dimIm(f) = dim E (1.1)

qu’il faut savoir démontrer et qui indique en particulier que f est injectif ssi
il est surjectif, ssi il est bijectif. Ce résultat est faux en dimension infinie.
Notez que lorsque f : E — F est une application linéaire entre deux
espaces vectoriels de dimensions finies, la formule (1) reste valable mais la
conséquence injectif=surjectif=bijectif n’est valable que si dim £ = dim F'.

Supplémentaires

Soit F, G deux sous-espaces vectoriels de F. Leur intersection F' N G est
encore un sous-espace vectoriel (vérifiez le!), mais c’est rarement le cas de
leur réunion :

FUGestunsevde Essi FC GouGCF.
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On considére a la place la somme F' + G constituée de toutes les sommes
d’un vecteur de F' et d’un vecteur de G. On a alors

dim F' + dim G = dim(F N G) + dim(F + G).

On dit que F' et G sont en somme directe si F' NG = {0}, on écrit alors
F+G = FaG. Side plus F+G = F, on dit que F et G sont supplémentaires
et on écrit ainsi FF & G = E.

On dit que des sous-espaces vectoriels Fy, ..., Fs sont en somme directe
si I'application linéaire

o:(x1,...,x5) EF XX Fs—x1+---F+2,€E

est injective. Dans ce cas dim(F; +--- + Fy) = > dim Fj.

Attention. Cette condition implique que F;NF; = {0} pour tout i # j, mais
elle est beaucoup plus forte que cela lorsque s > 3. Observez par exemple
que les droites

Fi=(x=0), o=(y=0)et F3=(x=1y)

dans R? sont d’intersection deux & deux réduites & zéro, mais ne sont pas en
somme directe (pourquoi?). On verra plus loin que les sous-espaces propres
d’un endomorphisme sont en somme directe (de méme que les sous-espaces
caractéristiques).

Sous-espaces propres

Soit f € L(E). On dit que A € K est valeur propre de f lorsqu’il existe
un vecteur non nul z de E (appelé vecteur propre) tel que f(x) = Az. Cela
revient & dire que ’endomorphisme f — AId n’est pas injectif. L’ensemble
Ker(f—MId) des vecteurs propres associés a A s’appelle le sous-espace propre
associé a .

Une valeur propre est racine du polynome caractéristique (et réciproque-
ment). Les sous-espaces propres sont en somme directe (cela peut se montrer
a l'aide du détrminant de Vandermonde que vous calculerez plus loin).

Polynémes d’endomorphisme

Rappelons que si P = Y a; X’ € K[X] est un polynéme, on définit le
polynéme d’endomorphisme

P(f) = a;f' € L(E),

ot f* désigne 'endomorphisme itéré fo---o f (i fois). On définit ainsi un
morphisme d’algébre de K[X] vers L(FE) puisque

(P+Q)(f) = P(f)+Qf) et (PQ)(f) = P(f) e Q(f) = Q(f) e P(f)-

Notez que deux polynémes d’un méme endomorphisme commutent, alors
que la composition des endomorphismes n’est pas une loi commutative !



1.1. ESPACES VECTORIELS ET APPLICATIONS LINEAIRES 5

1.1.2 Quelques exercices

Exercice 1.1 (Classique). Soit Q[v2] = {a+bv2 € R (a,b) € Q}. Montrer
que Q[ﬂ] est un Q-espace vectoriel de dimension 2.

On vérifie aisément que Q[v/2] est un Q-sev de R. Il est engendré par 1 et v/2,
donc de dimension au plus 2. Ces deux vecteurs sont linéairement indépendants sur
Q car /2 est irrationnel. Il s’ensuit que dimg @[\/ﬁ] =2.

Exercice 1.2 (Classique, Gourdon exo 2 p112). Soit E = C°(R,R). On
note fy:x € R M € R. Mq les (fx)acr forment une famille libre de E.

Supposons qu’il existe une combinaison linéaire finie telle que pour tout x € R,

n n
Zaif& (z) = Zaie)‘ﬂ =0,
i—1 i=1

avec ay,...,a, € R. On souhaite montrer qu’on a nécessairement a; = --- = a,, = 0.
On peut dériver j fois cette égalité, 0 < j < n —1, et évaluer en x = 0 pour obtenir
un systéme linéaire de Vandermonde

V... \)la] = 0.

La conclusion résulte donc de I'inversibilité de la matrice de Vandermonde lorsque
les A; sont deux & deux distincts. [Voir également Gourdon exo 2 pl112.]

Exercice 1.3 (Cours). Soit E le C-espace vectoriel des fonctions f : R — C
continues et 2m-périodiques. Montrer que la famille e; : 0 €0 est une
famille infinie libre de vecteurs de E. Est-elle génératrice ?

On peut reprendre 'argument de I'exercice précédent pour montrer que la fa-
mille est libre. Elle n’est pas génératrice au sens algébrique du terme (il faudrait
que toute fonction soit combinaison linéaire finie des e;), mais elle 'est au sens
Hilbertien comme I’indique le théoréme de Dirichlet sur la convergence des séries
de Fourier.
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Exercice 1.4 (Cours). Soit S l’ensemble des solutions dans R de ’équation
différentielle
y" — 3y +2y=0.

Montrer que S est un espace vectoriel de dimension deux sur R dont on
donnera une base.

L’équation caractéritique de cette équation différentielle linéaire du second ordre
est X2 —3X +2 = 0 qui admet pour solutions simples X = 1 et X = 2. On en
déduit que f: 2 € R+ e* € Ret g: 2 € R+ e?* € R forment une base de I’espace
des solutions.

Rappelons comment justifier cette assertion. Une méthode canonique consiste &
se ramener & une équation linéaire d’ordre 1 vectorielle et & utiliser I'’exponentielle
de matrice. On va ici procéder "a la main". Il est facile de s’assurer que I’ensemble
des solutions est un un sous-espace vectoriel de I’espace C*°(R,R), le probléme est
de calculer sa dimension. Soit y une solution et considérons z(t) = y(t)e~*. On
vérifie par la formule de Leibnitz que

t t /

=y —y)e =

" ", —
S = t

=y'et — e fye Tt = 3y —2y)e Tt — 2 e 4 ye

Posons a présent w = z’e~". Il vient w’ = (2/—2')e™" = 0, donc w est constante.

On en déduit 2/(t) = ae’ puis z = ae’ + b donc y(t) = ae? + be' = ag + bf.

Exercice 1.5 (Entrainement). Soit f € L(E). Montrer que

Ker f @ Im f=F <= Imf = Imf~.

On observe que Ker f = Ker f? <= Im f = Im f?, du coup on va montrer

que
Kerf@®Imf=F<+= Kerf= Ker f%

Supposons que z € Ker fNIm f. Soit z tel que f(z) = z. Alors f2(z) = f(x) =
0, donc z € Ker f2 = Ker f, donc 0 = f(z) = 2. On en déduit que Ker f et Im f
sont en somme directe. Comme dim Ker f 4+ dim I'm f = dim E, on en déduit que
KerfelImf=EFE.

Réciproquement supposons Ker f @ Im f = E. Soit x € Ker f?, alors f(x) €
Ker f N Im f donc f(x) = 0, i.e. ¥ € Ker f. Ainsi Ker f2 C Ker f, 'inclusion
réciproque étant toujours vérifiée.

Exercice 1.6 (Classique). Soit F,G C E deuz sevs. Montrer qu’il existe
feL(E) tel que Ker(f)=F et Im(f) =G ssi dim F + dim G = dim E.
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La condition dim F+dim G = dim E est nécessaire puisque pour tout f € L(E),
dim Ker(f) + dim Im(f) = dim E. On suppose réciproquement cette condition
vérifiée. Soit H un supplémentaire de F', il est donc de méme dimension r que G.
On note {hy,...,h.} et {g1,...,9.} des bases de H et G. Tout vecteur = de E se
décompose de fagon unique en x = zp + Z;Zl Ajhj, avec A\j € K et zp € F. On
deéfinit f € L(E) par

flzr+ Z)\jhj) = Z)\jgj.
=1 j=1

On vérifie aisément que Ker(f) = F et Im(f) = G.

Exercice 1.7 (Cours / Théoréme des noyaux). Montrer que si Py, ..., P, €
K[X] sont premiers entre eux, alors

Ker(Py---P)(f) = ®j_

On note F; = Ker P;(f). Il suffit, par récurrence, de traiter le cas r = 2 : en
effet, si F; est en somme directe avec Fo @ --- @ F,., alors les sevs F1,..., F, sont
en somme directe (vérifiez que vous savez rédiger cela).

On a toujours Ker(PyP2)(f) C Ker Pi(f) et Ker(PyP)(f) C Ker Py(f), donc
Ker(P1P)(f) C Ker Pi(f)+ Ker Pa(f). Les polynomes P;, P, sont premiers entre
eux ss'il existe A, B € K[X] tels que AP; + BP, = 1. Il s’ensuit pour tout z € F,

A(f) e P(f) (@) + B(f) o Po(f)(x) = .

Six € Ker Pi(f)NKer Py(f), on en déduit que 2 = 0, i.e. Ker Pi(f) et Ker Py(f)
sont en somme directe. De plus si z € Ker(PiP)(f) alors A(f) o Pi(f)(x) €

Ker Py(f) car By (f)(A(f) o Pr(f)(2)) = A(f) o (P1P2)(f)(2) = 0. De méme B(f)o
Py(f)(x) € Ker P(f), donc Ker Py(f) ® Ker Py(f) C Ker(P1P)(f).

Exercice 1.8 (Classique, Gourdon pl15). Soit E un K-ev et f € L(E).
1) Mq f est une homothétie ssi pour tout x € E, I\, € K tq f(x) = A\yz.

2) Mq f est une homothétie ssi f commute avec tous les endomorphismes.

1) Soit x,y deux vecteurs linéairement indépendants (si n = 1, l'exercice est
trivial). On observe que

Mx)z +Ay)y = f(x) + fly) = flz +y) = Mz +y)z+ Mz +y)y,

donc A(z) = Az + y) = A(y). De méme A(tx) = A(z) pour tout ¢ € K*, donc
A(z) = X est constante, i.e. f est une homothétie.

Voir également Gourdon Proposition 3 p115.
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2) On observe que pour tout z, il existe A(z) € K tel que f(z) = A(z)zx.
Sinon x et f(x) sont linéairement indépendants; on les compléte en une base
{z, f(z),e3,...,en} et on définit 'endomorphisme g tel que g(f(z)) = = et g(x) =
g(ej) = 0 pour 3 < j < m. On obtient une contradiction car go f(z) = # 0 =
f o g(x). La conclusion résulte de la question précédente.

Exercice 1.9. [Entrainement / 2éme épreuve 2016/ Soit E = [*°(R) ’espace
des suites réelles bornées muni de Noo(x) := sup,en |Zn|. On considére

c:xelb—yek

définie par y, := xni1, le "décalage a gauche”.
1) Montrer que o € L(E) est surjectif mais pas injectif.
2) Montrer de méme que le décalage a droite est injectif mais pas surjectif.
3) Calculer la norme d’opérateur de ces deux endomorphismes.
4) Calculer les composés de ces deuz décalages.

[Cet exercice est au coeur de la partie III de la deuxiéme épreuve écrite de 2016.]
1) L’application o est clairement un endomorphisme de F : elle vérifie o(0) = 0,

o(Ax) = Ao(z), o(x +y) = o(x) + o(y) et 'image d’une suite bornée est bornée.
Etant donnée une suite y € E, la suite x définie par

ro=0et z, =9y,_1 pourn>1

appartient a E et vérifie o(z) = y, donc o est surjectif. Notons que l'on a encore
o(a’) =y si ' désigne la suite obtenue en remplagant g par 1. En particulier

o((1,0,...,0,...)) =0,
donc o n’est pas injectif. Son noyau est la droite engendrée par (1,0,...,0,...).
2) On note 7 le décalage a droite, tel que
T(z0,21,...) = (0,20, 21, .. .).

Pour que 7 soit un endomorphisme, on est obligé de mettre 0 sur la premiére
coordonnée. On obtient bien ainsi un endomorphisme injectif de F, mais son image
est ’hyperplan des suites bornées dont la premiére coordonnée vaut zéro : 7 n’est
donc pas surjectif.

3) Le décalage a droite préserve la norme ||7(x)|| = ||x|| tandis que ||o(z)|] <
|||, avec inégalité stricte si |zo| > sup,>; |7;|, mais égalité par exemple pour la
suite constante égale a4 1. On en déduit que

Il = [llel] = 1.
4) On vérifie que o o 7 = Id tandis que
Too(x) = (0,21,x9,...)

est la projection sur Imr.
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1.2 Dualité

Etant donné E un espace vectoriel sur un corps K, on note tradition-
nellement E* le dual de E=l’ensemble des formes linéaires sur E, i.e. les
applications linéaires f : E — K a valeurs dans K (I'unique e.v. sur K de
dimension 1).

Lorsque E est de dimension infinie, on s’intéresse plutét au dual topolo-
gique, i.e. 'ensemble des formes linéaires continues. Dans votre programme
5.6, on se restreint au cas de dimension finie.

Exercice 1.10 (Cours). Soit ey1,...,e, une base d'un Ke.v. E. Montrer
qu’il existe des formes linéaires uniques f1,..., fn € E* telles que
fi(ej) = bij.

On en déduit en particulier que dim F = dim E*. La base (f;) est notée
(e) et s’appelle la base duale de la base (e;).

Exercice 1.11 (Entrainement). Soit E un K-ev de dimension finie et x,y €
E deux vecteurs distincts. Montrer qu’il existe une forme linéaire f € E* telle

que f(x) # f(y).

Si z,y sont linéairement indépendants, on compléte z,y, e3, ..., e, en une base
de E. Une forme linéaire est entiérement déterminée par les valeurs qu’elle prend
sur une base, on considére donc f 'unique élément de E* telle que f(x) = 1 et
fy) = f(es) =--- = flen) = 0.

Si x,y sont liés, on peut supposer (quitte a interchanger les roles de x,y) qu’il
existe 1 # X € K tel que y = Az. On compléte z,es, ..., e, en une base de E. On
considére I'unique élément f € E* telle que f(x) =1 et f(es) == f(en) =0. 11
vient alors f(y) = A # 1 = f(x).

Exercice 1.12 (Cours/Classique). Soit E un K-ev de dimension finie. On
note E* son dual et E** = (E*)* le bidual.
1) Montrer que Uapplication ® : E — E** définie par

O(x): feEE - f(z)e K

est un isomorphisme.

2) Lorsque E est de dimension infinie, montrer que E s’injecte canoni-
quement dans le bidual, et donner un exemple ot il y a inclusion stricte.
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1) L’application ® est une application linéaire entre deux espaces vectoriels de
méme dimension. Il suffit donc de montrer qu’elle est injective pour obtenir que
c’est un isomorphisme. Or

B(z) =0€ B & f(z) =0, Vf € E*.

On en déduit que z = 0 (Pexercice précédent a montré comment fabriquer une
f € E* telle que f(xz) =1 si x n’est pas nul).

2) L’argument ci-dessus reste valable pour montrer que ® est injective en di-
mension infinie (il faut cependant utiliser le théoréme de la base incompléte qui
fait appel & 'axiome du choix). Il n’est par contre pas clair a priori que ® soit
surjective. L’application ® est dite canonique (elle est indépendante du choix de
bases). On dit que E est réflexif lorsque @ est surjective. L'espace E = C°([0, 1], R)
est un exemple d’espace non réflexif.

Exercice 1.13 (Entrainement).
Soit E un K-ev de dimension n, x1,...,xn € B et f1,...,fn € E*. On
suppose que

det[fi(a:j)] 75 0.
Mg (uy,...,uy) est une base de E et (fi,..., fn) est une base de E*.

Supposons que les x1,...,x, ne forment pas une base de E. Quitte a changer
lordre, on peut supposer qu’il existe Ag,..., A\, € K tels que z; = Z?:z Ajzg. 1
s’ensuit que pour tout 1 < i <n,

fi(xr) = Z)\jfi(xj),

i.e. la premiére colonne est combinaison linéaire des (n — 1) colonnes suivantes. Il
s’ensuit que le déterminant est nul.

Supposons a présent que les fi,..., f, ne forment pas une base de E*. On
montre de fagon similaire que les lignes de [f;(x;)] sont liées, d’ou det|[f;(z;)] = 0.

Exercice 1.14 (Classique). Montrer que tout hyperplan de M (n,R) contient
des matrices inversibles.

Rappelons qu’un hyperplan est le noyau d’une forme linéaire. Les formes li-
néaires sur M (n,R) sont du type M +— Tr(AM), pour une matrice A € M(n,R) (cf
premiére feuille d’exercices), 'hyperplan sécrit ainsi

Ha = {M € M(n,R); Tr(AM) = 0}.
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Si Tr(A) = 0, la matrice identité appartient & H 4. On suppose donc que Tr(A) #
0. On peut effectuer un changement de base pour se ramener & une matrice A qui
est triangulaire supérieure, quitte & travailler (temporairement) sur C.

Si au moins deux éléments diagonaux de A sont non nuls, on peut trouver
une matrice M = Diag(A1,...,A\n) € Ha qui est diagonale et inversible. En ef-
fet la condition d’inversibilité impose A; # 0, tandis que la condition linéaire est
E?:l ay; A = 0. Si tous les éléments diagonaux de A sont nuls, H 4 contient toutes
les matrices diagonales, en particulier celles inversibles dont les éléments diagonaux
sont tous non nuls.

Il reste a traiter le dernier cas ol seul un élément diagonal est non nul, disons
a11 # 0, tandis que a;; = 0 pour 2 < 4 < n. On fabrique dans ce cas une matrice

inversible par blocs : le premier bloc de taille 2 de A est du type { 1

0 0 } sans perte

. . . 1
de généralité, on peut donc prendre une matrice dont le premier bloc est { (1) 0 }

et dont le reste est diagonal avec (par exemple) des 1 sur la diagonale.

Une approche alternative consiste & raisonner sur le rang de A et a se ramener
4 une matrice A diagonale qui n’a que des 1 et des zéros sur la diagonale.

Etant donné A C E, on note
At = {f € E*; f(x) =0 pour tout x € A}.
C’est un s.e.v. de E* appelé orthogonal de A. Si B C E*, on note
B°:={x € E; f(x) =0 pour tout f € B}.
C’est un s.e.v. de E appelé orthogonal de B.

Exercice 1.15 (Cours). Soit E un K-e.v. de dimension finie, F' sev de E
et G sev de E*. Montrer que

1) dim F + dim F+ = dim E et (F+)° = F.

2) dim G +dim G° = dim E et (G°)* = G.

Exercice 1.16 (Entrainement).
Soit E un K-ev et ¢1,...,0p, € E*. Montrer que

vz e B (p1(x),...,0p(x)) € KP
est surjective si et seulement st les (pj) sont linéairement indépendantes.
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Soit u € L(FE) un endomorphisme d’un K-e.v. Il induit un endomor-
phisme u* de E* (que I'on note également u), le transposé de u, défini par

u* i feEFE"— fou€e E".

Exercice 1.17 (Cours). Montrer que
1) w et u* ont méme rang.

2) Im(u*) = (Keru)*

3) Ker(u*) = (Imu)™*.

4) La matrice de u* dans la base duale B* est la transposée de la matrice
de u dans une base B.

5) Un sev F de E est stable par u si et seulement si FL est stable par
u*.

1.3 Systémes linéaires

Peu de choses & vous rappeler ici si ce n’est que vous devez absolument
connaitre la méthode du pivot de Gauss.

Exercice 1.18 (Entrainement). Résoudre le systéme linéaire

T1+ 2090 — 3 = 1
2r1 4+ dxo+x3 = 1
1+ 3x9 + 523 = -—1

Il y a une solution unique,
x1=2/3, 15 =0 et z3 = —1/3.

Exercice 1.19 (Entrainement). Calculer l'inverses de la matrice

1
A= 2
3

S U

7
8
9
par la méthode du pivot de Gauss et via le calcul des cofacteurs.
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On obtient par chacune des méthodes
—3/2 1 1/6

At=1| 1/3 1/3 -1/3
1/6 —1/3 1/6

Exercice 1.20 (Entrainement). Résoudre le systéme linéaire

T+ 2x0 —x3 = a
21 +dbxro+x3 = 1
r1 +4x9+5x3 = -1
T1+x9 — 33 = 0

On discutera selon la valeur du parameétre a € R.

Exercice 1.21 (Entrainement). Résoudre le systéme suivant,

P25 = 1
ehf212 = 9
$2y225 = 3

ol x, y et z sont des 1éls positifs.

13
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Chapitre 2

Matrices et Déterminants

2.1 Matrices

2.1.1 Ce qu’il faut savoir

On se donne K un corps de base (le corps des nombres réels R, celui des
nombres complexes C, trés rarement celui des rationnels, un corps fini, etc).

On note My, ,(K) I'ensemble des matrices & n lignes, p colonnes et a
coefficients dans K. C’est un K-ev lorsqu’on le munit des opérations fonda-
mentales, addition de deux matrices et multiplication par un scalaire.

On peut également multiplier une matrice de M, ,(K) et une matrice de
M, 4(K), en particulier on peut toujours multiplier deux matrices carrées.
On note M, (K) (ou bien M (n, K)) cet ensemble qui a du coup une structure
de K-algébre. On note GL(n, K) 'ensemble des matrices carrées inversibles.
C’est un groupe pour cette multiplication, appelé groupe linéaire. C’est sans
aucun doute un des groupes les plus importants, il faut donc bien connaitre
certaines de ses propriétés.

Voici une liste non exhaustive de notions que vous devez maitriser et qui
interviennent dans les exercices & venir :

— la notion de matrice d'un endomorphisme;

— la transposée d’une matrice;
la base canonique F;; (et les produits de deux telles matrices) ;
le rang (via les vecteurs colonnes ou les lignes par exemple) ;
— la trace (c’est une forme linéaire trés spéciale sur M(n, K));
— la notion de matrices équivalentes et surtout de matrices semblables ;
— les projecteurs et les symétries.

2.1.2 Quelques exercices

Exercice 2.1 (Entrainement).

15
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010
1. Soit J=1|0 0 1 |. Calculer J* pour k > 0.
0 00

010
2. Calculer P* pour k>0, 00 P=|0 0 1
1 00
111
3. Soit@Q= 1|1 1 1 |. Calculer Q¥ pour k > 0.
111
o011
1) Il vient J2=| 0 0 0 | et J* =0 pour k> 3.

0 0 O
0 0 1
2) Il vient P3¢+l = p P3k+2 =1 1 0 0 | et P? =1d.
010

3) On obtient @? = 3Q. Une récurrence donne alors Q" = 3"~ 1Q.

Exercice 2.2 (Entrainement). Soit A € M, (R) telle que
A% 4+ 3A% 4+ 1d = 0.
Montrer que A est inversible et calculer son inverse en fonction de A.

La relation algébrique montre que 0 ne peut pas étre valeur propre de la matrice
A, elle est donc inversible et son inverse est donné par A=! = —A? — 3A.

Exercice 2.3 (Cours). Soit E un ev de dimension finie et p € L(E) un
projecteur, i.e. tel que pop = p.

1) Montrer que Kerp ® Ker (p—Id) = E.

2) Montrer qu’il existe une base dans laquelle la matrice de p est diago-
nale, constituée uniquement de 0 et de 1. En déduire que rang(p) = Tr(p).

1) Observons que z € E se décompose en z—p(x)+p(z) avec p(x) € Ker (p—Id)
et x—p(x) € Kerp puisque p(p(z)) = p(z). Ces deux noyaux sont en somme directe
puisque X et X — 1 sont premiers entre eux.

2) Il suffit de prendre la réunion d’une base de Ker p et d’une base de Ker (p —
Id). Le nombre de 1 est la dimension de Ker (p — Id) = I'mp, c’est aussi le rang et
la trace de p.
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Exercice 2.4. Soit E un ev de dimension finie et s € L(E) une symétrie,
i.e. telle que sos = Id.

1) Montrer que Ker (s + Id) ® Ker (s — Id) = E.

2) Montrer qu’il existe une base dans laquelle la matrice de p est diago-
nale, constituée uniquement de —1 et de 1.

Exercice 2.5 (Classique).
Soit A€ M(n,K) telle que AB= BA, VB € M(n, K).
1) Montrer que A est une homothétie, i.e. il existe X € K tel que A = \Id.
2) Méme question en supposant uniquement AB = BA, VB € GL(n, K).

1) On peut utiliser les matrices E,, de la base canonique de M (n, K) pour tester
la relation AE,, = E,qA. Il est utile de savoir calculer les produits E;; Epq = 0, Eiq-
En décomposant A = Zij a;; E;j;, il vient ainsi

AEp, = Z aijEijEpq = Z aipliiq = Z aqjEpj = EpqA.
ij i J
On en déduit a;, = 0si ¢ # p et a; = ajj.
2) On se raméne a la question précédente en observant que les matrices in-
versibles forment un sous-ensemble dense quitte & travailler dans une extension de
corps.

Exercice 2.6 (Entrainement).
Soit M € M (n, K) une matrice de rang 1. Montrer que M? = Tr(M)M.

Le noyau d’une telle matrice est de dimension n — 1. Si sa trace est non nulle,
la matrice est diagonalisable et le calcul de M? est immédiat dans une base diago-
nalisante.

Si la trace est nulle, on peut trigonaliser M et se ramener & une matrice sem-
b1a2ble M’ qui n’a que des zéros, sauf pour mj, = 1 (pourquoi?). On en déduit
M* =0.

Exercice 2.7 (Classique).
Soit A,B € M(n,R) deur matrices semblables sur C. Montrer qu’elles
sont également semblables sur R.

Soit P = R+iS € GL(n,C) telle que PA = BP, avec R = R(P) et S = S(P).
En identifiant parties réelles et parties imaginaires, on observe que RA = BR et
SA = BS. 1l s’ensuit que

(R+tS)A = B(R +1t5)
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pour tout ¢t € R. Il existe nécessairement un ¢t € R tel que la matrice R + tS est
inversible, car le polynome x(t) = det(R + ¢S) n’est pas nul en ¢t = i.

Exercice 2.8 (Classique).
Soit p : M(n, K) — K une forme linéaire.
1) Montrer qu’il existe une unique A € M(n, K) telle que

o(M)=Tr(AM), VM € M(n, K).

2) Montrer que si o(XY) = (Y X) pour tout X,Y € M(n,K), alors ¢
est proportionnelle & la trace.

Voir Exercice 3 p132 dans le Gourdon.

Exercice 2.9 (Francinou Algebre 2, 2.28). Soit A € M(n,K) telle que
Tr(AF) =0 pour 1 < k < n. Montrer que A™ = 0.

On trigonalise A (quitte a travailler dans une extension de corps) et on note
Al,..., Ay ses valeurs propres. Les hypothéses indiquent que pour tout 1 < k < n,

Tr(A¥) =) A =o0.
=1

On peut regrouper ces valeurs propres en groupe de valeurs propres deux a deux
distinctes pour conclure (par 'absurde) que A\; = --- = A, = 0. Il s’ensuit que A
est nilpotente, donc A™ = 0.

Exercice 2.10 (Classique). Soit A, B € M(n, K) telles que AB— BA = A.
1) Montrer que pour tout j € N,

A'B — BAY = jA.

2) Montrer que A est nilpotente.
3) Donner un exemple de telles A, B pour n =2 avec A # 0.

1) On raisonne par récurrence en observant que
AITIB - BATY = A{A’B — BA7} + (AB — BA)A? = jATT! + AT+
2) On considére ’endomorphisme

d:AeMn,K)— AB— BA € M(n, K).
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Par hypothése A7 est un vecteur propre de ® associé a la valeur propre j pour
tout 7 € N, & moins que Ai = 0. Comme le nombre de valeurs propres est fini
(< n?), on en déduit que A™ = 0, donc A est nilpotente.

0 0 0 1

3) On peut prendre par exemple A = { 01 } et B = [ 00 }

Exercice 2.11 (Francinou Algebre 2, 3.1).
1) Mq les transvections Id+\E; ;, i # j et X\ € K*, engendrent SL(n, K).

2) Mq les transvections et les dilatations engendrent GL(n, K).
3) Montrer que GL(n,R) n’est pas conneze. Qu’en est-il de GL(n,C) ¢

1) On observe qu'une transvection est inversible, de déterminant 1, avec
(Id+ AE; ;) - (Id — \E; ;) = Id,

donc I'inverse d'une transvection (Id + AE; ;)~' = Id — AE; ; est une transvection.
Tout produit de transvections est de déterminant 1 également.

On note a présent que multiplier & gauche (respectivement & droite) une matrice
A € SL(n, K) par Id+ AE; ; revient a faire subir a A la transformation élémentaire
C; — Cj + AC; (respectivement L; — L; + AL;).

Un résultat de cours (c’est plus ou moins l'algorithme de Gauss) assure que de
telles opérations élémentaires sur les colonnes, puis sur les lignes, permettent de
transformer toute matrice de déterminant 1 en l’identité, i.e.

T, - T,AS,---S, = Id,

on en déduit que A =T, ---T{S/---S] est un produit de transvections.

2) On se raméne a la question précédente en utilisant une matrice diagonale
pour ramener le déterminant a 1.

3) GL(n,R) contient (au moins et en fait) deux composantes connexes, puisque
I'image du déterminant det : GL(n,R) — R* a deux composantes connexes. Cet
argument ne s’applique pas & GL(n,C) car C* est connexe. De fait GL(n,C) est
connexe, il suffit en effet de déformer continument n’importe quelle matrice A €
GL(n,C) sur Id. Si A appartient a SL(n,C), on peut utiliser la décomposition de
la question 1,

A= (Id+ME; ;) - (Id+ NE;, j,)

et considérer, pour 0 <t <1
A(t) = (Id +t\Es, j,) - (Id +tAE ).

On obtient ainsi un chemin continu de matrices dans SL(n,C) tel que A(0) = Id
et A(1) = A. Lorsque det A = re?® # 1, on commence par considérer le chemin

. A
_ _ isf
s€[0,1]— B(s) = (1 —s+sr)e Jotd € GL(n,C)
qui déforme continument A = B(1) sur B(0) € SL(n,C).
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2.2 Déterminants

2.2.1 Ce qu’il faut savoir

Définition. Soit E un K-espace vectoriel de dimension n. Alors I'espace des
formes n-linéaires alternées sur K est de dimension 1, i.e. elles sont toutes
proportionnelles. On fixe la constante de proportionnalité en imposant & une
telle forme (non nulle) de valoir 1 sur une base B de E : c’est le déterminant
(relatif & cette base)

Lorsque E = K™, on appelle déterminant (par rapport a la base cano-
nique) 'unique forme n-linéaire alternée qui prend la valeur 1 sur la base
canonique. Si on écrit les vecteurs les uns a la suite des autres en colonne,
on obtient ainsi la définition du déterminant d’une matrice carrée.

Formulaire. Il faut connaitre (et savoir démontrer) les formules suivantes :
— det(AB) = det Adet B; det' A =det A;
- A€ GL(n,K) ssi detA # 0 et alors detA 1= (det 4)7!

— det [ Z Z ] = ad — bc; Regle de calcul de Sarrus (n = 3) :

— Attention! det(AA) = A" det A...
et surtout la trés jolie (et utile) formule

det A = Z ala(l Ano(n)>
UES'IL

ou S, désigne le groupe symétrique (des permutations sur n éléments).

Cofacteurs. On note traditionnellement A; ;(A) le déterminant de taille n—1
calculé a partir de A en effacant la ligne i et la colonne j. On appelle cofacteurs
d’ordre (i,j) le scalaire (—1)"/A; ;(A) et comatrice Com(A) la matrice des
cofacteurs. L’intérét de ces notions réside dans les observations suivantes :

i) Formule de Laplace :

n

det A = Z A j(A) =D (1) a0 5(A).

J=1

Dans la premiére égalité, on a développé le déterminant par rapport a la
7€ colonne, dans la deuxiéme, on a développé par rapport a la i¢"*¢ ligne.

ii) Calcul de I'inverse : si A est inversible, alors

1 t
L= _——— Com(A).

Lorsque A n’est pas inversible, on a tout de méme la relation trés utile

A'Com(A) = det A - Id.
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Polynome caractéristique. C’est le polyndme unitaire de degré n défini par
XA(t) :=det(tId — A).

Attention, certains auteurs considérent plutot det(A — t1d). Ses racines sont
les valeurs propres de A . Lorsque n = 2, il vient

xA(t) =t* —trAt + det A.

Comme ’espace vectoriel M (n, K) est de dimension n?, la matrice A est
racine d’un polynéme de degré < n? (pourquoi ?). Le remarquable Théoréme
de Cayley-Hamilton assure qu’elle annule en fait un polynome de degré n,

xa(A) =0.

Il existe de nombreuses démonstrations de ce résultat, certaines trés élé-
gantes mais également un peu dangereuses si on ne les maitrise pas bien a
loral...La plus laborieuse (mais la plus fiable si vous la travaillez bien) est
via la réduction des endomorphismes.

On appelle polynéme minimal le polynéme unitaire de plus bas degré
qui annule la matrice A. Une matrice est diagonalisable ssi son polynéme
minimal n’a que des racines simples. Une traduction pratique de ce résultat
fondamental est qu’une matrice est diagonalisable ssi elle est annulée par
un polynéme qui n’a que des racines simples (ce n’est pas nécessairement
son polynéme minimal). Par exemple un projecteur (resp. une symétrie) est
diagonalisable car il est annulé par X2 — X (resp. X2 —1).

2.2.2 Quelques exercices

Exercice 2.12 (Entrainement). Calculer le déterminant des matrices

S T
© 0
)
~
™
Il
SO O O
SO O = O N
S O O W
= N oo Ut ©
e =

On peut calculer le premier déterminant en utilisant la régle de Sarrus, on
obtient det A = 0. Pour le deuxiéme on développe (trois fois) par rapport a la
premiére colonne, il vient det B = —4.
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Exercice 2.13 (Francinou Algebre 2, 1.10).  Calculer le déterminant de
Vandermonde

1 .. 1

ai Qp

Viay,...,ay) :=det )
a711—1 CLZ_I

C’est un grand classique (présent dans tous les ouvrages) que vous devez abso-
lument connaitre. On procéde par récurrence. L’initialisation (n = 1) ne pose pas
de difficulté, on suppose ’hypothése satisfaite au rang n — 1 (n > 2) et on note
P(z) =V(a1,...,an—1,2). C’est un polynéome en = de degré (n—1) comme on peut
s’en convaincre en développant le déterminant par rapport & la derniére colonne. Il
admet aq,...,a,_1 comme racines, donc

Plz)=clz—a1) - (x —an-1),

otll ¢ est le coefficient dominant. Celui-ci est le coefficient de ™!, il s’obtient en
développant le déterminant par rapport & la derniére ligne et par rapport a la
derniére colonne, on observe que ¢ = V(ay,...,a,—1). Ainsi

V(al, e ,an) = V(al, ceay &n_1)(an — al) s (an — an_1) = H1§i<j§n(aj — ai).

Exercice 2.14 (Francinou Algébre 2, 1.24).
Soit A€ M(n,K) et B= ComA. Montrer que rang(B) € {0,1,n}.

On utilise la formule
AfComA = det A1d.

i) Si A est inversible, il en est de méme de ComA et réciproquement, donc
rang(A) = n < rang(B) = n.
ii) Observons que rang(A) < n — 2 ssi tous les cofacteurs sont nuls, donc
rang(A) <n —2 < rang(B) = 0.

iii) Supposons enfin rang(A) = n — 1. Il y a au moins un cofacteur non nul,
donc rang(B) > 1. Par ailleurs AB = 0 avec rang(A) = n — 1 donc rang(B) < 1.
Ainsi

rang(A) =n —1%< rang(B) = 1.

Voir également Gourdon Exo 11 p146.
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Exercice 2.15 (Classique). Calculer le déterminant de la matrice
bJ + (a —b)Id
ou J désigne la matrice dont tous les coefficients valent 1.

On note e; les vecteurs de la base canonique et v = Z?Zl e;. On observe que
det(bJ + (a — b)Id) = det((a — b)ey + bu, ..., (a — b)e, + bv).

On développe par n-linéarité en observant que le déterminant est nul si on garde
deux fois le vecteur v, il vient ainsi

det(bJ + (a — b)Id)
= (a—b)"det(ey,...,e,) +bla—b)""* Zdet(el, ey €1,V )
i=1

= (a—b)"+nbla—b)"""=(a—0b)""'a+ (n—1).

Exercice 2.16 (Entrainement). Soit

1 4 2
M=]0 -3 -2
0 4 3

1) Calculer le polynéome caractéristique de M .
2) Calculer les sous-espaces propres de M.

3) En déduire la valeur de M™ pour tout n € N.

1) Un calcul direct montre que x(X) = (X — 1)3(X +1).

2) On vérifie que le sous-espace propre Fj associé a la valeur propre 1 est de
dimension deux, engendré par f; = e; et fo = es —2e3, tandis que E_1, celui associé
a la valeur propre —1 est de dimension un, engendré par f3 = e; — eg + e3.

3) On note P la matrice de passage de la base canonique a la base de vecteurs
propres {fi, f2, f3}. Il vient M = P - Diag(1,1,—1) - P~! avec

1 0 1
P=|(0 1 -1
0 -2 1

On en déduit M"™ = P-Diag(1,1,(—=1)")- P~ donc M?" = Id et M?"+! = M.
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Exercice 2.17 (Cours). Soit M € M(n,Z). Montrer que M est inversible
dans M (n,Z) ssi det M € {+1}.

Si M est inversible dans M (n,Z) alors M~! € M(n,Z) donc det M~! =
(det M)~! € Z, ot det M = *1.
Réciproquement les cofacteurs de M sont des entiers. Si det M = =+1, alors
(det M)~ € Z donc
M~' = (det M)~ *ComM € M(n,Z).

Exercice 2.18 (Entrainement). Soit N une matrice nilpotente. Montrer que

det(Id + N) = 1.

Exercice 2.19 (Classique).  Calculer le déterminant de Cauchy

1 1

a1+b1 " ai+tbn
C(ay,...,an,b1,...,by) :=det : : :
1 1

an+b1 e an+bn
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2.3 Exponentielle de matrice

Voici une compilation d’exercices portant sur la notion d’exponentielle
de matrices. Les exercices sont tirés des recueils autorisés suivants :

— Algébre, 2e édition par X.Gourdon.

— Algebre linéaire, 2e édition par J.Grifone.

— FExercices corrigés posés aux oraux X-ENS, par E.Leichtnam et X.Schauer.

2.3.1 Deéfinition, calculs

Exercice 2.20. Soit (E, N) un espace vectoriel normé. Montrer que c’est un
Banach si et seulement si toute série absolument convergente est convergente.

Exercice 2.21. Soit A € M(n,C) et N une norme d’opérateur sur M (n,C).

Montrer que la série ), % est absolument convergente et que
A™ N(A)™
N X =2
n>0 n>0
Exercice 2.22. On considére la matrice
1 0 0
A= 1 -1 0
-1 2 -1

1) Calculer les sous-espaces propres et caractéristiques de A.

2) Montrer que A est semblable a la matrice

1 0 0
B=|0 -1 1
0 0 -1

3) Calculer exp B et exp A.

Exercice 2.23. Soit A € M(n,C). Montrer qu’il existe un polynéme P €
C[X] de degré < n tel que e = P(A).

Exercice 2.24. Soit A € M(2,C) qui admet deuz valeurs propres distinctes
a # b. Montrer que
4 et —eb ae’ — be?

= A 1d.
€ a—>b + a—>b

Donner une formule pour e lorsque a = b.

Exercice 2.25. Soit Jy € M(n,R) la matrice triangulaire supérieure dont
les €léments diagonaux sont égaur a A, ceur au dessus de la diagonale sont
égaux a 1, et les autres éléments sont nuls. Calculer exp(J)y).
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2.3.2 Propriétés

Exercice 2.26. Soit A,B € M(n,C) t.q. AB = BA.
1) Montrer que exp(A+ B) = exp A - exp B.
2) Indiquer un contre-exemple lorsque AB # BA.

Exercice 2.27. Soit A € M(n,C). Montrer que
det(exp A) = exp(TrA).

Exercice 2.28. Soit A € M(n,C). Soit ¢ : R — GL(n,C) une application
de classe C! telle que pour tout t € R,

¢'(t) = Ap(t).

Montrer que pour tout t € R on a ¢(t) = ¢(0)exp(tA). En déduire une
nouvelle solution de [’exercice 2.26.

Exercice 2.29. On appelle sous-groupe o un paramétre de GL(n,R) une
application continue ¢ : R — GL(n,R) telle que pour tout s,t € R,

p(s+1t) = w(s) - p(t).

Soit ¢ un sous-groupe a un paramétre de GL(n,R).
1) Que vaut p(0) ?

2) Donner la forme de ¢ si on le suppose de classe C'.

Exercice 2.30. Montrer que ’application exponentielle
exp : M(n,C) — GL(n,C)
est surjective mais pas injective.

Exercice 2.31. Est-ce que 'application exponentielle
exp : M(n,R) = GL(n,R)
est surjective ¢ injective ¢
Exercice 2.32.
1) Montrer que l’ensemble des matrices nilpotentes est connexe par arcs.
2) Montrer que GL(n,C) est connezxe par arcs.

3) Est-ce que GL(n,R) est connexe par arcs ?
4) Montrer que SL(n,R) est connexe par arcs.
Exercice 2.33. Montrer que l’exponentielle induit un homéomorphisme entre

l’ensemble des matrices symétriques réelles et celui des matrices symétriques
réelles définies positives.



Chapitre 3

Réduction des endomorphismes

3.1 Ce qu’il faut savoir

Voici une compilation portant sur les parties 5.7-8 (et 6.1) du programme.

Objectif

Etant donné un endomorphisme f d’'un K-ev de dimension n (ou une
matrice de M (n, K)), on cherche une base dans laquelle f prend la forme
la plus "simple" possible, ce qui permet a la fois de mieux comprendre cet
endomorphisme, et de mener & bien des calculs (de f7, A7 ou exp f,exp A
pour résoudre par exemple une équation différentielle linéaire) qui seraient
sinon particuliérement compliqués.

Les héros

Il faut comprendre les "invariants de similitude", c’est a dire les quantités
qui restent invariantes lorsque 'on change de base :

— les valeurs propres (vaps) : ce sont les A € K tels que Ker(f — A\d)
n’est pas réduit & {0}; il y en a au plus n, il y en a au moins une si
K =C, il peut y en avoir aucune si K = R;

— les fonctions symétriques des vaps (déterminant, trace, etc) ;

— les sous-espaces propres Ker(f — AId), ils sont en somme directe ;

— les sous-espaces caractéristiques Ker(f — AId)™ avec m suffisamment
grand (suite stationnaire), ils sont également en somme directe ;

— le polynome caractéristique x¢(X) := det(XId — f) dont les racines
sont précisément les valeurs propres;

— le polynéme minimal : c’est le polynéme unitaire de plus petit degré
qui annule f : il est de degré 1 ssi f est une homothétie.

27
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Le programme

Une liste non exhaustive de résultats a votre programme :

— x¢(f) =0 (théoréme de Cayley-Hamilton) [5.7];

— f est diagonalisable ssi P(f) = 0, P scindé a racines simples [5.7] ;

— on peut trigonaliser si x s est scindé (e.g. si K = C) [5.7];

— décomposition de Dunford (f =diag.+nilpotent qui commutent) [5.7];
— les diagonalisables sont denses si K = C [5.8];

— un endomorphisme symétrique réel est diagonalisable [6.1].

La dimension 2

C’est un excellent exercice de révision de lister de fagon exhaustive ce qui
se passe en petite dimension (distinguer K = R/K =C) :

— soit il y a 2 vaps réelles distinctes (f est diagonalisable) ;

— soit f est une homothetie (1 seule vap, diagonalisable) ;

— soit f s’écrit ds une base AL } (1 seule vap, non diagonalisable) ;

0 A
— s0it 2 vaps complexes non réelles (diagon. sur C, pas sur R) et

f:r[COSQ —sin@] ou fzr[cosﬁ sin 6 ]

sinf cosf sinf@ —cosf

3.2 Diagonalisation

Posez vous des questions!

Les endomorphismes diagonaux sont les plus simples & comprendre et a
manipuler pour les applications. On essaie donc de se ramener a ce cas en
effectuant un changement de base.

Un endomorphisme est diagonalisable s’il existe une base constituée de
vecteurs propres. Comme les sous-espaces propres sont en somme directe
(voir Exercice 1), cela revient également a dire que

éKer(f —\ild) =E.

=1

1
Le prototype d’'une matrice non-diagonalisable est [ 8 0 ] .

Il faut sans cesse vous poser des questions simples sur les notions que
vous rencontrez. Par exemple, le produit (resp. la somme) de deux matrices
diagonales est une matrice diagonale :

— En est-il de méme des endomorphismes diagonalisables ?

— L’inverse d’un diagonalisable inversible est-il diagonalisable ?

— Un endomorphisme réel diagonalisable sur C 'est-il sur R ?
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Exercice 3.1 (Cours). Soit p € L(E) un projecteur (i.e. pop =p).
1) Montrer que Ker(p) ® Ker(p — Id) = E.
2) En déduire que p est diagonalisable.

Tout provient de la décomposition = = [z — p(z)] + p(x), le premier vecteur
appartient a Ker(p), le second a Ker(p — Id).

Consultez votre cours de référence en Algébre linéaire.

Exercice 3.2 (Cours). Soit s € L(E) une symétrie (i.e. sos=s).
1) Montrer que Ker(s+ Id) ® Ker(s — Id) = E.
2) En déduire que s est diagonalisable.

Tout provient de la décomposition = = [z + s(z)]/2 + [x — s(x)]/2, le premier
vecteur appartient & Ker(s — Id), le second a Ker(s + Id).

Consultez votre cours de référence en Algébre linéaire.

Exercice 3.3 (Cours). Montrer que les sous-espaces propres sont en somme
directe.

Soit A1, ..., As les vaps d’un endomorphisme f € L(E) et E; = Ker(f—X;1d) les
sous-espaces propres correspondants. Il s’agit de montrer que I'application linéaire

p:(x1,...,x5) EEy XX Eg—> a1+, €E

est injective. Supposons que z1+- - x5 = 0. On applique f pour obtenir une nouvelle
relation linéaire \jz1 + - - - Aszs = 0. En appliquant & nouveau f plusieurs fois, on
obtient le systéme linéaire

z, =0
Asts =10

1
AT

Nl 4+ ATy =0
Celui-ci est inversible car la matrice de Vandermonde est de déterminant non nul

lorsque les \; sont deux & deux distincts.

Exercice 3.4 (Cours). Montrer que f € L(E) est diagonalisable si et seule-
ment si il annule P(f) = 0 un polynome P € K[X]| scindé a racines simples.

Supposons que f est diagonalisable, i.e. ®_; Ker(f — \;Id) = E. Le polynome
P(z) =1I;_, (X — A;) est scindé, a racines simples, et il est annulé par f. En effet
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tout © € E se décompose en x = x1 + ... + 5 avec z; € Ker(f — \;Id). On a
(f — \iId)(z;) = 0 donc P(f)(x;) = 0 pour tout 1 <4 < s, donc P(f) =0.

Réciproquement supposons que P(X) = II{_, (X — A;) soit annulé par f. Le
théoréme des noyaux assure que

E=KerP(f) = éKer(f — \Id).

i=1

Soit B une base de E obtenue en prenant la réunion de bases de chacun des Ker(f—
AiId). La matrice de f dans B est diagonale.

Exercice 3.5 (Cours). Montrer qu’une matrice symétrique réelle est diago-
nalisable en base orthonormée.

La démonstration se fait en deux temps. On commence par montrer que S
admet une valeur propre réelle, puis on montre que le supplémentaire orthogonal
du sous-espace propre est stable, pour pouvoir procéder par récurrence.

Soit A € C une valeur propre complexe de S et X € C"\ {0} un vecteur propre
complexe associé. Comme S est symétrique réelle, il vient

NIX|[? = (SX, X) = (X, 5X) = N| X[,

ot (X,Y) =37 | X,Y; désigne le produit scalaire hermitien sur C". Comme || X || #
0, on en déduit A € R, et on travaille dans la suite dans R™.

Soit F'' = Ker(S — A d) et F* son supplémentaire orthogonal pour le produit
scalaire euclidien de R™. Si z € F'* alors pour tout y € F, on obtient

<S$L’,y> = <$,Sy> = )‘<$7y> =0,

donc Sz € F*. Ainsi S induit un endomorphisme symétrique s du sous-espace
vectoriel F'+ de dimension dim F+ < n. L’hypothése de récurrence assure que s est
diagonalisable sur F- dans une base B. On obtient une base diagonalisant S, en
réunissant BL et une base de F' = Ker(S — \Id).

Exercice 3.6 (Grifone Exo 34 p206).
On suppose K = C. Soit f € L(E).
1) Montrer que si f est diagonalisable, alors f* l’est également.
2) Montrer par un exemple simple que la réciproque est fausse.
3) Montrer que si f? est diagonalisable, alors

(f diagonalisable ) <= Ker f = Ker f2.
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1) Si B ={e1,...,en} est une base de vecteurs propres pour f, i.e. f(e;) = \e;
avec \; € K, alors f%(e;) = M\e;, donc B est une base de vecteurs propres pour f2.

2) Un endomorphisme nilpotent f € L(F) d’indice 2 n’est pas diagonalisable,
pourtant f2 = 0 est diagonal dans n’importe quelle base.

3) L’endomorphisme f? est diagonalisable ssi la somme directe de ses sous-

espaces propres Ker(f? — M d) est égale a E. Pour A # 0, il résulte du théoréme
des noyaux que

Ker(f* — Md) = Ker(f —VAId) & Ker(f + VAId),

ott £v/\ désignent les deux racines de A (qui sont bien définies sur C).
Si Ker(f) = Ker(f?), on en déduit

Ker(f) @@Ker(f— VAId) ® Ker(f + VAId) = E,

A#£0

ce qui assure que f est diagonalisable. Réciproquement comme Ker(f) C Ker(f?),
cette égalité (qui équivaut & f diagonalisable) n’a lieu que si Ker(f) = Ker(f?).

Attention : on a utilisé I'existence de racines carrées sur le corps de base. La
méme preuve fonctionne sur un corps algébriquement clos, mais pas sur R. La rota-
tion d’angle 7r/2 dans R? fournit un exemple d’endomorphisme f non-diagonalisable
tel que f? = —Id est diagonal, avec Ker(f?) = Ker(f) = 0.

Voir également Grifone Exo 34 p206.

Exercice 3.7 (Gourdon Thm4 pl166).

Soit f,g € L(E) deux endomorphismes diagonalisables d’un K-ev de
dimension finie. Montrer que si fog = go f alors [ et g sont simultanément
diagonalisables.

On observe que la restriction d’un endomorphisme diagonalisable & un sev stable
est un endomorphisme diagonalisable de ce sev (assurez vous que savez le justifier).

Soit A;, 1 <@ <'s, les valeurs propres de f et F; = Ker(f — X\;Id). On observe
que F; est stable par g : en effet si x € F}, i.e. f(z) = Az, alors

f(g(z)) = g o f(z) = g(Niz) = Ag(2),

donc g(z) € F;. Ainsi g induit un endomorphisme g; diagonalisable de F;.

Soit B; une base de F; constituée de vecteurs propres de g;. dans cette base g;
est diagonal, ainsi que la restriction de f qui est une homothétie. Il s’ensuit que
B =DB;V---V B est une base de E dans laquelle f et g sont diagonalisés tous les
deux.

Voir également Gourdon Thm4 p166.
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Exercice 3.8 (Grifone exo 11 p202).
Soit f € L(F) de rang 1. Montrer que f est diagonalisable si et seulement
sa trace est nulle.

Le noyau de f est de dimension n — 1. Si la trace de f est non nulle, il y a donc
un espace propre de dimension 1 (celui associé a la trace) et un espace propre de
dimension n — 1, donc f est diagonalisable.

Si la trace de f est nulle, 0 est la seule valeur propre de f, donc f est un
nilpotent non diagonalisable puisque de rang 1.

Voir également Gourdon exo 2 p170 et Grifone exo 11 p202.

Exercice 3.9 (Gourdon exo 1 p185).
Maque lensemble des endomorphismes diagonalisables de C" est dense.
Est-ce le cas des endomorphismes de R™ ¢

Soit f € L(C™) et x(X) = mp_,(X — A¢) son polynéme caractéristique, les
racines Ay de x n’étant pas nécessairement distinctes. On choisit une base qui tri-
gonalise f et on identifie f et sa matrice M dans cette base. On considére, pour
e >0,

M. .= M + Diag(e,2e, ... ,ne),

dont le polynéme caractéristique est
Xe(X) = iy (X = A — ().

On peut trouver une suite £; — 0 de valeurs de € telles que toutes les racines de
Xe,; sont deux a deux distinctes. Il s’ensuit que M., est diagonalisable et converge
vers M, lorsque j — +oc.

Ce résultat de densité est faux dans R2. La rotation R d’angle 7/2 n’est pas
diagonalisable. Son polynéme caractéristique est ¥ = X2 + 1, dont le discriminant
est strictement négatif. Si une suite f; d’endomorphismes converge vers R, leurs
polyndmes caractéristiques x; convergent vers x. Pour j assez grand, le discriminant
de x; est donc strictement négatif, donc f; ne peut pas étre diagonalisable.

Voir également Gourdon exo 1 p185.

Exercice 3.10 (Entrainement ). Mg la matrice suivante est diagonalisable

2 0 4
A=|3 —4 12
1 -2 5
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3.3 Trigonalisation

Les nilpotents

Une matrice N € M(n, K) est dite nilpotente si N®* = 0 pour un entier
s € N. On note A I’ensemble de ces matrices.
— Vérifiez que ’ensemble A n’est pas stable pour I’addition des matrices
(pas plus que pour la multiplication) lorsque n > 2;

— Veérifiez que ’ensemble A est connexe.

— Montrer qu’une matrice nilpotente n’a que zéro pour valeur propre.
Que pensez vous de la réciproque ? sur R? sur C?

Lorsque K = C (ou plus généralement lorsque le polynéme caractéris-
tique est scindé), tout endomorphisme f se décompose de fagon unique en
f = d+ n avec d diagonalisable, n nilpotent et avec d on = nod. Il s’en-
suit que f est diagonalisable ssi n = 0. Pour bien "réduire" f, il faut savoir
réduire n.

Exercice 3.11 (Cours). Montrer par récurrence sur la dimension que tout
endomorphisme d’un C-ev de dimension finie est trigonalisable.

Soit f € L(E). Comme C est algébriquement clos, f admet une valeur propre
A1 € C. Soit F4 le sous-espace propre associé. Si Fy = E alors f est une homothétie
de rapport A1, elle est diagonale dans n’importe quelle base.

Sil <dimFE; < n, on fixe F' un supplémentaire de E, et on note 7 : £ — F
la projection sur F' parallélement & E7. On applique 'hypothése de récurrence a
I'endomorphisme g : # € F +— wo f(x) € F de l'ev F de dimension dim F' =
dim £ — dim E; < dim E. Soit Br une base de F' trigonalisante pour g, B, une
base de E; diagonalisante pour f|g, et B = Bg, V Br. La matrice de f dans la base
B est triangulaire supérieure.

Exercice 3.12 (Classique). Soit f € L(E).
1) Montrer que la suite (Ker(f7));en est croissante stationnaire.
2) Montrer que la suite (dim Ker(f/T!)—dim Ker(f7)); est décroissante.
3) Donner un exemple de f € L(R™) tel que dim Ker(f7) =j,0<j < n.
4) Exprimer des propriétés analogues sur la suite des images itérées.

Si A est une valeur propre de f, la suite j — Ker(f — AId)’ est une suite
croissante stationnaire (la dimension ne peut pas croitre indéfiniment). On
note m l'indice correspondant, le sev C = Ker(f — AId)™ s’appelle un sev
caractéristique (associé a \).

Exercice 3.13 (Cours). Mque les sevs caractéristiques sont en somme di-
recte.
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Soit C; = Ker(f — \Id)™i, 1 < i < s, les sous-espaces caractéristiques d’un
endomorphisme f. Les polynomes (X — \;)™i sont premiers entre eux, il résulte
donc du théoréme des noyaux que

KerP(f) = @ Ker(f — \ild)™,
i=1
avec P(X) =1II7_, (X — \;)™. Cela montre en particulier que les C; sont en somme
directe. [De plus cette somme directe est égale E par Cayley-Hamilton.|

Exercice 3.14 (Entrainement).
Montrer qu’un endomorphisme nilpotent est diagonalisable ssi il est nul.

Rappelons que 0 est la seule valeur propre d’un endomorphisme nilpotent. Si
un tel endomorphisme n est diagonalisable, sa matrice est nulle dans une base de
vecteurs propres, donc dans toute base, i.e. n = 0. La réciproque est claire.

Exercice 3.15 (Entrainement). Soit f € L(E) un endomorphisme nilpotent.
On note s le plus petit entier tel que f5 = 0 (l'indice de f) et s(x) le plus
petit entier tel que f5®)(z) = 0.
1) Mq pour tout x € E, s(x) < s, et qu’il existe v € E tel que s(x) = s.
2) On suppose que s = n = dim E. Soit © € E tel que s(x) = s = n.
Montrer que la famille {x, f(x),..., f"1(x)} est une base de E. Expliciter
la matrice de f dans cette base. Quel est le polyndome minimal de f ¢

3) Montrer que pour tout endomorphisme nilpotent non nul d’un ev de

1
dimension deux, il existe une base dans laquelle sa matrice est [ 8 0 ]

4) Donner un exemple dans R® d’un endomorphisme nilpotent d’indice
2. Méme question dans R* avec indice 3.

1) C’est une conséquence de la définition que s(x) < s pour tout z. Si s(z) < k
pour tout z alors f*¥ = 0, donc il existe au moins un z tel que s(z) = s.

2) Supposons qu'il existe Ag, ..., \,_1 € K tels que Z;L;()l A fi(x) = 0. Alors

n—1
0=f""" | I NF @) | =Xf" ),

=0

donc \g = 0 puisque f*~1(x) # 0. En appliquant & présent f"~2 (plutot que f*1),
on obtient de méme A\; f*~!(z) = 0, donc A\; = 0. Une récurrence permet ainsi de
montrer que A; = 0 pour tout 0 < j <n—1:la famille {z, f(z),..., Ao f" 1 (x)} est
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donc libre. Dans cette base la matrice de f est triangulaire supérieure, avec des 1
juste au-dessus de la diagonale et des zéros partout ailleurs. Son polynéme minimal
est X".

3) En dimension deux un endomorphisme nilpotent est soit nul (indice s = 1),
soit d’indice s = 2. On peut donc appliquer la question précédente pour conclure.

4) On note eq,...,e, la base canonique de R™. Pour n = 3, on considére
f € L(R3) défini par f(e1) = f(ez) = 0 et f(ez) = e;. C’est un endomorphisme
nilpotent d’indice 2. Pour n = 4, on considére

gle1) = glez) = 0 et g(ez) = ea, glea) = es.

Exercice 3.16 (Entrainement). Soit E = R, [X]| le R-espace vectoriel des
polynomes de degré au plusn et & : P € Ew— P(X)—P(X —1) € E.

1) Calculer Ker ® et Im ®.

2) Montrer que ® est nilpotent.

3) Montrer qu’il existe une base de E dans laquelle la matrice de ® n’a
que des zéros, sauf juste au dessus de la diagonale ot elle n’a que des 1.

On observe que Ker ® est constitué des polynémes constants, tandis que I'm ® =
R,—1[X]. Il s’ensuit que Im &/ = R,,_;[X] pour 0 < j < n et ®"! =0, donc P est
nilpotent d’indice n+ 1 (attention F = R, [X] est de dimension n + 1). L’existence
d’une base qui met ® sous forme de Jordan a été vue précédemment.

Exercice 3.17 (Classique). Soit E un C-ev de dimension finie et f,g €
L(E). Mque si fog=go f alors f et g sont simultanément trigonalisables.

3.4 Pot pourri

Exercice 3.18 (Gourdon exo 3 p201).  Déterminer l’ensemble des matrices
A e M(n,R) telles que A est semblable a 2A.

On peut réduire ces matrices sur C. Deux matrices semblables ont les mémes
valeurs propres, mais les valeurs propres de 2A sont les doubles de celles de A, c’est
donc que 0 est 'unique valeur propre de A qui est donc nilpotente.

Réciproquement supposons A nilpotente et observons que 2A 1’est également.
On peut par exemple réduire A sous forme de Jordan et on observe que dans une
telle base 2A a une forme similaire, avec des 2 14 ot A produit des 1. Un changement
de base diagonal permet enfin de montrer que 24 est semblable a A.

Autrement dit : ’ensemble des matrices A € M (n, R) telles que A est semblable
a 2A est 'ensemble des matrices nilpotentes.
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Voir également Gourdon exo 3 p201.

Exercice 3.19 (Gourdon Exo 1 p178). Soit f € GL(E). Montrer que f*
est un polynome en f.

Le théoréme de Cayley-Hamilton assure que f annule son polynéme caractéris-
tique dont le terme constant est ayp = £ det f # 0. On en déduit

_ 1 - 1 e a 1 ..
ft=aytf tagld = ay*f 1(—a1f—a2f2—~--—f"):—a—(l)ld—n-—a—ofL L

Voir également Gourdon Exo 1 p178.

Exercice 3.20 (Gourdon Exo 2.a p186.). Soit A € M(n,C). Montrer que
det(exp A) = exp(TrA).

On trigonalise A pour se ramener & A’ = D + N avec D = Diag(\1,...,\n)
diagonale, N triangulaire supérieure avec des zéros sur la diagonale, et DN = N D.
Il vient ¢4 = ePeN d’ou det(exp A) = det e? = exp(TrA) puisque N = Id + N’
est de déterminant 1.

Voir également Gourdon Exo 2.a p186.

Exercice 3.21 (Grifone Exo 16 p203). Soit E = C>®(R,R). Déterminer les
valeurs propres et vecteurs propres de l’endomorphisme ® : f e Ev+— g€ E
avec

1
ow) = [ e
0
Est-ce que ® est diagonalisable ?

Observons que ® est de rang 1 (tous les vecteurs images sont proportionnels
a la fonction exponentielle) et que ¢’ = g. On vérifie que 0 et 1 sont les uniques
valeurs propres. Le sous-espace propre associé a 1 est la droite engendrée par la
fonction exponentielle, celui associé a 0 est 'hyperplan

Ker(®) = {f €E; /01 e tf(t)dt = 0}.

L’endomorphisme ® est diagonalisable, c’est le projecteur sur Ker(® — Id)
parallélement & Ker ®.

Voir également Grifone Exo 16 p203.
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Exercice 3.22 (Classique). Soit E un C-ev de dimensionn et f € L(E) un
endomorphisme tel que (||f™||)nen est bornée.

1) Montrer que les valeurs propres de f sont de module < 1 et que la
partie de module 1 est diagonalisable.

1 N 4j '
2) Montrer que NI ijo f? converge vers un projecteur.

1) On peut trigonaliser f et raisonner bloc par bloc. On obtient A" sur la
diagonale, on a donc nécessairement |A\| < 1. Si le bloc n’est pas diagonalisable, on
obtient également des termes nA" ! juste au dessus de la diagonale (dans une base
de Jordan) donc |A| < 1.

2) Toutes les contributions convergent vers zéro sauf celle du bloc correspondant

a la valeur propre 1. On en déduit que ﬁ Z;VZO f7 converge vers le projecteur sur
Ker(f — Id) parallélement a la somme des autres espaces caractéristiques.

Exercice 3.23 (Classique). Soit A € M(n,R}). Montrer que le rayon spec-
tral de A (le plus grand module des valeurs propres complezes) est une valeur
propre de A et qu’elle admet un vecteur propre a coordonnées positives.

Soit A la plus grande valeur propre complexe de A en module, i.e. |A| = p(A),
ou p(A) désigne le rayon spectral de A. Soit z € C™\ {0} un vecteur propre associé a
Aet x = (|z1],...,|zn]) € R} \ {0}. L’inégalité triangulaire appliquée aux n égalités
Az = Az donne
p(A)x = |Xz| = |Az] < Ax,

puisque A est & coefficients positifs.
On va montrer que cela implique Az = p(A)z, ce qui assurera que p(A) est une
valeur propre et qu’il existe un vecteur propre associé a coordonnées positives.
Supposons au contraire que y = Az — p(A)x # 0 € R’. Quitte a changer z
en Ax et y en Ay, on peut supposer que z et y sont a coordonnées strictement
positives, on peut donc fixer € > 0 tel que y > ex, soit Az > [ + p(A4)]z. On en
déduit par une récurrence immédiate que pour tout j € N,

Az > e+ p(A)fz

ce qui contredit la formule classique

. . J
p(A) = Tim [|A9[[1/7 > T LA

j—+oo T jo4oo ||;UH

> e+ p(A).

Exercice 3.24 (Original). Soit P € Z[X] avec P(0) impair. On veut
montrer par l’absurde que 2" n’est pas racine de P, quel que soit r = p/q €

Qf.
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1) En considérant Q(X) = P(XP), mqu’il suffit de traiter le cas p = 1.

2) En divisant P par X7 — 2, mq l’on peut supposer que deg P < q — 1.

3) En multipliant Uéquation P(2'/7) = 0 par des puissances successives
de 214, former un systeme linéaire inversible et conclure.

1) Observons que 2 ne peut pas étre racine de P = a, X™ + - - - + ag, car
P2)=ap2" 4+ a124+ag=ap [2] =1 [2]

puisque ag = P(0) est impair. La méme remarque s’applique aux puissances 2P.

Posons Q(X) = P(X?). C’est encore un polynéme a coefficients dans Z tel que
Q(0) = P(0) est impair. On remarque que 2P/9 est racine de P si et seulement si
21/4 est racine de Q. 11 suffit donc de traiter le cas p = 1.

2) On décompose P(X) = (X7 — 2)A(X) + B(X) ou le reste B est de degré
deg B < ¢ — 1. La division euclidienne fournit des polynémes A, B & coefficients
dans Z tels que P(0) = —2A(0) + B(0), donc B(0) est impair. On observe que 2!/¢
est racine de P ssi il est également racine de B : on s’est donc ramené a traiter le
cas de polynomes de degré < q — 1.

3) Posons 3 = 21/4 et supposons qu'il existe Qg—1,---,00 € Z tels que
ag—1B7 + aq—2B"? ... +ag =0,
avec ag impair. On multiplie cette équation par S pour obtenir

ag—2B%+a, 3872 ... +apB+2a,1 =0

En multipliant 4 nouveau par 8, 32,..., on obtient un systéme linéaire
1
M - : =0.
go-2
pet

La matrice M est a coefficients dans Z, ses éléments diagonaux sont tous égaux
a ag, ceux sous la diagonale sont tous multiples de 2. Elle est donc inversible dans
Q, car elle est triangulaire supérieure lorsqu’on la réduit modulo 2, avec des 1 sur
la diagonale. On obtient ainsi une contradiction.



Chapitre 4

Algeébre bilinéaire

4.1 Formes quadratiques et produits scalaires

Rappelons qu’une forme quadratique sur un R-espace vectoriel E est une
application ¢ : £ — R telle qu’il existe une forme bilinéaire symétrique
¢ : E? — R vérifiant ¢(z) = ¢(z,x) pour tout € E. On peut retrouver ¢
a partir de ¢ grace aux identités de polarisation,

gty —qz—y)  qlz+y) —q(x) —q(y)
p(r,y) = 1 = 5 :

En dimension finie (le cadre de votre programme), toute forme quadra-
tique sur R™ est donnée par une matrice symétrique S = (s;;) € M(n,R)
via

n
qs T € R" Z SijTikj € R.
ij=1

On appelle signature le couple (p,q) indiquant le nombre de valeurs
propres positives et négatives. On note S,/ (R) I'ensemble des matrices sy-

métriques réelles définies positives, i.e. dont toutes les valeurs propres sont
strictement positives. Dans ce cas la forme qg définit un produit scalaire.

Exercice 4.1 (Entrainement). Décomposer sous forme de somme de carrés
les formes quadratiques suivantes :

1)q:(z,y,z,t) ER* > zy +yz+ 2t +tx €R
2) ¢:(z,y,2) €ER3 > 22 — 292 + 2+ yz €R.
3)$€Rnl—>za+j)$il’j eER;

J) R = (2 +ij + 2wz €R;

1) [Voir également Exo 1 Gourdon p235] On observe que

x+z+y+t>2 (m+z—y—t>2

o) = @+ )+ 0 = (21 ;

39
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pour conclure que la signature de ¢ est (1,1).

2) [Voir également Exo 1 Gourdon p235] On observe que
CI)(:c,y,z) = (z + 2/2)2 - (y - 2/2)2 - y2

pour conclure que la signature de ¢ est (1,2).

3) On note ¢1(z) = Y i, a;, la(x) = >, ix; et on observe que

L 1
Y i+ Pwiwy =261 (x)bs(x) = 5 G+ 0a)?(2) = (1 = £o)?(z) } .
Les formes ¢1 + £5 et £1 — {5 sont linéairement indépendantes (pour n > 2, ce qui
est implicite ici), donc la signature est (1,1).

4) Tl faut distinguer selon que n = 2 ou n > 3. Pour n = 2 on obtient

7 13
Z(iQ +ij + j*)ziz; = 327 + ldayxo + 1223 = 3(z1 + 5.7}2)2 - gx%,

donc la signature est (1,1). Pour n > 3 on décompose de fagon similaire a la question
1) en posant l3(x) = Y, i*x;. Il vient

Y@ +ij+ P mi; = Qo m) 200w () m)

(o)) + 5 {0+ 65)(2) ~ (1 — £)%()}.

Les formes ¢1, ¢s, {3 sont linéairement indépendantes donc la signature est (2,1).

Exercice 4.2 (Francinou 3.24). Montrer que ¢ : (A, B) — Tr(AB) est une
forme bilinéaire symétrique sur M(n,R) et déterminer la signature de la
forme quadratique associée.

La bilinéarité résulte de la linéarité du produit de matrices et de la trace, le
caractére symétrique provient de la commutativité de la trace Tr(AB) = Tr(BA).
Si A est une matrice symétrique on obtient

q(A) = Tr(A?) = Tr(A'A) = i: afj >0,

ij=1

donc ¢ est définie positive sur le sous-espace des matrices symétriques.
Si A est une matrice antisymétrique on obtient

q(A) = Tr(A?) = —Tr(A'A) = — i az, <0,

1) —
ij=1

donc g est définie négative sur le sous-espace des matrices antisymétriques.

Comme ces deux sous-espaces vectoriels sont supplémentaires, il s’ensuit que la

forme quadratique ¢ est de signature (%, @) Notons par ailleurs que ces
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deux sous-espaces vectoriels sont orthogonaux : si A (resp. B) est symétrique (resp.
antisymétrique) ; en effet

©0(A, B) = Tr(AB) = Tr(*(AB)) = Tr(*B'A) = Tr(~BA) = —Tr(AB),

donc ¢(A, B) = 0.

Exercice 4.3 (Cours). Soit A une matrice symétrique réelle définie positive
et B une matrice symétrique réelle. Mqu’il existe P € GL(n,R) telle que

tPAP = Id et 'PBP est diagonale.

On diagonalise A en base orthonormée, obtenant une matrice A’ diagonale a
valeurs propres \; > 0. La matrice B est transformée en une nouvelle matrice B’
symétrique réelle. On dilate ensuite les vecteurs de cette base orthonormée e; —
ei/v/ i pour ramener A’ 4 I'identité; la matrice B’ est transformée en une matrice
B" symétrique réelle.

On diagonalise enfin B” en base orthonormée. L’identité reste inchangée par ce
dernier changement de base.

Exercice 4.4 (Francinou 3.1). Soit ¢ une forme bilinéaire sur un R-espace
vectoriel de dimension finie. On suppose que

Y(z,y) € E%, p(z,y) = 0= ¢(y,z) = 0.

Montrer que @ est symétrique ou antisymétrique.

Il n’y a rien & démontrer si ¢ = 0, on peut donc supposer que le noyau de ¢,
kerg := {x € E, ¢(x,y) = 0 pour tout y € E} est un sev strict de E. On peut
travailler avec le quotient F' = E/ker ¢ pour se ramener au cas ou ker ¢ est réduit
a {0}, ce que nous supposons dans la suite.

Pour x € E on considére les formes linéaires f, : y € E — p(z,y) € R et
gz Yy € E — ¢(y,x) € R. L’hypothése assure que ker f, = kerg,. Ces deux
formes linéaires sont donc proportionnelles : il existe A(z) € R tel que g, = A(z) f..
Comme nous avons supposé ker ¢ = {0}, le scalaire A(z) est uniquement déterminé.
La bilinéarité de ¢ assure que pour tout x,z’ € F,

Gz + 9or = Guyar = AT + -T/)fw-&-ﬂc’ = \x) fe + )‘(x/)fo:’v

done A(z + 2’) = A(z) = A(2'), i.e. A(z) = )\ est indépendant de = € E.
Il vient ainsi pour tout z,y € F,

oy, 1) = g2 (y) = Mo (y) = Mp(z,y) = No(y, z),

d’ott A2 = 1. On en déduit que
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— soit A =1 et ¢ est symétrique,
— soit A = —1 et ¢ est antisymétrique.

Toute la théorie euclidienne se développe de fagon analogue sur C, on
parle alors de géométrie hermitienne. Un produit scalaire hermitien sur C"
est défini de maniére unique par une matrice hermitienne définie positive

— H = (h;) € M(n,C) telle que 'H = H, i.e. hj; = h;j,

—et HX =2AX = A>00u X =0.

Les matrices unitaires sont le pendant complexe des matrices orthogonales :
U € M(n,C) est unitaire ssi elle préserve le produit scalaire hermitien eu-

clidien sur C",
n

(z,w) := Z 2jW;.

j=1
Cela se traduit par le fait que U est inversible, avec ‘U - U = Id.

Exercice 4.5 (Entrainement). Soit H € M(n,C) une matrice hermitienne.

1) Mq H +ild et H —ild sont inversibles et simultanément diagonali-
sables.

2) Montrer que U = (H +ild) - (H —iId)™! est unitaire.

1) La matrice H est diagonalisable en base orthonormée avec valeurs propres
réelles puisqu’elle est hermitienne. On en déduit que i et —i ne sont pas valeurs
propres de H, donc H + Id et H — Id sont inversibles. Elles sont toutes deux diago-
nalisables (diagonaliser H en base orthonormée laisse I'd inchangée) et commutent,
elles sont donc simultanément diagonalisables.

2) Il s’agit de montrer que ‘U - U = Id. Comme ‘A~! = (A)~!, on obtient
YU -U = (H +ild)" (H —ild)(H +ild)(H — ild)~' = Id,

en utilisant que (H — ild) et (H + ild) commutent.

Exercice 4.6 (Classique). Soit ¢ : A € M(n,C) — Tr(*AA) € R. Montrer
que q est une forme quadratique hermitienne définie positive telle que la
norme associée N(A) := /q(A) est sous-multiplicative, i.e.

N(AB) < N(A)N(B).

Par définition g(A) = Z?jzl lai;|?, donc g est définie positive. Observons que

n 2

a(AB) =)

2%

n

ainbnj
h—1
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L’inégalité de Cauchy-Schwarz assure que pour tout (4, 7),

n n n
E ainbn;j E ain E bn;
h=1 h=1 h=1

La somme de ces inégalités fournit q(AB) < q(A)q(B).

2 2

2
<

4.2 Polynoémes orthogonaux, inégalités classiques

Exercice 4.7 (Entrainement). Soit A, B deux matrices symétriques réelles
positives telles que pour tout X € R”, 0 <! XAX <! XBX.
Montrer que det A < det B.

Quitte a changer B en B +¢ld, € > 0, puis a laisser tendre € vers 0 a la fin, on
peut supposer que B est définie positive. Soit P € GL(n,R) telle que ‘PBP = Id
et 'PAP = Diag()\1, ..., \,). En posant X = PY on obtient pour tout Y € R",

0 <'XAX ='Y'PAPY =Y \y? <> vl =|[Y|]” ='XBX.

i=1 i=1
On en déduit 0 < A\; < 1 pour tout ¢, donc

I\ 1
det A = L < = det B.
¢ (det P2 = (detP)2  °C

Exercice 4.8 (Classique).  On considére la forme quadratique
q: PeR,[X]— / e_x2P(x)P(—x)da: eR.
R

1) Déterminer la signature de q.
2) Vérifier qu’il existe pour tout j € N, P;j € R;[X] tel que

.2 . .2
(™) /do? = e Py(a)
et montrer que {Pj,j € N} est une famille orthogonale pour q.

1) Si P est un polynome pair non-nul alors ¢(P) = [, e*‘”2P(x)2dx > 0, tandis
que si P est impair non-nul, alors ¢(P) = — fR e*"’?ZP(x)Qdac < 0. On en déduit que
la signature de g est ([n/2] + 1, [(n +1)/2]).

2) L’existence de P; se démontre par récurrence sur j € N, en observant que

Pji1(X) = —2X Pj(X) + P}(X).
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Si j > k, on peut intégrer par parties pour obtenir

BT [ B A,
/Re Pj(x)Pk(x)dx—/ Pk(ac)dx—/Re dx = 0.

r dz dx

La famille {P;, j € N} est donc orthogonale pour g.

Exercice 4.9 (Classique). Soit f > 0 une fonction continue non identi-
quement nulle et ¢ : (P,Q) € R[IX] x R[X] — fol F)P()Q(t)dt € R.
1) Montrer que ¢ définit un produit scalaire.

2) Montrer qu’il existe une suite de polynomes P, € R,[X] tels que
@(Py, Pj) = 6y 5. Quel vaut deg P,, ? Cette suite est-elle unique ?

3) Montrer que P, a n racines réelles distinctes.

1) On vérifie aisément que ¢ est bilinéaire, symétrique, définie et positive.

2) On définit P,, par récurrence en utilisant le procédé d’orthonormalisation de
Schmidt. Les polyndomes P, ainsi obtenus sont de degré n. La suite (P,,) est unique
a un choix de signe prés : si P, convient, il en est par exemple de méme de la suite
Qn = *Pn-

3) Si P, a moins de n racines distinctes, on peut fabriquer un polynoéme Q
de degré < m — 1 tel que P,Q > 0 avec P,Q # 0 (pourquoi?). Il s’ensuit que
©(P,,Q) > 0 ce qui contredit les relations d’orthogonalité ¢(P,, P;) =0,0 < j <
n — 1, puisque les (P})o<;j<n—1 forment une base de R,,_1[X].

Exercice 4.10 (Entrainement). Soit A une matrice symétrique réelle dé-
finie positive. Montrer que

det(Id + A)Y/™ > 1+ det AM/™.

On pourra commencer par montrer que A — logdet A est concave, puis
que A — (det A)V/™ est concave également.

Pour montrer que A — f(A) = log det A est concave, il est nécessaire et suffisant
de montrer que pour toute matrice symétrique réelle définie positive A et pour toute
matrice S symétrique réelle, la fonction ¢ €] — e, +¢[— g(t) = logdet(A 4+ tS) € R
est concave (pour € > 0 assez petit). On note A'/2? T'unique matrice symétrique
réelle définie positive dont le carré est égal a A. Il vient

g(t) = logdet A 4 logdet(Id + tA™Y/2SA™Y2) = log det A + Z log(1+tX;),
i=1
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ot les \; sont les valeurs propres de la matrice symétrique réelle A=1/2SA4-1/2 La
fonction g est donc bien concave.

Notons h(t) = exp(g(t)/n) = det(A + tS)/™. 1l vient b = {g—” + @) } h et

n n2

en utilisant la convexité de 'exponentielle. Ainsi A’ < 0 donc A > (det A)'/™ est
concave. On en déduit

det(Id + A)Y/™ <det Id+A>1/” - det(Id)'/™ + det(A)Y/™ 1+ det(A)Y/"
2 - - 2 - 2 )

ce qui fournit I'inégalité souhaitée.

Exercice 4.11 (Original). Soit A € S;F(R).

1) Montrer que
n/2

—(AX,X) 7
e dX = .
/n vdet A

2) En déduire que si A est donnée sous forme de blocs,

A= A Ay alors det A < det Ay det As.
Ay Ao

3) En déduire que si M = (z;;) € M(n,R) alors (det M)? < II, > :):sz

1) Rappelons qu’une matrice symétrique réelle est diagonalisable en base ortho-
normée : il existe une matrice orthogonale P € O(n,R) et une matrice diagonale A
telles que {PAP = A. Comme (Az,z) = (APz, Pz), on effectue le changement de
variables y = Px pour obtenir

I(A):/ e_<A””’“5>dx=/ e_<Ay’y>dy.

Soulignons que le module du déterminant de P est 1. La matrice ainsi obtenue est
a variable séparables, la formule souhaitée résulte alors du calcul de la Gaussienne

/ e_)\iyizdyi =7/
R

2) 11 suffit de montrer que I(A) > I(A1)I(A3). Notons que
(Az,z) = (A1, 71) + (A272, T2) + Q(71, 72),

avec Q(z1, x2) = (B1xa, 1)+ (B2x1,x2). On observe que Q(—x1, z2) = —Q(x1,x2).
Ce changement de variable laisse I(A) et (Ayx1, 21) + (Asxa, x2) inchangés. Il s’en-
suit que

I(A) = — "~ — / e~ Amnm) o= (A222.22) Ol Q (a1, o )dx > T(A1)I(Ay).
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3) Le terme diagonal de la matrice symétrique positive A = MM est Y, x%,.
On déduit de la question précédente

(det M)? = det(M'M) = det A < T}y a; = T, > a3,
h=1

Exercice 4.12 (Pbm 3 Gourdon p270). On note H C M(n,C) l’ensemble
des matrices hermitiennes positives de déterminant 1.
1) Soit A hermitienne définie positive. Mqinf reqy Tr(H A) = n(det A)Y/™.
2) En déduire que (det[A + B])Y/™ > (det A)'/™ + (det B)Y/™.

1) Soit h une matrice hermitienne définie positive de déterminant 1 telle que
H = h2. La matrice A’ = hAR est hermitienne définie positive, et I'inégalité

n(det A)Y™ = n(det A)/™ > Tr(A') = Tr(hAh) = Tr(HA),

est I'inégalité arithmetico-géométrique, lorsque ’on réduit A’ en base orthonormée.

Pour montrer que l'infimum donne le résultat souhaité, on diagonalise A =
h~'Ah en base orthonormée. Quitte & changer H en hHh ™!, on peut donc supposer
que A = A(\, ..., \,) est diagonale. On choisit alors H = (det A)Y/" A\, ..., A7™).
Cette matrice appartient bien & H et vérifie

Tr(HA) = (det A)Y"Tr(Id) = n(det A)'/™.
2) On observe que pour toute matrice H € H,
Tr(H[A+ B]) = Tr(HA) + Tr(HB) > (det A)Y/™ + (det B)Y/",

donc (det[A + B])'/™ > (det A)Y/" + (det B)'/™.



Chapitre 5
(Géométrie

5.1 Isométries de R"

Rappelons qu’une application F' : R — R” est une isométrie si elle
préserve la norme euclidienne, ||F(p)—F(q)|| = |[p—q||, pour tout p,q € R™.

Exercice 5.1 (Cours). Soit A € M(n,R) une matrice qui préserve la norme,
|AX || = || X||, pour tout X € R™.

Montrer que A € O(n,R) est orthogonale, i.e. est inversible avec 'A = A~L.

L’identité de polarisation assure que pour tout X,Y € R",
('AAX)Y) = (AX, AY) = (X,Y).
On en déduit ‘AA = Id, donc A € O(n,R).

Exercice 5.2 (Cours). Mqu’une application F' : R™ — R™ est une isométrie
ssi c’est la composée d’une translation et d’une transformation orthogonale.

Notons v = F(0). Quite & remplacer F' par G = F — F'(0), on se rameéne au cas
ot F(0) =0 (on vient de mettre de coté la partie translation). Par hypothése pour
tout X, Y € R™ on a

IF(X) = FY)|* = |X - Y|

en particulier ||F(X)||> = ||X]||? puisque I'on s’est ramené au cas ou F(0) = 0.
Comme

IF(X) = FY)|? = [F(X)|? + [FY)]* - 2(F(X), F(Y))
et | X —Y[2=[X[]?+[|[Y]]* — 2(X,Y) on en déduit que
(F(X), F(Y)) = (X,Y).

47
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Soit (e;)1<;<n une base orthonormée. La relation précédente assure que (F(e;))1<j<n
est également une base orthonormée. On peut donc décomposer le vecteur F(X)
dans cette base : il vient
n
F(X) =Y (F(ej), F(X))F(ej) =

Jj=1 J

(ej, X)F(ej),

-

1

ce qui montre que F(X) dépend linéairement de X. Ainsi F(X) = AX ou A €
O(n,R) est une matrice orthogonale puisqu’elle vérifie

(*AAX)Y) = (AX, AY) = (X,Y), pour tout X,Y € R"™.
dou’Ad=A""

Exercice 5.3 (Cours et grand classique). Montrer que les réflexions en-
gendrent le groupe des isométries de R™.

Rappelons qu’une réflexion est une symétrie orthogonale par rapport a un hy-
perplan. Soit f une isométrie de R™. Si elle n’a aucun point fixe, on choisit O € R"”
et on note H ’hyperplan meédiateur du segment [O f(O)]. Alors O est un point fixe
de l'isométrie sy o f, ou sy désigne la symétrie orthogonale par rapport a 'hyper-
plan H. On s’est ainsi ramené au cas ou f admet un point fixe O que I'on peut
choisir comme origine.

Il reste donc & montrer qu’une isométrie vectorielle est la composée de réflexions.
On observe que ensemble Fiz(f) des points fixes est un sous-espace vectoriel. Nous
allons raisonner par récurrence sur sa dimension. Si dim Fiz(f) = n, alors f = Id
et il n’y a rien a faire. Supposons donc dim Fiiz(f) = j < n. Soit P € R\ Fiz(f)
et H Uhyperplan médiateur du segment [Pf(P)]. Le fait que f est une isométrie
garantit que Fiz(f) C H. On en déduit que l'isométrie g = sy o f a un espace de
points fixes Fixz(g) de dimension > j+ 1. On lui applique 'hypothése de récurrence
pour conclure.

Au final, nous obtenons ainsi qu’'une isométrie vectorielle (resp. affine) est la
composée d’au plus n (resp. n + 1) symétries orthogonales.

Voir également le livre de M.Audin ou celui de J.Grifone, exo 30 p257.

Exercice 5.4 (Cours). Montrer qu’une matrice orthogonale A € O(n,R) est
semblable a une matrice diagonale par blocs de dimension 1 ou 2, les blocs
de dimension 1 étant constitués de 1 ou de —1, ceux de dimension 2 étant
du type

sinf cosf

[ cosf —sinf ]

Ce résultat de cours est traité dans le Théoréme 1 p256 du livre de Gourdon et
dans 'exercice 1.35 de Francinou & all. En voici les principales étapes :
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— on vérifie aisément que les seules valeurs propres réelles de A sont 1 et —1;

— le supplémentaire orthogonal de chaque sous-espace propre ker(A — Id) et
ker(A + Id) est stable par A;

— si A est une valeur propre complexe, il en va de méme de \; Q(X) = (X —
A)(X — )) divise le polynéme minimal de A donc le polynéme Q(A) ne peut
pas étre inversible : on choisit © € ker Q(A) \ {0} et on observe que le plan
Vect(x, Ax) est stable par A;

— laction de A dans un plan stable est celle d’une rotation plane, elle admet
pour matrice

)

cos —sinf
sinf  cos6

— on conclut enfin par récurrence.

Exercice 5.5 (Cours, Décomposition polaire).
Montrer que pour toute matrice inversible M € GL(n,R), il existe un
couple unique (O, S) € O(n,R) x S;F(R) tel que M = O - S.

Si un tel couple existe, alors MM = S2. On commence donc par observer que
la matrice A = MM est une matrice symétrique définie positive. En effet ‘A = A
et (AX,X) = |[MX]|? > 0si X # 0. Soit P une matrice orthogonale telle que
‘PAP = Diag(\1, ..., ), avec A; > 0. On pose alors

S := P - Diag(\/A1,...,\/ ) TP et O:= M-S

S est une matrice symétrique définie positive telle que S% =t MM et
‘0-0=8"1"MMS™' =5715%5"1 = Id,

donc O € O(n,R).

L’unicité provient de ce qu’'une matrice symétrique définie positive admet une
unique racine carrée positive : la matrice S construite ci-dessus est 'unique ma-
trice symétrique définie positive S telle que S? =' M M. La matrice O est alors
uniquement définie par la relation O = M S~1.

Exercice 5.6 (Cours et Grand classique). Montrer que
1) O(n,R) est un groupe compact (topologie induite par une norme).

2) SO(n,R) est connexe mais n’est pas commutatif si n > 3.

1) L’application ® : M € M (n,R) — 'MM € M(n,R) est continue et O(n,R) =
®~1(Id), image réciproque d’un singleton, est donc un fermé de M (n,R) ~ R™.

Rappelons que N (M) = /Tr(*MM) définit une norme sur M (n, R). L’ensemble
O(n,R) est inclus dans la boule centrée a lorigine et de rayon /n pour cette norme,
c’est donc un ensemble borné. Les compacts de R"™ étant les fermés bornés, il
s’ensuit que O(n,R) est compact.
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2) Pour montrer que SO(n,R) est connexe, il suffit de relier une matrice arbi-
traire A € SO(n,R) & Id par un chemin continu de matrices dans SO(n,R). On
commence par rappeler que A est semblable & une matrice diagonale par blocs, avec
des blocs de dimension 1 (ayant des 1 ou des —1 sur la diagonale) et de dimension
2 de la forme

Ap = { cosf) —sinf ]

sinf  cos6

Le chemin s’obtient par exemple en considérant A, 0 < ¢ < 1 pour se ramener
a une matrice qui n’a que des 1 et des —1 (en nombre pair) sur la diagonale. On
traite ces derniers deux par deux en les considérant comme une matrice de rotation
d’angle 7 et en déformant continument ’angle sur zéro.

5.2 Géométrie en petite dimension

La classification des isométries en dimension 2 et en dimension 3 est au
programme de I’agrégation interne. Vous devez savoir montrer que dans R2,
— une isométrie plane est soit une translation, soit une rotation (affine),
soit une réflexion, soit une symétrie glissée ! ;
— une symétrie (sos = Id) est soit une rotation d’angle 0 ou , soit une
symeétrie orthogonale par rapport a une droite (réflexion) ;
— la composée de deux rotations affines est soit une translation, soit une
rotation affine.
Vous devez également savoir montrer que les isométries de R? sont de six
types :
— les translations ;
— les réflexions affines ;
— les symeétries glissées orthogonales (composée d’une réflexion et d’une
translation par un vecteur du plan de la réflexion) ;
— les rotations (d’axe affine) ;
— les vissages (ou déplacement hélicoidal, i.e. la composée d’une rotation
et d’une translation par un vecteur de 1’axe de la rotation) ;
les antirotations (composée d’une rotation et d’une symétrie).

Vous trouverez la démonstration de ces classifications dans de nombreux
ouvrages de référence, par exemple celui de M.Audin.

Exercice 5.7 (Homographies). On note C = CU{cc} le compactifié d’Alexan-
drov de C. Une homographie est une fraction rationnelle de degré 1,

az+b . a b
zb—>fA(z):cz+d, ol A—[C d

} € GL(2,C).

1. Une symétrie glissée est la composée d’'une symétrie orthogonale par rapport a une
droite engendrée par un vecteur v et d’une translation par un vecteur multiple de v.
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1) Montrer que les homographies forment un sous-groupe Hom du groupe
des homéomorphismes de C et que A € (GL(2,C),-) — fa € (Hom,o) est
un morphisme surjectif de groupes dont on calculera le noyau.

2) Montrer que Hom agit de fagon 3-transitive sur C

3) Montrer que Hom est engendré par les transformations affines et par
Uinversion z v+ 1/z.

4) Montrer que Hom préserve la famille des quasi-cercles (cercles et
droites).

1) Sic=0alorsa # 0 car A € GL(2,C), et fa s’étend en un homéomorphisme
de C en posant fa(00) = 00. Si ¢ # 0 alors f4 s’étend en posant fa(co0) = a/c et
fa(—d/e) = oo.

On vérifie aisément que fao fp = fap et que le noyau de ce morphisme surjectif
est constitué des homothéties de rapport non nul ~ C* : fy;4 = Id pour tout A € C*,
et réciproquement f4 = Id implique A = AId avec A € C*.

2) Etant donnés ‘trois points distincts zo, 21,22 € C, et trois autres points dis-
tincts wo, w1, wy € C, il s’agit de montrer qu’il existe une unique homographie
f € Hom telle que

f(z0) = wo, f(z1) = w1, et f(z2) = ws.

11 suffit de traiter le cas ott wg = 0, wy = 1 et wy = 00. Soit 2g, 21, 22 € C des
points deux & deux distincts. La transformation homographique

Z2—zy 21— %
(z) = 0.2 =2
Z— 29 21— X0
est telle que ®(zp) = 0,P(21) =1 et P(z2) = 0.
Si 1 est une autre homographie avec les mémes propriétés, alors

az+b

fe) = @oyi(z) = 02

est une homographie qui vérifie

— f(0) =0 donc b=0;

—~ f(00) = 0o donc ¢ =0;

- f(1)=1donc a/c =1.
Il s’ensuit que f = Id donc ¥ = ®.

3) On note 74(z) = z + d la translation de d € C, j(z) = 1/z 'inversion, et
0q(2) = az la dilatation par a € C.

Soit f(z) = (az + b)/(cz + d) une homographie. Si ¢ = 0 alors

f() = Got o = a4l = 7y 0dua)

Si ¢ # 0, alors on décompose

adz+b b —dd

1) = z+d =at z+d

= Ta/ (e] 5b’7a’d/ Oj OTd/(Z),
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4) L’équation d’un cercle ou d’une droite peut s’écrire dans C
MNP+ pz+mz+0=0

avec \,0 € R et € C (le cas A = 0 correspondant aux droites).
Nous souhaitons vérifier que cette famille d’équations est préservée par les ho-
mographies :
— une translation z — z + b préserve clairement cette famille (changer p en
p+bet§end+ |b?+ pb+mb);
— une dilatation z — az également (changer y en p/a@ et § en 6/|a|?);
— il reste a vérifier que la famille est invariante par l'inversion z — 1/z : c’est
le cas en interchangeant les roles de d et A, et en changeant p en 7.

Exercice 5.8 (Cours). Soit h € C2(R?,R) et S la surface paramétrée par
p:(2,y) €R® = (2,9, h(z,y) € S C R,

Etudier la position relative de S par rapport a son plan tangent en fonction
de la signature de la Hessienne de h.

On effectue un D.L. & l'ordre 2 de h,
1
h(z +t.y+s) = h(z,y) + Dhiz,y) - (t,5) + 5 Hess(ayh(t, ) + o(|[(¢, s)I1%)-

Si la signature de Hess,,,yh est (2,0) (resp. (0,2)), S se trouve au dessus (resp. en
dessous) de son plan tangent en (z,y); si la signature est (1,1) S traverse le plan
tangent ; s’il y a une valeur propre nulle, on ne peut pas conclure en général.

On appelle quadriques les surfaces S = {(z,y,2) € R3/ f(x,y,2) = 0}
définies par le lieu d’annulation d’un polynéme de degré deux f € Ro[x,y, z].

Exercice 5.9. Montrer qu’une quadrique est, & conjugaison par une iSOmMe-
trie globale de R® pres,

- soit vide, f(z,y,2) = 2% +y> + 22+ 1,

— soit un point, f(x,y,z) = x> + 3> + 22,

— soit un ellipsoide, f(z,y,z) = ié + :zé + 'zé -1,
2
z

— soit un cone elliptique, f(x,y,z) = ié + %2 -

— soit un hyperboloide & une nappe, f(z,y,z) = ﬁ—; + %; — %; -1,
— soit un hyperboloide a deux nappes f(x,y,z) = %; + %2 — 'zé +1,
— soit un paraboloide hyperbolique, f(x,y,z) = %; - %2 -z,

— soit un paraboloide elliptique, f(x,y,z) = ﬁ—; + %2 — 2,

— soit un cylindre elliptique, f(x,y,z) = 2—5 + %2 -1,
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— soit un cylindre hyperbolique, f(z,y,z) = ;—2 — %=1,
— soit un cylindre parabolique, f(z,y,z) =% — vy,

La classification se fait en discutant selon la signature de la forme quadratique
définie par la partie homogéne de degré deux du polynome f,

From(x,y, 2) = az® + by? + 2% + dey + exz + fyz.

Pour une signature (3,0), un changement affine de coordonnées permet de se
ramener a ) ) )
x z
flz,y,2) = = +% +67+H,
avec k € R. Si k > 0, 'ensemble est vide, si Kk = 0 la quadrique est réduite a un
point, si kK > 0 on obtient un ellipsoide. Le cas de signature (0,3) se déduit du
précédent en changeant f en —f.

Le cas de signature (2,1) (ou (1,2)) conduit au cone elliptique et aux hyperbo-
loides. Celui de signature (1, 1) conduit au paraboloide et au cylindre hyperbolique,
celui de signature (2,0) conduit au paraboloide et au cylindre elliptique. Enfin le
cas de signature (1,0) conduit au cylindre parabolique.

Pour plus de détails, consultez un cours de Géométrie euclidienne.

Exercice 5.10 (Cours, produit vectoriel).

1) Soit u,v € R3. Montrer qu’il existe un unique vecteur u A v de R?
caractérisé par la formule {(u A v, w) = det(u,v,w), pour tout w € R3.

2) Siu = (uy,ug,us) et v = (v1,v2,v3), vérifiez que w = u A v est le
vecteur de coordonnées (wi,ws, ws) définies par

U2 U3
v2 U3

uz Ui
v3 U1

uyp U2
v V2

w1 = , Wy = et wg =

3) En déduire, si 0 désigne l’angle entre u et v, que
det(u, v, u A v) = [lu A v]2 = [Jul2[o]2(1 - cos? 6) = A2,
o A est laire du parallélogramme engendré par u et v.

Soit e, €2, e3 les vecteurs d’une base orthonormée de R3. On définit u A v =
aie1 + ases + azesz avec a; = det(u, v, e;). Alors u A v a les propriétés souhaitées.
Les autres propriétés s’en déduisent facilement.

Exercice 5.11 (Cours). Montrer que pour tout u,v,w € R3,

(u Av) ANw = (u, w)yv — (v, w)u.
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En déduire lVidentité de Jacobi,

uN(WAw)+vA(wAu)+wA (uAv)=0.

La premiére formule dépend linéairement de u, v, w, on peut donc la tester sur
une base orthonormée de R3. Nous vous laissons faire les vérifications. On en déduit

wA (uAv) = —(u, w)v + (v, wHu,
v A (wAu) = —(w,v)u+ (u, v)w,
uA (v Aw) = —(v,u)w + (w, uhv,

donc u A (v Aw)+vA(wAu)+wA (uAv)=0.

Exercice 5.12 (Francinou 1.16).  Calculer

“+00
inf / e 1+ a1z + a2x2)2d1:.
(a1,a2)€R? Jo

On pourra introduire le produit scalaire (P, Q) — 0+°° e "P(x)Q(x)dx
et exprimer cet infimum comme une distance.

L’application (P, Q) € Rqo[X] — O+°° e ?P(z)Q(z)dr € R est un produit sca-
laire sur Ro[X], 'espace vectoriel de dimension 3 des polynomes a coefficients réels
de degré < 2.

L’expression que I’on cherche & minimiser est le carré de la distance du polynéme
—1 au sous-espace vectoriel F' = Vect(X, X?). Il existe un unique polynéme P qui
réalise cet infimum, c’est le projeté orthogonal de —1 sur cet espace vectoriel. Ce
polynéme P = a1 X + ap X? est caractérisé par les relations d’orthogonalité

. +OO . . .
0=(P+1,X7) = / e (27 + ar2? T 4 aga?t?)du,
0

xT

pour tout j = 1,2. En observant que f0+oo e~ 2% = k! on en déduit que

0
0

]. —+ 2(11 —+ 6(12
2 + 6a1 + 24as

ce qui fournit le systéme linéaire
2 6 ar | |1
6 24 as | 2

On inverse cette matrice 2 — 2 pour obtenir a; = —1 et ag = 1/6. Il s’ensuit
que l'infimum cherché est donné par

B +oo .I‘Q 9 1
|1+ PJ| =<1+P,1>:/ e‘”(l—x+)dg;:1_1+:,
0 6 6 3
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Cet exercice est proposé dans le livre de Francinou & all dans R, [X] avec n
arbitraire ; la solution est similaire mais la résolution du systéme linéaire devient
inefficace, il faut étre un peu plus astucieux pour mener 4 bien les calculs.

5.3 Pot pourri

Exercice 5.13 (Cours, Matrice de Gram). Soit E un C-ev hermitien de
dimension finie et F' un sev. Pour f1,..., fn € F, on pose

G(f1,-- - fn) = det ({fi, f3)) -

1) Montrer que G(f1,... fn) =0 si et seulement si les f; sont liés.
2) On suppose les f; libres et générateurs de F'. Mq G(f1,...fn) >0 et

d(Fa:E) = }Ielgd(f,;];) — \/G(xﬁfly---,fn)‘

G(f1-- s fn)

1) Soit F' la matrice des coordonnées des vecteurs f1, ..., f, dans la base cano-
nique ey, ..., e,. Comme cette derniére est orthonormée, on a f; =Y ;'_, (fj, en)en.
On en déduit

flafj Z f?neh f]veh
h=1
soit ((fi, f;)) = F -'F. Il s’ensuit que

G(f1,.. fn) = (det F)> >0

et que ce déterminant est nul si et seulement si les f; sont liés.

2) Soit p la projection orthogonale sur F' = Vect(f1,..., fn). Le théoréme
de Pythagore assure que d? := d(F,z)? = ||z||> — ||p(x)||?. Dans le déterminant
G(z, f1,..., fn), on peut remplacer tous les termes (f;,z) par (f;,p(z)) puisque
x — p(x) est orthogonal & F. La derniére colonne de ce déterminant se décompose

donc en
(f1,p(2)) (f1,p(2)) 0
s N
(fnsp(2)) (fn,p(2)) 0
@ + |Ip(x)|? |Ip(2)|? &

La linéarité du déterminant par rapport a la derniére colonne donne ainsi

G, f1,. ooy fn) = G(@), fr, s fr) G (f1y. oo fn) = PG (f1,. ., [n),

puisque p(z) est combinaison linéaire des f;.
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Exercice 5.14 (Entrainement). Soit v = (1,2,...,n) € R™.
1) Déterminer ’orthogonal dans R™ (pour le produit scalaire euclidien
usuel) de la droite Ru engendrée par le vecteur u.

2) Ezprimer en coordonnées la projection orthogonale sur Ru.

1) L’orthogonal de Ru est 'hyperplan H = {z € R", 1 +2x5+---+nx, = 0}.
2) La projection orthogonale sur Ru est p: x € R™ — (z, u)u/||u||* € Ru.

Exercice 5.15 (Francinou 1.9 et 1.13). Soit E un espace euclidien.
1) Soit p un projecteur de E. Montrer que p est orthogonal si et seulement
si ||p(x)|| < ||z|| pour tout x € E.

2) Soit p,q deux projecteurs orthogonaux de E. Montrer que po q est un
projecteur si et seulement si p et ¢ commutent.

3) Montrer que le résultat de la question précédente n’est pas correct si p
et q ne sont pas supposés orthogonauzx.

1) Si p est orthogonal alors pour tout z, p(z) est orthogonal & = — p(x) donc
lp(@)]1 < llz = p@)I1” + |lp(x)||* = |||

Réciproquement supposons que ||[p(z)|| < ||z|| pour tout z. Soit z € kerp et
y € Imp = ker(p — Id). On veut montrer que y et z sont orthogonaux. Il vient
VA € R,

NlylI? = llp(z + M)l < [z + Mgll? = Nyl1? + 20 (z,9) + [|2]?,
d’ott pour tout A € R, 0 < 2X\(z,y) + ||2]|?. Cela implique (z,y) = 0.
2) Si p et ¢ commutent alors
(pog)* =pogopog=p’oq®=pog,

donc p o g est un projecteur.
Réciproquement si poq est un projecteur, alors comme p et ¢ sont orthogonaux,
la question précédente assure que

llp o q(@) = [lp(g(x)[] < llg()]] < [|l],
donc p o g est un projecteur orthogonal d’aprés 1).

3) Les projecteurs p et ¢ de R? de matrices respectives { (1) 8 } et { (1) (1) ]
sont tels que p o ¢ = 0 est le projecteur nul, mais la matrice de 0 # g o p est
0 0
1ol
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Exercice 5.16 (Cours). Soit (E,N) un R-espace vectoriel normé. Mq N
provient d’un produit scalaire ssi elle vérifie l’identité du parallélogramme,

N(z+y)*+ N(z —y)* = 2N(z)* + 2N (y)*.

Une direction est simple : si N provient d’un produit scalaire, alors
N(z +y)* = N(z)* + 2(z,y) + N(y)*

et N(z —y)? = N(x)? — 2(x,y) + N(y)?, d’ott la relation cherchée.
La réciproque est plus délicate. Supposons que N vérifie I'identité du paralle-
logramme et posons

N(z +y)* = N(z)* — N(y)*
5 .
Il s’agit de montrer que ¢ définit un produit scalaire. Notons que ¢ est symétrique

et positive, p(z,z) = N(x)?, la difficulté est de montrer qu’elle est bilinéaire. Par
symétrie il suffit de montrer qu’elle est linéaire en x.

L,O(.Z‘,y) =

On commence par observer que ¢(2z,y) = 2¢(z,y). L’identité du parallélo-
gramme fournit en effet

N2z + )%+ N(y)? = 2N(z + y)? + 2N ()%
On en déduit que

N(2z 4 y)* —4N(x)* — N(y)*
2

¢(27,y) = = 2¢(z,y).

Nous montrons & présent que ¢(z+2',y) = v(z,y)+¢(z',y) pour tout z, 2’y €
E. Grace a l'observation précédente, il est équivalent de montrer que pour tout
z, 2,y € E, p(x+2',y) + o(x — 2/, y) = 2¢p(x,y). Cela résulte de

oz +a'y)+ oz -2 y) =

Niz+a/ 4y~ Nw+ @)= Np? Nz +y) - Nw-a')> - Np)?

2 2
_ N(xz+2' +y)?+ N(x — 2’ +y)? B N(x+2")% + N(z —2')? fN(y)2
2 2
= [N(z+y)®+ N(@)’] - [N(2)* + N(2)’] = N(y)*
= 2(,0(1‘,y),

ot ’avant derniére ligne résulte de 'identité du parallélogramme.

Nous montrons enfin que pour tout A € R et pour tout z,y € E, p(A\x,y) =
Mo(z,y). Comme Q est dense dans R, et comme N donc ¢ est continue, il suffit
d’établir cette relation pour A\ € Q. Une récurrence immédiate montre que

opz,y) = p(r+ - +1,y) = pp(z,y)

pour tout p € N. On en déduit que pour tout g € N*,

p p
po(z,y) = o(pr,y) = ¢ (qqx,y) =qp (qw, y) ,
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donc ¢(rz,y) = rp(z,y) pour tout r € Q. Enfin 0 = ¢(0,y) = p(x — z,y) =
o(—z,y) + ¢(x,y), en particulier ¢(rz,y) = rp(z,y) pour tout r € Q.

Exercice 5.17 (Francinou 4.44).  Soit X wune partie non vide de R™ et
C(X) son enveloppe convexe.

1) Calculer l'enveloppe conveze de X C R? dans les cas suivants
X, = {(C0897Sin0)7 NS [0,271’]}, Xo = {(_170)’ (1’0)7 (0, _1)5 (O’ 1)}

2) Montrer que tout point de C(X) est barycentre a coefficients positifs
d’une famille de n+ 1 points de X.

3) En déduire que si X est compacte alors C(X) est compacte.

1) On obtient aisément

C(X1) ={(z,y) €R*, 2’+y* <1} et C(Xa) ={(z,y) €R?, [z <Tet [y <1}.

2) Un point 2 € C(X) de l'enveloppe convexe sécrit x = Y 0_) \jx;, avec
z; € X, \; € R et Zle Aj =1.Sip > n+1, on va montrer que I’on peut réécrire
x comme un barycentre de p — 1 points a coefficients positifs. Une récurrence finie
assurera ainsi que ’on peut toujours se ramener a p < n + 1.

Les points xo — x1,23 — x1,...,%, — =1 sont linéairement indépendants. On
note az,...,a, € R non tous nuls tels que ZLQ ai(x; —x1) = 0. En posant a; =
—>F ,a;, onobtient >F_ a; =0et >, a;z; = 0. Ainsi pour tout ¢ € R,

xr =

J

(Aj +taj)z;

P
=1

Il s’agit & présent de choisir ¢ € R de facon a annuler I'un des coefficients, tout en
maintenant la positivité de A; +ta; > 0. Voici un choix qui convient :

Ai
t:= min{,ai < O}.
a;

11 s’agit d’un théoréme de Carathéodory (1907).
3) Il résulte de la question 2) que C(X) est 'image par application continue
n+1

¢:(Na) e Ax X" Y Ny e RMT!
j=1

du compact Ax X" o A = {\ € R}, Z;L;l A; = 1}, donc C(X) est compact.
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Exercice 5.18 (Francinou 2.28).

Soit E un espace euclidien et B = {u € L(E), |||ul|| < 1}. Montrer que
les points extrémauz de B (i.e. les u € B tels que B\ {u} est convere) sont
exactement les éléments de O(F).

Notons que O(E) C B puisque les éléments de O(E) préservent la norme,
donc sont de norme triple 1. On commence par montrer que les endomorphismes
orthogonaux sont extrémaux. Soit f € O(E) et supposons que f = (u + v)/2 avec
u,v € B. Alors pour tout z € E de norme 1, on a

|u(@) +o(@)|| _ [lu@l + @] _ [l + [l=]] _
2 = 2 =2

1.

L=[[f(2)]] =

Il y a donc égalité dans 'inégalité triangulaire, ce qui assure que u(z) = A(z)v(z)
avec A(z) > 0, puis u(x) = v(x) car ces deux vecteurs sont de norme 1. Par linéarité
on en déduit que u = v = f, donc f est extrémal.

Supposons a présent que f € B n’est pas dans O(E). On va utiliser la décom-
position polaire de f : il existe w € O(E) et s symétrique positif tel que f = wo s.
L’endomorphisme s n’est pas nécessairement inversible, mais il est diagonalisable
en base orthonormée et & valeurs propres comprises entre 0 et 1 puisque f € B.
Comme f n’est pas orthogonal, il existe une valeur propre A telle que 0 < A < 1.

On décompose
a1 + ao
)\:T avec —1<a;<ax<1
et on considére les endomorphismes u; = wos; et us = woss obtenus en remplagant
s par la multiplication par a; sur l’espace propre associé & A, et en laissant s
inchangé sur les autres sous-espaces propres. On obtient ainsi uy,us € B, u1 # us

et f = (u1 +u2)/2, donc f n’est pas extrémal.
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Chapitre 6

Calcul différentiel et géométrie

6.1 Différentielle d’ordre 1

Exercice 6.1. On consideére f = R? — R définie par f(0,0) =0 et

3 .3

f@y) =5 s s (@y)#(0,0)

Mg % et %5 existent, que f est continue mais pas différentiable en (0,0).

La fonction f est clairement lisse hors de I'origine. On observe que

Py

2% + 2y + 4|
|f(x,y)\ 2 T2

m2+y2 Sle_y‘v

|z —y|
donc f est continue a l'origine. Si v = (x,y) # 0 est une direction fixée. Il vient

[tz ty) — £(0,0)

t — f(e,y) — f(z,y) lorsque ¢ — 0,

donc f admet une dérivée partielle dans la direction v = (x,y). En particulier
92(0,0) = —5£(0,0) = 1. Si f était différentiable & l'origine, elle vérifierait

f(@,y) = £(0,0) + 2 —y + o[|(z,y)]],

ce qui n’est pas le cas puisque

floy) = £0,0) _a®day+y” w3y [1/2,3/2).
T —y 22 + y2 z? +y?

Exercice 6.2. On considére pour x = (z1,...,x,) € R", les normes

n n 1/2
Ni(z) = |zil, No(z) = <Z mP) et Noo(z) = max |z.
=1 =1

1<i<n
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Déterminer l’ensemble des points ot N; : R™ — R est différentiable.

C’est un fait classique qu'une norme N n’est jamais différentiable a I'origine.
Vous pouvez le vérifier en dérivant la relation d’homogénéité

N(Az) = [AIN(z)

par rapport a A par valeurs positives, puis négatives, pour réaliser que N n’admet
pas de dérivées partielles & ’origine.

Comme la norme euclidienne Ny est lisse hors de Porigine, ’ensemble N D(N3)
des points ou elle est différentiable est R™ \ {0}. De facon assez similaire,

ND(Ny) = (21 =0)U (22 =0) et ND(Nuo) = (21 = x2) U (21 = —22).

Exercice 6.3. Soit f : § € R+ € € C ~ R2. Mq f est différentiable en tout
point et que pour a # b, il n'existe aucun c € R tq f(b) — f(a) = i(b— a)e®.

Il s’agit d’un fait classique, traité en cours, qui montre que le théoréme des
accroissements finis n’est pas valable pour les applications & valeurs vectorielles.

Exercice 6.4. On considére l'application déterminant
fiAER” ~ M(n,R) — det A € R.
Expliquer pourquot cette application est de classe C*° et montrer que

Df(Id) : A e M(n,R) — tr A € M(n,R).

Le déterminant est une application polynomiale en les coordonnées de la ma-
trice, elle est donc de classe C*°. Soit H = (Hy,...,H,) une matrice que 'on
écrit comme collection de vecteurs colonnes H; = (h;;). Il vient, par n-linéarité du
déterminant,

det(Id+ H) = det(e; + Hy,...,en+ Hp)

1—|—Zdet(61,...,ej,l,Hj,ejJrh...,en +Hn) +O(H)
j=1
= 1+trH+o(H)

en notant e; les vecteurs de la base canonique de R".
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Exercice 6.5. On dit qu’une fonction différentiable f : R™ — R est positi-
vement homogeéne de degré k si pour tout x € R™ et A > 0,

fAzy, - Axy) = )\kf(:v).

Montrer que c’est le cas si et seulement si pour tout x € R™,

Df(x) -z = kf(a).

Si f est positivement homogéne de degré k, on dérive la relation par rapport a
A pour obtenir

Df(Az) -z = kAP f(2),
ce qui donne la formule souhaitée lorsque A = 1.
Réciproquement posons g(A) = f(Ax). Si f vérifie Df(z) - © = kf(z), alors
Ag'(N) = Df(Az) - (Az) = kf (M) = kg(N),

donc g(A\) = Meg(1), ie. f(Ax) = A f(2).

Exercice 6.6. Soit ) un ouvert convexe non vide de R™ et f : Q — R une
fonction convexe. La fonction convexe conjuguée f* est définie par

f*(y) = sup{{y, ) — f(x)}.
e
Calculer le domaine Dom f* et f* dans les cas suivants :
1) Q=R" et f(x) =log[l + e +...+e"];
2)Q=R" et f(x)=|zP/p oup>1;
3) Q=R (resp. Q=R") et f(x) =0.

1) Comme la fonction f est strictement convexe sur R™, le domaine de f* est
déterminé par 'image V f(R"™) de R™ par le gradient de f. On calcule

evi _of

Vv = 5§ <= =
flz)=s 14+ e%1 4 ...+ e%n o0x;

=s; pour 1 <i<n.

On observe que 0 < s5; <1,0<s1+...+s, <1let

_ e gl done e 4 ... 4 tn — St TS0
1+e% 4 ...+ e 1—(s14+...4sn)

S1+ ...+ 38,

Il s’ensuit que

54
Vf(x>=5<=””i:1”(1—<81+~~+8”)>
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donc Vf(R™) = S est le simplexe,
Domf*=8={seR", 0<5<1,0<s+...+8, <1}

et pour s € Dom f*,
f*(s):Zsjlnsj+ 1—25]- In 1—Zsj
j=1 :

2) Un calcul similaire (et plus simple) montre que Vf(R™) = R” = Dom f* et
f*(s) = |s]?/q, ou q est 'exposant conjugué de p.

3) Il faut ici travailler directement & partir de la formule (au cas par cas). Si
Q = R alors Dom f* = {0} et f*(0) = 0. Si 2 = R*, alors Dom f* = R~ et
f*(s) =0 pour tout s <0.

Exercice 6.7. Soit A € M(n,R) une matrice symétrique définie positive.

1) Montrer que [, e~ ‘4% dy = fc%.
Ay B

2) En déduire que det A < det A -det Ay, lorsque A = , PUis
By AQ

det A < H?Zlaii.

1) Rappelons qu’une matrice symétrique réelle est diagonalisable en base ortho-
normeée : il existe une matrice orthogonale P € O(n,R) et une matrice diagonale A
telles que *PAP = A. Comme (Az,z) = (APz, Pz), on effectue le changement de
variables y = Px pour obtenir

I(A):/ 67<Am’z>dz:/ e (AUl gy,

Soulignons que le module du déterminant de P est 1. La matrice ainsi obtenue est
a variable séparables, la formule souhaitée résulte alors du calcul de la Gaussienne

—Aiyi _ T
e dy;, = 4/ —.
I Vi

2) 11 suffit de montrer que I(A) > I(A;)I(As). Notons que
(Az,x) = (A121,21) + (A272, T2) + Q(71, 72),

avec Q(x1, x2) = (Bixa, x1)+(B2x1,x2). On observe que Q(—x1,22) = —Q(x1, x2).
Ce changement de variable laisse I(A) et (Ajx1, 1) + (A2x2, T2) inchangés. Il s’en-
suit que

I(A)+1(A)

I(A) _ f — / e—(A1x1,x1>e—<Azxz,x2>Ch Q(xth)dx > I(AI)I(AQ)_
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6.2 Inversion locale et fonctions implicites

Exercice 6.8. Montrer que la relation

sty —22%y—1=0
définit implicitement y en fonction de x au voisinage de (0,1) et déterminer
un D.L. a Uordre 3 de cette fonction au voisinage de 0.

La fonction lisse f(x,y) = 2* + 3 — 222y — 1 vérifie f(0,1) = 0 et 2—5(0, 1) =
3 #£ 0. Le théoréme des fonctions implicites assure qu’il existe une fonction lisse
y = g(x), définie dans un voisinage de 0, telle que g(0) =1 et f(x,g(z)) = 0.

Le D.L. a l'ordre 3 de g(z) = 1 + azx + bx? + cz® + o(2®) peut s’obtenir par
identification. Il vient a = ¢ =0 et b = 2/3.

Exercice 6.9. On considére
F:(z,y,2) eR¥— 22— 292+ 2% —ayz—yt +1 R

Montrer que la surface {F(xz,y,z) = 0} est lisse au voisinage du point
(0,1,1), qu’il existe un voisinage V' de (0,1) et une fonction lisse ¢ : V. — R
telle que p(0,1) =1 et

F(z,y,¢o(x,y)) =0 pour tout (z,y) € V.
Calculer les dérivées partielles de ¢ au point (0,1).

Lasurface S = F~1(0) est lisse au voisinage d’un point p si F' est une submersion
en p € S, i.e. si Iapplication linéaire tangente v € R3 + VF(p) - v est surjective.
Or VF = 2z — yz,—4y — xz — 4y3,62 — xy) donc

VF(0,1,1) = (-1,-8,6) # (0,0,0),

donc F est une submersion au voisinage de p = (0,1, 1).

Comme %—f(p) # 0, il résulte du théoréme des fonctions implicites qu’il existe
une fonction lisse ¢ définie dans un voisinage V' de (0,1) telle que ¢(0,1) = 1 et
F(z,y,¢(z,y)) = 0 pour tout (x,y) € V. On dérive cette relation par rapport a x

pour obtenir
2 4 2p(a, )7 9 () ~ yiple, ) — 2y o (1) = 0,

d’ou g—‘;(o, 1) = 1/2. On obtient de fagon similaire 3—5(0, 1) =5/2.



66 CHAPITRE 6. CALCUL DIFFERENTIEL ET GEOMETRIE

Exercice 6.10. Soit f : (z,y) € R? = (% cosy, e® siny) € R2.
1) Déterminer Q = f(R?); f réalise-t’elle une bijection de R? dans § ?
2) Mq f est un difféomorphisme local. Est-ce un difféomorphisme global ¢

1) Lorsque x,y parcourent R, (cosy, siny) parcourt S!, tandis que e parcourt
RT. On en déduit que f(R?) = R?\ {0}. L’application f n’est pas injective car
J(,y +27) = f(2,y) pour tout (z,y) € BZ.

2) On calcul le jacobien de f,

[8f1/8x 3f2/8x1 [ e*cosy e siny
de =de

af1/0y 0f2/0y —e%siny  e®cosy =e" #0.

Il résulte du théoréme d’inversion locale que f est un difféomorphisme local au
voisinage de chaque point (z,y) € R2. Ce n’est pas un diffécomorphisme global par
manque d’injectivité.

Exercice 6.11. Soit f : (z,y,2) € R® = (2yz,zy +yz+ 20,2 +y+2) € R3.

1) Montrer f est injective sur 2 = {(z,y,2) € R} » <y < z}.
2) Montrer que f : Q — f(Q) est un difféomorphisme de classe C*.

1) Si f(x,y,2) = (a,b,c), alors x,y et z sont trois racines réelles de I’équation
T3 —cT? +bT —a = 0. Si on impose de plus que (x,vy, 2) € Q, alors ces trois racines
sont ordonnées, donc

flxy,z) = fa' Y, 2) et (z,y,2), (2", Y, ') € Q= (x,y,2) = (&', . 7).

2) On calcule le jacobien de f,

yz y+z 1
Jf=det| zz xz4+2z 1 | =(z—-y)(z—z)(y—2x) >0,
zy z+y 1

comme on peut par exemple le voir en soustrayant la premiére ligne aux deux
suivantes avant de développer. Il s’ensuit que f : Q@ — f(€) est un difféomorphisme
local qui est de plus bijective, c’est donc un difféomorphisme global.

Exercice 6.12. Déterminer le jacobien de [’application

(0,400) x (0,27) x (=5,+5) — R3
(r,p,0) +— (rcospcos,rsinycosf,rsinf)

et en déduire le volume de la boule unité de R3.
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C’est un calcul classique. On obtient

cos ¢ cos 6 sin ¢ cos 6 sin 6
Jf=det | —rsinpcosf +rcospcosb 0 =r2cosf
—rcospsing —rsinpsing rcosf

et Vol(B3) = f::o szo 971—:/371'/2 r? cos 0 dr dp df = 47 /3.

Exercice 6.13. Montrer que

J
Ae M(n,R)—expA:= ZA—' € GL(n,R)

j>0 7"

réalise un difféomorphisme local d’un voisinage de la matrice nulle sur un
voisinage de lidentité, mais que ce n’est pas un difféomorphisme global.

On observe que
exp(0+ H) =exp(H) =1d+ H + o(H),

donc D exp(0) = Id,,2 est l'identité H € M(n,R) — H € M(n,R).
Il résulte du théoréme d’inversion locale que ’exponentielle de matrice est un

difféeomorphisme local au voisinage de la matrice nulle. Ce n’est pas un difféomor-

phisme global car elle n’est pas injective, e.g. exp <27r [ _01 (1) }) = exp(0) = Id.

Exercice 6.14. Soit f une fonction C' de deuz variables.

1) Déterminer toutes les solutions de [’équation % = 0 sur louvert

connere 0 = R?\ {(0,y) € R?; y < 0}.

2) En posant x = rcosf, y = rsinf, déterminer les solutions de

1) L’énoncé sous-entend que 1'on cherche les fonctions C! solutions de % =0

dans Q. On fixe y et on résout I'équation en x dans Q, = {z € R, (z,y) € Q}.
Lorsque y > 0, ©, = R est connexe et on obtient que z € Q, — f(z,y) = g(y) € R
est constante. Lorsque y < 0, il faut prendre garde au fait que Q, = R* a deux
composantes connexes, on obtient alors

Flayy) = g-(y) si@ < 0et fla,y) = g+ (y) siz > 0.
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Il reste enfin & imposer que g_ (resp. g1) se raccorde & g de fagon C! sur la demi
droite {(z,0) € R?, 2 < 0} (resp {(x,0) € R?, x > 0}). La fonction

0 si y>0,zeR
flz,y) =1 exp(=1/y) si y<0,2<0
exp(—1/y") si y<0,2>0

fournit un exemple explicite de solution lisse qui n’est pas indépendante de z...

2) Posons g(r,0) = f(rcos@,rsinf) et observons que

99 _ 0f . Of _
rgfxax—i—yayfz

Le passage en coordonnées polaires transforme le demi-plan en le domaine
produit (0,+00) x (0,7) dont les tranches sont connexes. On peut donc in-
tégrer Uéquation en g(r,0) = Inr? + h(6) d’ou

f(z,y) = In[2® + y?] + H(z//22 + y2).

6.3 Hessienne

Exercice 6.15. Soit f : R™ — R. On pose g(x) = [max(f(z),0)]%.
1) Montrer que g est différentiable si f est différentiable.
2) Est-ce que g est deux fois différentiable si f l'est ?

1) La fonction g est aussi réguliére que f hors de 'ensemble de contact (f = 0).
Si f est différentiable en x tel que f(z) = 0, il vient f(z+h) = hf'(x)+o(h), donc

g(x + h) = max(0, hf'(z) + o(h))* = O(h?)

On en déduit que g est différentiable en z avec ¢'(z) = 0.

2) La fonction g n’est, en général, pas deux fois différentiable méme si f est
infiniment lisse. Pour f(x) = x, on obtient que g admet une dérivée seconde a
gauche et a droite de zéro, avec

Exercice 6.16. Soit ) un ouvert convexe non vide de R™ et f : Q0 — R.
1) Montrer que si f est convexe et n =1, alors pour tout x < y < z,

) = @) ()= f@) _ )= f)

Yy— B Z—T B ]
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2) On suppose f différentiable. Montrer que f est convexe ssi
(Df(y) — Df(x))(y —x) > 0 pour tout z,y € 2.
3) On suppose f deux fois différentiable. Montrer que f est conveze ssi
D?f(x) - (h,h) >0, pour tout x € Q, h € R™.

4) On suppose que f convexe, différentiable et Df(a) =0. Mq f > f(a).

1) Comme z < y < z, on peut écrire

y—x
zZ—X

y=trx+(1—t)zavecl —t = € (0,1).

L’inégalité de convexité de f donne alors f(y) < tf(x) + (1 —t)f(z) soit

L’autre inégalité s’obtient de fagon similaire, en retranchant f(z).

2) Supposouns f différentiable et convexe. On traite d’abord le cas n = 1 et on
introduit un quatriéme point w > z. Il résulte de la question précédente que

fW) = f@) _ fw) = 1)

y—x w—z

On fait tendre y vers = et w vers z pour en déduire f'(x) < f(z), donc f' est
croissante, ce que ’'on peut exprimer sans imposer d’ordre par

(f'(z) = f(@))(z = z) > 0.

Le cas n > 1 se déduit du cas n = 1 en considérant la restriction g de f a la droite
(xz) = {tz + (1 —t)z,t € R} et en observant que

g'(1) = g'(0) = (Df(z) = Df(2))(x — 2) = 0.

Supposons réciproquement que cette inégalité est satisfaite. Si n = 1, il résulte
du théoréme des accroissements finis et de la monotonie de f/ que pour z < y < z,

fz) - 1)
== f(a) < f'(b) = ———,
y—x )
avec a € (z,y) et b € (y,z). Comme on l'a vu dans la premiére question, cette
inégalité est équivalente & la convexité. Le cas n > 2 se traite enfin par restriction.

3) Lorsque f est deux fois différentiable et n = 1, on obtient f convexe ssi f’
croissante ssi f” > 0. Pour n > 2, on observe que g(t) = f(x + th) vérifie

g"(t) = D*f(x + th)(h, ),

donc f est convexe ssi chaque restriction g est convexe ssi D% f > 0.
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4) 11 s’agit de montrer que si f est lisse et convexe, alors un point critique est
forcément un minimum global. On se rameéne encore une fois au cas de la dimension
1 en considérant la restriction g de f a la droite (ax), avec une paramétrisation telle
que g(0) = f(a) et g(1) = f(z). L’hypothése Df(a) = 0 assure que ¢’(0) = 0. La
convexité assure que ¢'(t) > ¢’(a) = 0 pour 0 < ¢t < 1, donc g est croissante sur
[0,1], en particulier f(z) = g(1) > g(0) = f(a).

Exercice 6.17. Soit H un espace de Hilbert et a € H* On considére
fixeHw f(x)= (a,a:)e*”x"2 eR.

1) Mq f est différentiable, calculer son gradient et ses points critiques.

2) Ces points critiques sont-ils des extrema locaux ? de quelle nature ?

1) On calcule f(z+h) = f(x)4 (a, hye =" —2(a, ) (z, h)e~11=II* +-o(h). donc f
est différentiable avec Df(z) - h = ([a — 2(a, z)z] , h)e~ 1" La fonction f possede
donc deux points critiques, ce sont

a
Tp=
V2|Jall

2) On effectue un D.L. a 'ordre 2 de f(x + h), il vient

fla+h) = f(z) + {(a,h) — 2{a,2)(z, h)} e 19" 4 Q, (h) + of|[A]]?)

avec

Qu(h) = {~(a, 2)|[1]]* = 2(a, h) - (&, h) + 2{a, @) - (x, h)*} e I*II
Au point x4, on obtient ainsi

1
Qu (h) = ——=— {llal[*||h|[* + {a, h)*}
V2|lal|
qui est définie négative, donc x4 est un mazimum local.
Comme [ est impaire, sa Hessienne a un comportement inverse au point
x~ qui est donc un minimum local.

Exercice 6.18. Déterminer les extrema de la fonction

g:(2,y) ER* = (x — y)e*(ﬁ“ﬁ) eR.

On observe que g tend vers 0 lorsque ||(z,y)|| — +o0o et qu'elle prend des
valeurs positives et négatives. Comme ¢ est continue, on en déduit qu’elle atteint
son maximum global et son minimum global dans R?. Le gradient de g est

(1—22(x — y))e~ @ +v")

V - 2 2 .
T - 2ya e
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Il s’annule en exactement deux points p+ = (1/2,-1/2) et p_ = (=1/2,1/2) = —p
(notons que g est impaire), qui sont donc les deux uniques extrema de g. Comme
g(py) =e 2 et g(p_) = —e~1/2, on en déduit que p, (resp. p_) est le point qui
réalise le maximum (resp. minimum) global de g.

Exercice 6.19. Soit u € C?(R%,R). Mq 0 < Au(0) ssi pour tout r assez
petit,

2T
u(0) < 1/ u(rcos @, rsind)do.
0

On effectue un D.L. de u a l'ordre 2 exprimé en coordonnées polaires,

u(rcos 8, rsinf) = u(0) + r cos 9%(0) +rsin 9%(0)+

2 2 2
% { 2 cos? 9%(0) + 212 cos&sin@aigy (0) + 2 sin? 03;;(0)} + o(r?).

On intégre par rapport & 6 pour obtenir
1 2m 7‘2
— u(rcos @, rsin 0)df = u(0) + —Au(0) + o(r?).
2 0 2

Le résultat s’ensuit.

Exercice 6.20. On considére la courbe gauche
I':= {(3772172) ERS? $2+y2_22y2+2—1:0}.

1) Déterminer (multiplicateurs de Lagrange) les valeurs extrémales de
(1,y,2) €T+ 22 + y? + 22 € R et préciser les points qui les réalisent.

2) Retrouver ces résultats par un calcul direct.

1) On note f(x,y,2) = 22 +y? — 2z, g(z,y,2) = y> + 2z — 1 et ¢(z,y,2) =
z2 + y? + 22. Le théoréme du multiplicateur de Lagrange assure que si p est un
extremum local de ¢ sous la contrainte p € I (i.e. f = ¢g = 0), alors il existe des
multiplicateurs A, u € R tels que

Vo(p) = AV£(p) + uVg(p),

ce qui exprime que le noyau de la différentielle de p € R — (f,g)(p) € R? est
orthogonal au gradient de ¢ en p.
On obtient ici le systéme suivant, pour p = (z,y, z) : il existe A, u € R tels que

2z 2z 0
20 | =2 2y +p| 2y
2z -1 1
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Six # 0, on a nécessairement A = 1. On ne peut pas avoir ;= 0 sinon
z = —1/2, ce qui contredit x> +y?> — 2z = 0. Ainsi u # 0 et y = 0. Comme
(z,y,2) €T, il vient enfin z = x> = 1, ce qui conduit auz deux points

A=(1,0,1) et B=(-1,0,1).
Six =0, la contrainte (0,y,z) € I' conduit auzr deux points
C =(0,1/v2,1/2) et D = (0,-1/v/2,1/2).

1l est naturel que ces points arrivent par paires, car I' est invariante par
les symétries (z,y,z) — (—z,y, 2) et (z,y,z) — (x,—y, z). On obtient

6(A4) = 6(B) = 2 et (C) = ¢(D) = 3/4.

Attention : le théoréme de Lagrange fournit une condition nécessaire pour
qu’un point p soit critique, mais cette condition n’est pas suffisante en gé-
néral. Il faut donc s’assurer que les points A, B,C, D sont effectivement des
points qui réalisent des extrema locaux de ¢. On peut observer pour ce faire
que I' est compacte (faire un dessin!), car

O§x2+y2:z:1—y2§1.

On en déduit que ¢ atteint son mazimum en A, B et son minimum en C, D.

2) On peut estimer directement les extrema globauzx de ¢ sur ' en procé-
dant comme suit : on note que ¢(x,y,z) = z+ 2% avec z =1— y2 =22+ y2,

La valeur maximale de ¢ correspond donc a la valeur maximale de z qui
est z = 1, atteinte en A et B. La valeur minimale de ¢ correspond a la valeur
minimale de z atteinte lorsque x =0 et 2y> = 1, donc en C et D.

Exercice 6.21. Soit A € M(n,R) une matrice symétrique et
fizxeSw— (Azx,x) € R,

o S désigne la sphére unité de R™. Ecrire les conditions de Lagrange vérifiées
par les points qui réalisent les extrema de f. Déterminer les extrema de f en
fonction des valeurs propres de A. En déduire l’image f(S).

Notons h(z) = >, 22 —1 de sorte que S = (h = 0). La condition de Lagrange

i=1"1
stipule que si x réalise un extremum de f sur S, alors il existe @ € R tel que

Vf(x) =aVh(x).

Comme A est diagonalisable en base orthonormée, on peut effectuer un chan-
gement orthonormé de coordonnées pour se ramener au cas ol A est une matrice
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diagonale Diag(A1, ..., Ay ), les valeurs propres de A étant ordonnées Ay < ... < A,.
La condition de Lagrange s’écrit alors

AT = Q1, Aoko = QLo ..., ApTy = QLy,.

Les extrema de f sont A; et \,, atteints respectivement en (1,0,...,0) et
(07"'a071)7 et f(S) - [Ala/\n]

6.4 Sous-variétés

Exercice 6.22. Soit ¢ : R — R? une application lisse, avec p(0) = (0,0),
dont l'image I' est incluse dans la cubique cuspidale

C:={(z,y) eR?/y* =2"}.
Montrer qu’on a nécessairement ¢'(0) = (0,0).

On note ¢(t) = (
x(t) = at + o(t) et y(t
algébrique

z(t),y(t)) et on effectue un D.L. a l'ordre de 1 de = et y,
) = bt + o(t). L’inclusion ¢(R) C C se traduit par la relation

a®t? +o(t?) = o(t?) = z(t)® = y(t)* = b*t* + o(t?),

on en déduit que b = 0 = y'(0). Pour controler a, il faut pousser le D.L. un cran
plus loin. On écrit y(t) = ct? + o(t?) et on injecte dans la relation z(¢)3 = y(t)?
pour obtenir

a3t +o(t®) = x(t)® = y(t)? = M 4 o(t?) = o(t?),

ce qui implique a = 2/(0) = 0.

Il s’ensuit que la cubique cuspidale est une courbe géométrique singuliére a
Porigine : la singularité de la paramétrisation est d’origine géométrique, elle n’est
pas due & un mauvais choix de paramétrisation analytique.

Exercice 6.23. Montrer que les propriétés suivantes sont localement équi-
valentes :

i) T C R? est le graphe d’une fonction d’une variable.

i) T C R? est une courbe paramétrée régulicre ;

ii) il existe un difféomorphisme ® : R? — R? tel que ®({x = 0}) =T}
iv) Il existe une submersion lisse F : R? — R telle que T' = F~1(0).

SiT = {(z,y) € R?;y = f(x)} est le graphe d’une fonction lisse, alors
x> (2, f(x)) € R? est une paramétrisation réguliére de T, donc (i) implique (i4).
Réciproquement si I' = ¢(I) admet la paramétrisation réguliere p(t) = (x(t), y(t)),
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on se place au voisinage d’un point tel que 2’(t) # 0 (quitte & interchanger les roles
de z et y). Le théoréme d’inversion locale assure que la fonction x est inversible
au voisinage de ce point. On peut donc réaliser I' comme le graphe de la fonction
yoz~l dou (ii) = ().

Soit » : t € I ~ (z(t),y(t)) € R? une paramétrisation réguliere de I'. Le
vecteur tangent ¢'(t) est non nul en tout point, on se place au voisinage d’un point
tel que y'(t) # 0 (on peut s’y ramener quitte & composer par le difféomorphisme
(2,y) = (y,2)). Alors @ : (s,t) — (s + x(t),y(t)) € R? est un diffeomorphisme
(local) tel que ®({s =0}) =T Ainsi (i¢) = (7).

Réciproquement si I' = ®({s = 0}) est I'image de {s = 0} par un difféo-
morphisme ®(s,t) = (a(s,t),B(s,t)) alors I' admet la paramétrisation réguliére
¢t (a(0,t),5(0,t)), donc (iii) = (i7).

Considérons I’ensemble des points (z,y) d’un ouvert U de R? tels que F(x,y) =
0, ot F: U — R est une fonction lisse. On suppose que la différentielle dF' ne
s’annule pas en un point (zg, yo) € U. L’une au moins des deux dérivées partielles ne
s’annule pas, disons %(l'o, yo) # 0 pour fixer les idées. Par continuité, %—5(337 y) #0
ne s’annule pas pour (z,y) dans un petit voisinage V' de (zg, y0). Le théoréme des
fonctions implicites assure alors lexistence d’un voisinage V' C V' de (zg,yo) tel
qu’il existe une fonction lisse f telle que

{(z,y) e V' [ F(z,y) =0} = {(z,y) € V' Jy = f(x)}.

Cela montre Pimplication (iv) = (7).
Réciproquement si I' est le graphe d’une fonction f, alors I' = F~1(0) ou
F(z,y) =y — f(z) est une submersion, donc (i) = (iv).

Exercice 6.24. On considére une fonction lisse f : R — R et la surface
réguliere
S={(z,y,2) eR* xR*; 2 =z f(y/x)}.

Montrer que tous les plans tangents a S contiennent l’origine (0,0,0).

La surface S est réguliére, comme tout graphe d’une fonction lisse. Soit ¢ :
(z,y) € R? — (z,y,2f(y/z)) € R?) une paramétrisation de S. Les vecteurs

gix" = (170,f(y/x) - %f’(y/x)) et % = (0,1, f'(y/x))

sont linéairement indépendants. Le plan tangent 7,5 est le sous-espace affine de R3
de dimension deux qui passe par p et est tangent a4 S. Il est donné par

o ¢
T,(S) = e e 4
»(S) =p+ Vect ((’h’ 8y>
On observe que pour tout z,y € R,
P52 )+ Y55, 0) + pley) = (0,0.0)

cela montre que 'origine appartient & chaque 75,S.



6.4. SOUS-VARIETES 75

Exercice 6.25. Montrer que le groupe orthogonal
O(n,R) = {A € M(n,R)| A'A = 1d}
et le groupe spécial orthogonal
SO(n,R) = {A € M(n,R)| A'A=1d et det A = 1}
sont des sous-variétés de R dont on précisera la dimension.

On identifie R" et 'ensemble M(n,R) des matrices carrées de taille n et on
note Sym(n,R) I'ensemble des matrices symétriques réelles de taille n : c¢’est une
sous-variété linéaire de M(n,R) de dimension n(n + 1)/2. On note I, I'identité.
Considérons

f:AeM(n,R)— A'A € Sym(n,R).

C’est une application différentiable telle que
O(n,R) = £7(I,)
On vérifie que I,, est une valeur réguliére : c’est I'image de I,, = f(I,,), or
Dy, f:He M(n,R)— H+'H € Sym(n,R)

est une application (linéaire) surjective puisque son noyau est constitué des matrices
antisymétriques, donc

rang D, f = n? — dim Antisym(n,R) = dim Sym(n, R).

Tl résulte alors d’un théoréme du cours que O(n, R) est une sous-variété de dimension
n(n —1)/2 = dim Antisym(n,R).

La variété O(n,R) est fermée (image réciproque d’un fermé par une application
continue) et bornée car si A = [a;;] € O(n,R), alors

n

tr(A'A) = Z a?j = tr(l,) = n;

ij=1
elle est donc compacte. Elle n’est pas connexe car ’application continue
det : O(n,R) — {—1,+1}

est surjective comme on le vérifie aisément.
Iy a deux composantes connexes, SO(n, R) est celle qui s’envoie par det sur +1.
Il s’ensuit que SO(n,R) est également une sous-variété de dimension n(n — 1)/2.

Exercice 6.26. Montrer que (GL(n,R),-) est un groupe de Lie, i.e. une
variété telle que les applications de structure

(A,B) € GL(n,R)* — A- B € GL(n,R)
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et A€ GL(n,R) — A~ € GL(n,R) sont lisses.

Le groupe général linéaire GL(n, R) est I’ensemble des matrices réelles inver-
sibles de taille n. C’est un ouvert de M(n, R) ~ R (image réciproque de R* par
I'application déterminant qui est lisse), donc une variété réelle de dimension n?.

L’application (A, B) +— A - B est polynomiale en les coefficients de A et B,
donc lisse sur M(n, R) et sur GL(n, R) par restriction. L’application A — A~! est
lisse sur GL(n, R) puisque U'inverse s’exprime a l'aide de fractions rationnelles en
les coefficients de A, via

1 tCom A
~ detA’

ou Com A désigne la matrice des cofacteurs de A.

Exercice 6.27. Soit S C R? une surface et ¢ € R\ S. Montrer que
fipeS—lp—qleR

est différentiable. Vérifier que p € S est un point critique de f si et seulement
st la droite joignant p a q est normale a S au point p.

La norme || - || est une application différentiable sur R™\ {0} ; comme p — g # 0
pour tout p € S, on en déduit que ’application

fipeSw|p—qlleR

est différentiable sur S.
Un développement limité de f au voisinage de p € S donne, pour h € 1,5,

fo+h) = |l(p—q) +hll=Ip—qll>+2(p —q.h) +o(h)
_ (p—q,h) o
= TOF e toW

= f(®) + Dp(f)(h) +o(h)

donc p € S est un point critique de f (i.e. D,(f) = 0) si et seulement si la droite
joignant p & ¢ est normale & S au point p.

Exercice 6.28. Soit g € N*. Soit D C R? le disque unité fermé et D1, . .. D,
des disques deuz o deux disjoints contenus dans D,

D; ={(z,y) ER*|(z —a;)* + (y — b;)*> < r7}.
On considére

filey) €R? = (1-[2® + ¢’ DI, (@ —ai)* + (y — b)* —77) €R.
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1) Montrer que

M = {(z,y,2) e R®| 22 = f(x,)}

est une sous-variété compacte et connexe de R3. Représentez la.
2) M est-elle simplement connexe ¢ Combien a-t’elle de trous ?

La fonction f est a valeurs positives dans K := D \ U;IntD;, donc

M ={(z,y,2) € K xR", z=+/f(z,9)} U{(z,y,2) € K xR, z = —/f(z,y)}

est la réunion de deux graphes qui se recollent le long de 9K C (z = 0). On en
déduit que M est une sous-variété de R3, sauf peut-étre aux points du plan (z = 0).

Soit p = (z,,0) un de ces points et F(z,y,z) = f(x,y) — 2% de sorte que
M = F~1(0). Si (z,y) € 8D alors

OF

- = —2z11_, ((z —a;)® + (y — b;)> — 1)
ot OF

gy = 2L (@ - a5 (y = b)* =)

donc 'une de ces deux dérivées partielles n’est pas nulle puisque z? + y2 = 1 et
0DND; =0.8Si(z,y) € D, alors

%i =2(z — ag)(1 — [2% + y*)ize (2 — ai)® + (y — bi)? —12)
et oF
5y = 2w =00 = 2%+ y DMize (2 = @)® + (v = ) = 77)

donc I'une de ces deux dérivées partielles n’est pas nulle également.

Il s’ensuit que F' est une submersion au voisinage d’un tel point, ce qui montre
que M est une sous-variété de dimension deux de R3 (une surface lisse).

L’ensemble M est borné car f est bornée sur K. Comme de plus f est continue,
il s’ensuit que M est compact. Par ailleurs M est connexe, comme réunion de deux
graphes connexes ayant des points communs.

M est une réalisation d’un tore a g trous. Elle n’est pas simplement connexe,
chaque cercle tracé sur M autour de la droite (a;, b;,0) +R(0,0, 1) ne pouvant pas
étre homotope & un point.
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Chapitre 7

Topologie

7.1 Espaces métriques

Exercice 7.1.
1) Montrer que N est fermé dans R (muni de sa valeur absolue).

2) Montrer qu’une suite de réels positifs qui ne tend pas vers 400 admet
une sous-suite convergente.

3) Montrer que si pn/qn € Q est une suite de rationnels qui converge vers
un irrationnel x € R\ Q, alors |p,| — +00.

1) 1l s’agit de comprendre que si une suite d’entiers converge vers £ € R, alors
elle est stationnaire. On peut utiliser la quantification de la limite avec € = 1/2 : si
deux entiers sont & une distance < 1/2 'un de l'autre, alors ils sont égaux. On en
déduit en particulier que ¢ € N.

2) C’est un exercice de négation logique de quantification : si x,, ne tend pas
vers 400, c’est qu’elle admet une sous-suite majorée. Comme on suppose x, > 0,
cette sous-suite est bornée, elle admet donc une sous-sous-suite convergente.

3) On raisonne par I'absurde en utilisant les deux questions précédentes. Si |py,|
ne tend pas vers 400, alors on peut supposer (quitte a extraire) que |p,| — a. La
question 1) assure alors que a € N*. On obtient également |g,| — b = a/|z| € N*,
d’ot |z| = a/b € Q, contradiction.

Exercice 7.2 (Cours 10.5). Montrer qu’une suite de Cauchy admet au plus
une valeur d’adhérence, et qu’elle converge si et seulement si elle admet une
valeur d’adhérence. En déduire qu’un espace compact est complet.

Soit (x,) une suite de Cauchy d’un espace métrique (E,d). Supposons qu’elle
admet (au moins) une valeur d’adhérence /, limite de la suite extraite (z,(y,)). Pour
tout € > 0, il existe N € N tel que

n,q > N = d(xym),l) <e/2 et d(zn,zg) <e/2.

79
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En prenant ¢ = ¢(n), on obtient
n >N = d(n,l) < d(@n, Tpn)) + d(Tpm), L) <&,

ce qui montre que (z,,) converge vers £. La réciproque est claire.

Comme toute suite a valeurs dans un compact admet au moins une valeur
d’adhérence, on en déduit que toute suite de Cauchy & valeurs dans un espace
métrique compact est convergente, i.e. un métrique compact est complet.

Exercice 7.3. Soit (E,d) un espace métrique. On note ¢ := d/(1 + d).
1) Montrer que § est une distance sur E. Est-elle équivalente a d ¢
2) Montrer que (E,d) est complet ssi (E,¢) lest.

1) Il est clair que § vérifie toutes les propriétés d’une distance sauf peut-étre

I'inégalité triangulaire. Celle-ci est conséquence d’une propriété de sous-additivité

de la fonction croissante t € RT +— f(t) = —& € RT. On observe que f est concave

T+t
et s’annule en 0, ce qui implique
a,b>0= f(a+0b) < f(a)+ f(b),

comme on le voit en fixant b et en étudiant les variations de a — f(a+b)— f(a)—f(b)
qui s’annule en a = 0. Pour a = d(x, z) et b = d(z,y), on obtient

5($,y) =fo d(x,y) f(d(xv Z) + d(Z’ y))
d

<
< fod(x,2) + fod(zy) = d(z,2) + 6(2,9).

2) La propriété résulte de ce que d(z,y) et d(x,y) sont équivalentes lorsque z et
y sont proches : on a par exemple §(x,y) < d(z,y) < 26(x,y) lorsque d(z,y) < 1.

Exercice 7.4. Soit EE un espace vectoriel muni de la distance triviale,

1 s x
d(x,y)Z{O s xig

1) Montrer que les boules ouvertes de rayon 1 sont fermées.
2) Montrer que les boules fermées de rayon 1 sont ouvertes.
3) Quels sont les ouverts et les fermés de E ?

On remarque qu’une boule ouverte BO(a,1) = {a} de rayon 1 est réduite a son
centre, tandis qu’une boule fermée BF'(a, 1) de rayon 1 est égale & E. Ainsi

— une boule ouverte de rayon 1 est fermée;

— une boule fermée de rayon 1 est ouverte;

— ’adhérence d’une boule ouverte n’est pas nécessairement une boule fermée ;
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— tout sous-ensemble de E est a la fois ouvert et fermé.

Exercice 7.5. Soit (E,N) un espace vectoriel normé. Montrer que ’adhé-
rence d’une boule ouverte BO(a,r) est la boule fermée BF(a,r). Montrer
que lintérieur d’une boule fermée BF (a,r) est la boule ouverte BO(a,r).

L’adhérence d’une boule ouverte BO(a,r) est contenue dans la boule fermée
BF(a,r) (qui est fermée). Comme tout point = de la sphére dBF (a,r) est limite
de points a + (1 — 1/j)(x — a) € BO(a,r), on en déduit BO(a,r) = BF(a,r).

L’intérieur d’une boule fermée BF'(a,r) contient la boule ouverte BO(a,r) (qui
est ouverte). Aucun point = de la sphére dBF(a,r) n’appartient a Uintérieur car
toute boule B(z,e) contient des points a + (1 + ¢/2)(x — a) hors de BF(a,r). 1l
s’ensuit que l'intérieur de la boule fermée BF(a,r) est la boule ouverte BO(a,r).

7.2 Espaces vectoriels normés

Exercice 7.6. Soit (E, N) un espace vectoriel normé. Montrer que tout sous-
espace strict est d’intérieur vide.

Soit F' C E un sev d’intérieur non vide, ainsi F' contient une boule ouverte
B(a,r) avec r > 0. Comme F' est stable par addition de —a, il vient

B(0,r) = B(a,r) —a C F.

Comme F' est stable par multiplication par A € K*, on en déduit que F =
K*B(0,r) C F'donc FF =E.

Exercice 7.7. Soit (E, N) un espace vectoriel normé sur K =R (ou K =
C). Montrer que (E,N) est complet ssi toute série absolument convergente
est convergente.

Supposons que (E,N) est complet et que Y ., N(z,) < 4+o00. Alors la suite

des sommes partielles Sy = Zﬁ;o x5, est une suite de Cauchy dans F, car

N+p N+p +o0
N(SN+p—SN):N< > xn> < > N(@.)< > N(zn)

n=N+1 n=N+1 n=N+1

tendr vers zéro, lorsque N — +00, uniformément par rapport a p. Comme (E, N)
est complet on en déduit que Sy converge.
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Réciproquement supposons que toute série ACV est CV et soit (a,) une suite
de Cauchy. On pose a_; = 0. Quitte & extraire, on peut supposer que

N(an - anfl) S 2—n’

La série de terme général =, = a, — a,_1 est alors ACV donc CV, mais Sy =
N
Y n_oTn = an, donc (ay) est convergente.

Exercice 7.8. Soit E = Q[v2] = {x = a + bv/2 € R, (a,b) € Q}. On note
Ni(z) = |a+bV2| et No(z)=|a|+ |b].

Montrer que E est un Q-ev de dimension 2 et que N1, No sont des normes
sur Q qui ne sont pas équivalentes.

On observe que R est un espace vectoriel sur Q (de dimension infinie) et on
vérifie que Q[v/2] est un Q-sev de R. Il est engendré par 1 et /2 ; ces deux vecteurs
sont linéairement indépendants sur Q (car v/2 ¢ Q) donc dimg Q[v/2] = 2.

Notons que Ni(z) = |a + bv2| < |a] + V2[b| < v2(|a| + |b]) = V2Na(x). Il 0’y
a cependant pas d’inégalité réciproque : on décompose v/2 = 1 + D ons1 Tnl07" et

on pose by = —10V, ay = 10~ + 10V ZnN:1 x, 107", de sorte que

Ni(an +byV2) = lay +byv2 =10 Y 2,107 <1,
n>N+1

tandis que No(ay + bNﬂ) > |by| = 10V — +o0.

Exercice 7.9. Soit (E,N) un evnormé sur R et ¢ : E — R une forme
linéaire.

1) Montrer que ¢ est continue ssi Ker ¢ est fermé.

2) Montrer que si @ n'est pas continue, alors Ker ¢ est dense.

3) Donner un exemple de forme linéaire non continue.

1) Si ¢ est continue alors Ker p = ¢71({0}) est fermé. Réciproquement suppo-
sons que Ker ¢ est fermé. Si ¢ est nulle il n’y a rien & montrer, on suppose donc
que ce n’est pas le cas et on fixe a € F tel que ¢(a) = 1. L’ensemble a + Ker ¢ est
fermé et 0 ¢ a + Ker ¢, il existe donc r > 0 tel que la boule ouverte B = B(0,r) ne
rencontre pas a + Ker ¢. On observe & présent que

sup [p()] < 1.
N(z)<r
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En effet si [p(z)| = A > 1 avec N(z) < r, alors p(z/ = \) = ¢(a) avec 2/ £ X € B,
donc z/ + A € a+ Kerg ce qui contredit notre hypothése. Il s’ensuit que ¢ est
continue puisque pour tout x € E on a |p(z)| < r !N (z).

2) Si ¢ n’est pas continue, alors Ker ¢ n’est pas fermé donc son adhérence est
un sev de E qui contient strictement Ker ¢, il est donc égal a E car Ker ¢ est de
codimension 1.

3) Considérons E I'espace des polynomes muni de la norme N (P) = supy, 1 ||,
et p: P € E— P(2) € R 'évaluation au point 2. La suite de polynémes P, (z) =
(x/2)™ veérifie pour tout n € N,

¢(P,) =1 tandis que N(P,) — 0.

Cette forme linéaire n’est donc pas continue.

Exercice 7.10. Soit E un evn et ¢ : E x E— R une application bilinéaire.
Montrer que ¢ est continue ssi il existe C' > 0 telle que

lo(z,y)| < Clll[lyll, Va,y € E.

On munit ici implicitement ’espace produit E'x E de la norme produit N (z,y) =
[lz|| +1ly||- Si ¢ vérifie I'inégalité proposée, alors elle est clairement continue a l'ori-
gine. On en déduit la continuité en tout point grace a la bilinéarité,

lo(x,y) — @(x0,y) + p(w0,y) — @(T0, Yo)]
lo(x — z0,y)| + |@(zo,y — Yo)|
C{{lz — zoll - lly[l + llzol| - [ly — yol[} -

lo(z,y) — (@0, yo)|

[VARVAN

Réciproquement on raisonne par contraposée. Si I'inégalité n’est pas satisfaite

c’est qu’il existe des vecteurs x;,y; de norme 1 tels que |p(x;,y;)| > j. En posant
/

T = zj/\/7 et y; = y;/+/J, on obtient une suite de points (z},y;) qui tend vers

(0,0) et telle que ¢ (', y;) ne tend pas vers 0, donc ¢ n’est pas continue a l'origine.

7.3 Espaces de fonctions ou de matrices

Exercice 7.11. Soit E = C°([0,1],R) muni de Noo(f) = SUPLefoq] | f(2)]-

1) On considére N,(f) = (fol |f(x)|dz)YP pour p = 1,2. Montrer que
N1, Ny, Ny sont des normes sur E et qu’elles ne sont pas équivalentes.

2) Quelle est ’adhérence (pour chacune de ces normes) du sous-espace
P des fonctions polynémiales ?
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1) 1l résulte de V'inégalité de Cauchy-Schwarz que N; < N,. L’intégration des
majorations uniformes |f(t)] < Noo(f) fournit par ailleurs No < Ny. Il n’y a
cependant aucun contrdle réciproque. Considérons la suite f;(z) = 27 € E, elle
vérifie Noo(f;) = 1 tandis que

1
. 1

La suite g; = 1/2j + 1f; vérifie donc Na(g;) = 1 tandis que

1 -
, VZi+1
Nl(gj):\/Qj—‘rl/ x]dx:j]T—;—)O.
0

2) Toute fonction continue est limite uniforme sur [0, 1] de fonctions polyno-
miales, donc P est dense dans (E, Ny ). Comme N1 < Ny < N, on en déduit que
P est également dense dans (E, N;).

Exercice 7.12. Soit H un espace de Hilbert de dimension infinie et {e,,n €
N} une famille orthonormée. Montrer que la suite (ep)nen n'admet pas de
sous-suite convergente.

Soit e, () une suite extraite. Elle ne peut pas étre de Cauchy car deux points
consécutifs restent a distance /2 I'un de 'autre, cf

Hetp(n+1) - ecp(n)||2 = ||eap(n+1)”2 - 2<eap(n+1)7 e<p(n)> + ||etp(n)||2 =2.

Exercice 7.13. Soit E = C°([0, 1], R) muni de la norme sup. Mq l’ensemble
B:={z" € E/neN}
est un fermé borné de (E, No) qui n’est pas compact.

La premiére chose & comprendre est que f, = =™ est une suite & valeurs dans
B qui n’admet aucune sous-suite convergente. En effet si Noo(fn, — g) — 0 avec
n; — +o0o, alors la valeur d’adhérence g devrait étre continue (limite uniforme de
fonctions continues), or f,,; converge simplement vers la fonction discontinue qui
vaut zéro sur [0, 1 et 1 au point 1. On en déduit que B n’est pas compact.

L’ensemble B est borné car inclus dans la boule unité de . Une suite & valeurs
dans B est du type f;(z) = 2™ ol (n;) est une suite d’entiers (arbitraire, en parti-
culier elle n’est pas nécessairement croissante). Si cette suite converge dans E (i.e.
uniformément sur [0, 1]) vers une fonction g, il résulte de notre premiére observation
que la suite (n;) est nécessairement bornée, elle est donc en fait stationnaire et la
limite g appartient a I3, donc B est fermé.
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Exercice 7.14 (Cours). Montrer que
1) O(n,R) est un groupe compact (topologie induite par une norme).

2) SO(n,R) est un groupe connexe non commutatif pour n > 3.

1) Les compacts de R™ sont les fermés bornés. L’application M € M (n,R) —
f(M) = M'M € M(n,R) est continue donc O(n,R) = f~1(Id) est fermé. Toutes
les normes étant équivalentes sur M (n,R), on peut travailler avec

Le groupe O(n,R) est inclus dans la sphére centrée en 0 et de rayon y/n pour cette
norme, on en déduit que O(n,R) est borné.

2) Pour montrer que SO(n,R) est connexe, il suffit de relier une matrice arbi-
traire A € SO(n,R) a Id par un chemin continu de matrices dans SO(n,R). On
commence par rappeler que A est semblable & une matrice diagonale par blocs, avec
des blocs de dimension 1 (ayant des 1 ou des —1 sur la diagonale) et de dimension
2 de la forme

Aa:{cosé) smé)} uA,GZ[cosf) sm@]

sinf cos6 sinf  cosf

Le chemin s’obtient par exemple en considérant A, et Aj,, 0 < ¢t < 1 pour se
ramener & une matrice qui n’a que des 1 et des —1 (en nombre pair) sur la diagonale.
On traite ces derniers deux par deux en les considérant comme une matrice de
rotation d’angle 7 et en déformant contintiment I’angle sur zéro.

Le groupe des rotations 2-dimensionnelles SO(2,R) ~ S! est commutatif, mais
ce n’est plus vrai en dimension n > 3. Pour n = 3 on peut considérer par exemple

0 -1 0 -1 0 O
A=|11 0 0 et B= 0 1 0
0 0 1 0 0 -1

pour lesquelles on obtient AB(e;) = —BA(ey).

Exercice 7.15.
1) Mque Uensemble N'C M (n,R) des matrices nilpotentes est conneze.

2) Montrer que N est un fermé d’intérieur vide.

1) 11 suffit de savoir relier n’importe quelle matrice nilpotente N a la matrice
nulle par un chemin qui reste dans A/. Le chemin ¢ — ¢tN convient.

2) Si N; € NN converge vers N € M(n,R), alors 0 = N}' — N"™ =0, donc N
est nilpotente, i.e. A est fermé. C’est un sev strict, il est donc d’intérieur vide.
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Chapitre 8

Intégrales et séries

8.1 Intégration

8.1.1 Fondamentaux

Bien que seule I'intégrale des fonctions continues par morceaux soit au
programme de 'agrégation interne, il est sans doute utile que vous connais-
siez la définition de l'intégrale de Riemann : une fonction bornée f : [a, b] —
R est intégrable au sens de Riemann ssi pour tout € > 0, il existe deux
fonctions en escalier ¢, : [a,b] > Rtq o < f < et

b
/ (Y —p) <e.
a
Exercice 8.1.

1) Montrer que l'indicatrice de Q n’est pas Riemann-intégrable sur [0, 1].

2) Montrer que la fonction v : [0,1] — R définie par

si v=2L avecphqg=1

¢<x>={§ nred

est Riemann-intégrable.

3) Montrer qu’une fonction continue par morceauz est Riemann-intégrable.

Exercice 8.2. Soit f,g € C%(Ja,b[,R) telles que f2,g* sont intégrables.
1) Montrer que la fonction fg est intégrable et

(/ bf(t)g(t)dt)2 <(/ bf(tfdt) (/ bg(tﬁdt) .

2) Donner un exemple d’une fonction intégrable f :]a,b[— R telle que la
fonction f? n'est pas intégrable.
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Exercice 8.3. En utilisant la notion de somme de Riemann, calculer la
limite, lorsque n tend vers +oo, de la suite

1 1 1

Exercice 8.4. Déterminer les fonctions f : [0,1] — C continues telles que

[ s = [ 1scar

Exercice 8.5. Soit f : [a,b] — R une fonction continue par morceau.
1) On suppose f de classe Ct. Montrer que

lim b sin(\t) f(t)dt = 0.

A—=+o0 Jq

2) En approchant f par des fonctions en escaliers, montrer le méme
résultat sans supposer f de classe C'.

Exercice 8.6. Soit f € L'(R).
1) Montrer (exemple) que f ne tend pas nécessairement vers zéro en +00.

2) Mg lim; f =0 si f est décroissante (ou uniformément continue).

Exercice 8.7. Trouver un équivalent & la suite Sy = Zjvzl nT lorsque N
tend vers +00. On pourra comparer cette série & une intégrale.

8.1.2 Volumes

Exercice 8.8. Soit T' > 0. On considere la cubique cuspidale
C={(z,y) eR*; y* =2},

1) Mg :t e (0,T]~ (t2,t3) € R? paramétrise une partie Cr de C.
2) Montrer que la longueur de Cr est £(T) = 3=(4 + 972)3/2 — 2.

2
2

Exercice 8.9. Montrer que l’aire de l’ellipse d’équation 2—; + z— =1 est mab.
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Exercice 8.10. On note Vi le volume de la boule unité de R™, X la mesure
de Lebesgue, et I'(s) = f0+°° ts=Le~tdt, pour s > 0.

1) Montrer que [g, el gx(z) = 77/2.

2) Montrer que [p, el () = fol A ({x eR"; e llell” > t}) dt.
3) En déduire, en utilisant [’homogénéité de la fonction volume, que
n/2

1
—|l=[? — —Int)V/? __ T
/ne d\(x) Vl/o (=Int)"“dt et V; T2 1)

4) Montrer par récurrence que Vi = ¥ /k! si n = 2k et
2k+1ﬂ.k
T 1-3.5---(2k+1)

i sin=2k+1.

8.1.3 Divers classiques

Exercice 8.11. On considére I, = fooo z"e®dx, oun € N.
1) Montrer qu’il existe ay, b, € Z tels que I, = ay, + eby,.

2) On suppose que e = p/q avec p,q € N*. Montrer que I, > 1/q pour
tout n € N, et en déduire que e ¢ Q.

Exercice 8.12. Soit 1 < p < +o00, et g son exposant conjugué : 1/p+1/q =
1. Pour f € LP([0,1],R) on considére F(x) = [; f(t)dt.

1) Montrer que |F(x) — F(y)| < [|f||pla —y|'/.
2) Montrer que lim,_,q F(z)z~Y9 =0 et que l'ezposant 1/q est optimal.

Exercice 8.13. Soit I,, = f01(1+t4)_”dt, avec n € N. Etudier la convergence
de la suite I, et des séries Y, ~oIn, Y51 In/n.

Exercice 8.14. Calculer

+o0
I = / e Tsinzdx.
0

Exercice 8.15. Calculer les intégrales

w/2 /2
I —/ In(sinx)dx et J —/ In(cos z)dz.
0 0
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8.2 Séries

8.2.1 Séries positives

Exercice 8.16. Quelle est la nature des séries de terme général

n n

a® a n! n
nl’ nb’ nn’ 2nl’

Exercice 8.17 (Série harmonique 1).
Montrer de plusieurs fagons que la série ), <, % diverge.

Exercice 8.18. Soit a,, b, € RI_\J_ deuzx suites positives telles que a, ~ by,.
1) Montrer que Y a,, converge si et seulement si »_ by, converge.

2) Donner un contre-exemple si les termes généraux ne sont pas positifs.

Exercice 8.19 (Série harmonique 2).
Montrer que la série de terme général a,, = %—i—lnn —1In(n+1) converge.
En déduire ’existence de la constante d’Euler

AR
= i ——InN 3.
1= (8w
Exercice 8.20.
N
1) Donner un exemple de (an) € RY tq any1/an — 1 et Y a, conver-

gente.

2) Donner un ezemple de (by) € RY tq byi1/by, — 1 et by, divergente.

8.2.2 Comparaison séries-intégrales

Exercice 8.21 (Riemann). Soit a € R. Mq la série de terme général n=¢

converge si et seulement si a > 1 et donner un équivalent au reste d’ordre n.

Exercice 8.22 (Bertrand). Indiquer pour quelles valeurs de a,b € R la série
Y n>o m cv. Donner un équivalent a la somme partielle lorsque a < 1.

Exercice 8.23 (Série harmonique 3). En comparant avec le dt/t, montrer
que Zﬁf:l % est équivalent a In N. Quel est le terme suivant du développement

asymptotique ¢

1

Exercice 8.24. Trouver un équivalent en z€ro 4 ), ~1 17 -

Exercice 8.25. Trouver un équivalent en zéro a ), <4 m
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8.2.3 Séries semi-convergentes

Exercice 8.26. Préciser la nature (convergence, semi-convergence, absolue
convergence, divergence) de la série numérique de terme général

1) ap = In(1 + S5

n2
2) b, = E (s + E)

3) en = (1 + 1)

Exercice 8.27. Soit (b,) € RY une suite qui décroit vers zéro.
1) Montrer que la série de terme général a, = (—1)"by, est semi-convergente.

2) Montrer que la valeur absolue du reste d’ordre est majoré par by et
que son signe est celui de (—1)N+1,

Exercice 8.28 (Abel 1).

1) Montrer que la série de terme général 2

converge.

2) Mq cette série ne converge pas absolument (minorer |sinn| > (sinn)?).

Exercice 8.29 (Abel 2). En utilisant la transformation d’Abel, montrer que
la série de terme général # converge pour tout x € R\ 27Z.

8.2.4 Divers

Exercice 8.30. Calculer les sommes

1 a”
Zn(n+1) et ;n(rw—l)'

n>1

Exercice 8.31. Soit (ay), (b,) € RY. Montrer que
1) si Y ay ety by, converge, alors Y (ay + by) converge ;
2) si Y ay converge et Y by, diverge, alors  (a, + by) diverge ;

3) il est possible que Y (an + by) converge tandis que ) an, Y b, di-
vergent.

Exercice 8.32.

1) Montrer que si une série de nombres réels converge absolument alors
elle converge. Quelle propriété de R utilisez vous ¢

2) Montrer qu’un espace vectoriel normé est complet si et seulement si
toute série absolument convergente est convergente.

Exercice 8.33. Soit (d,) € RY une suite telle que > d,, diverge. Quelle est
la nature des séries dont le terme général est

dn dn dn dn
1) 1+dn 2) 1+n2dy, 3) 1+d2 4) 1+ndn
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Exercice 8.34. Montrer que pour tout |x| < 1,

m = Zn:p”

n>1

n

Exercice 8.35. Soit x,y € R. On définit e* = Y . %Lr. En utilisant le

n!
produit de Cauchy de séries, montrer que e*Y = e%eY.



Chapitre 9

Suites et séries de fonctions

Introduction

En principe il ne devrait pas étre nécessaire de faire un cours différent
pour les suites et pour les séries : une série (de fonctions) converge si et
seulement si la suite des sommes partielles converge (simplement, uniformé-
ment,etc). Réciproquement, on peut étudier les propriétés d'une suite (fy,)
en étudiant la série télescopique de terme général f,, — f,,_1.

En pratique c’est une toute autre histoire. Pour faire bref, retenez qu’éta-
blir la convergence d’une suite est une question fondamentale et difficile et
qu’elle est un peu plus facile a appréhender lorsqu’on se la pose en termes
de série. Une bonne illustration de ce principe est le concept de convergence
normale qui n’a pas d’équivalent (pratique) dans le langage des suites.

Pour étudier en pratique la convergence d’une série de fonctions, on pro-
céde dans 'ordre inverse de ce qu’il faut faire pour les suites de fonctions! On
commence par étudier la convergence normale (c’est la plus forte, elle régle
95 % des cas). Si il n’y a pas convergence normale, on étudie la convergence
uniforme au moyen de méthodes sophistiquées. Il y a essentiellement deux
situations que vous devez connaitre :

-les séries alternées (c’est rare mais facile),

-la transformation d’Abel (moins rare, trés important, au programme).
Cela régle 4,99 % des cas restants. En tout dernier recours, on s’intéresse a
la convergence simple qui n’est pas uniforme, c’est beaucoup plus subtil et
rare...donc vous n’avez rien a savoir de particulier (si ce n’est un exemple,
voir Exercice 9.14).

Vous devez enfin connaitre un certain nombre de choses sur deux familles
particuliéres (et particuliérement importantes) de séries de fonctions : les
séries entiéres et les séries de Fourier. Tout ce qui se passe dans le disque
ouvert de convergence des premiéres est au programme et est (relativement)
simple : on travaille & 'intérieur du domaine de convergence normale. Ca se
complique au bord du disque de convergence : la trace d’une série entiére sur
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le bord de son disque de convergence est une série de Fourier et les questions
de convergence de ces derniéres sont subtiles.

Vous devez bien maitriser la théorie L? des séries de Fourier (c’est 4 la fois
relativement simple et un joli versant de ’algébre bilinéaire). Il y a de plus

trois résultats au programme sur les questions de convergence plus fines :

1) Si une fonction est de classe C' alors sa série de Fourier converge normalement et
donc tout va bien! (on a juste besoin de continue et C' par morceaux);

2) Théoréme de Fejer (cvgce uniforme des moyennes de Césaro lorsque f est continue) ;

3) Théoréme de Dirichlet (cvgce ponctuelle si...)

Et maintenant...au travail !

9.1 Un peu d’analyse fonctionnelle

9.1.1 Rappels sur les suites dans les espaces métriques

Les suites de fonctions sont des éléments d’un espace vectoriel topolo-
gique (de dimension infinie), dont la topologie est bien souvent (mais pas
toujours, attention!) I&%métm’sable, c’est & dire soit directement donnée par
une métrique, soit telle qu'il en existe une (un peu tarabiscottée) qui induit
la méme topologie.

I1 vous faut donc étre au point tout d’abord sur la notion de convergence
des suites dans les espaces métriques (et de temps en temps également sur
un espace topologique plus général).

Exercice 9.1 (Classique/entrainement).
1) Montrer qu’une suite d’entiers est convergente ssi elle est stationnaire.
2) Soit x € R\ Q un nombre irrationnel et p,/q, — x des approxrimants
rationnels avec (py,qn) € N X Z. Montrer que p, — +oo.

Exercice 9.2 (Cours). i;3

1) Soit (E,d) un espace métrique compact. Montrer qu’une suite d’élé-
ments de E converge ssi elle admet une unique valeur d’adhérence.

2) Est-ce vrai si on supprime l'hypothése de compacité ?

Exercice 9.3 (Cours). Soit (E,d) un espace métrique complet et F' C E.
Montrer que (F, d|F) est complet ssi F' est fermé.

Exercice 9.4 (Classique).
Soit (E, N) un espace vectoriel normé. Montrer que (E, N) est un Banach
(i.e. est complet) ssi toute série absolument convergente est convergente.



9.1. UN PEU D’ANALYSE FONCTIONNELLE 95

Exercice 9.5 (Cours ). Soit (E,d) un espace métrique.

0) Donner un exemple d’une suite de Cauchy non convergente.

1) Montrer qu’une suite de Cauchy a au plus une valeur d’adhérence.

2) En déduire qu’une suite de Cauchy converge ssi elle admet une valeur
d’adhérence.

3) En déduire qu’un espace métrique compact est complet.

Exercice 9.6 (Grand classique). Soit (E,d) un espace métrique.
1) Montrer que si a,b,c sont des réels positifs alors

a b

< b= < .
csat 1+c_1+a+1+b

2) En déduire que § := d/(1+ d) est une distance sur E
3) Montrer que (E,d) est complet ssi (E,0) est complet.

9.1.2 Exemples d’espaces complets

Il existe des milliers d’exercices du type "montrer que tel espace de fonc-
tions (ou de chaises) muni de telle distance est complet". Dans le cas des
espaces vectoriels, la méthode de démonstration est quasi-systématiquement
la méme. Avec un peu d’entrainement et de perséverance, vous y arriverez
trés bien (mais pensez a entretenir votre forme...).

Exercice 9.7 (Cours). Soit B l’ensemble des fonctions f : [0,1] — R bor-
nées, muni de la distance d induite par la norme Noo(f) = supepoq) f(@)]-
1) Montrer que (B,d) est complet.
2) Montrer que le sous-espace E C B des fonctions continues est fermé.
3) En déduire que (E,d|g) est complet. Plus généralement, si E désigne a
présent l'espace des fonctions continues sur un espace métrique (K, dr) a va-
leurs dans un espace métrique (F,dr), a quelles conditions sur (K, dk ), (F,dF),
Uespace (E,d) est-il complet pour la distance

d(f,g) = sup dr(f(x), g(x)) ?

Pour I'exercice qui suit, vous avez besoin d’un des rares théorémes du pro-
gramme sur la régularité d’une limite de suites de fonctions (voir la rubrique
"espaces de Banach").
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Exercice 9.8 (Quasi-cours). Soit E = C>([0,1],R) muni de

Noo(f9) — g\9)
+ Noo (f0) — @)

d:(f,g)€E2'—>22_j1

320

Montrer que d est une distance sur E et que (E,d) est complet.

Exercice 9.9 (Classique). Soit o > 0. On note Hq lensemble des fonctions
f:[0,1] = R «-hdoldériennes, i.e. telles qu’il existe C > 0,

Va,y € [0,1], [f(z) = f(y)| < Clo —y[*.
On pose, pour f € Ha,

Na(f) = [f(0)] + sup

1) Montrer que H,, est constitué uniquement de fonctions constantes si
a > 1. Dans la suite on suppose donc o < 1.

2) Donner un exemple de fonction dans He non dérivable. Donner un
exemple de fonction continue qui n’est dans aucun Hey.

3) Montrer que (Hq, No) est complet.

4) Mq Ho(C):={f € Ha / Nao(f) < C} est une famille équicontinue.

9.2 Plusieurs types de convergence

9.2.1 Convergence simple vs convergence uniforme

Il y a finalement assez peu de choses & savoir : il existe plusieurs types
de convergence d’une suite de fonctions, disons pour simplifier de I dans R,
ou I est un intervalle (convergence simple, uniforme, en norme LP, presque
partout, en mesure, pour une norme holdérienne, etc).

La convergence uniforme est 'une des plus fortes (mais il y a mieux, voir
les exercices!). D'un point de vue pratique, on commence par s’intéresser
a la convergence simple, puis on regarde le comportement des dérivées si
les fonctions sont dérivables : si les dérivées restent uniformément bornées,
alors il va y avoir convergence uniforme (pourquoi?). Sinon, c’est qu’il n’y a
probablement pas convergence uniforme.

D’un point de vue théorique, il y a deux théorémes au programme :

1) "une limite uniforme de fonctions continues est continue" ;
2) "une limite simple de fonctions de classe C* est de classe C! si la suite des
dérivées cv uniformément".

Il faut parfaitement maitriser ces résultats (énoncés, preuves, utilisations)
et savoir itérer le deuxiéme (pour appréhender les fonctions trés réguliéres).
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Exercice 9.10 (Classique). On munit E = C°([0,1],R) des normes Noo

et
v = ([ If(t)!”dt)l/p, P> 1.

1) Montrer que pour f € E, on a Np(f) < Ny(f) < Noo(f), pour p <gq.

2) Construire une suite f; de E qui converge simplement vers O et telle
que Np(fj) =1, Noo(fj) — +o0.

8) Construire une suite (g;) € EN telle que Na(g;) — +oo et Ny(g;) = 1.

L’exercice qui suit montre & quel point il est important de préciser le
domaine sur lequel a (éventuellement) lieu la convergence uniforme : si elle
est courante sur un compact, elle est beaucoup plus contraignante sur un
ouvert.

Exercice 9.11 (Entrainement).

0) Mqu’une fonction continue sur un compact est uniformément continue.

1) Donner des exemples de fonctions f : R — R uniformément continues
sur R. Est-ce le cas dex € R — 22 € R ?

2) Montrer que si f : R — R est uniformément continue sur R, alors il
existe a,b > 0 tels que | f(z)| < al|z| + b, pour tout x € R.

3) Mg si fj : R = R uniformément continues sur R convergent unifor-
mément vers f sur R, alors f est uniformément continue sur R.

4) Montrer que si une suite de polynomes (Pj) converge uniformément
sur R wvers une fonction f, alors f est un polynéme.

Voici quelques exemples de situations ou la convergence simple agrémen-
tée d’'une hypothése supplémentaire entraine la convergence uniforme.

Exercice 9.12 (Classique). Soit f, : [0,1] — R une suite de fonctions
continues qui converge simplement vers f :[0,1] — R.

1) On suppose que fn, € Ho(C) pour tout n € N (cf notations Ezercice
9). Montrer que f € Hqo(C) et que (f,) converge uniformément vers f.

2) On suppose que pour tout n € N, f,, est une fonction croissante de x.
Montrer que si f est continue, alors (f,) converge uniformément vers f sur
[0,1]. Est-il nécessaire de supposer f continue ?

3) Méme question lorsque pour tout x € [0,1], (fn(Z))nen est une suite
croissante.

9.2.2 Convergence normale

Exercice 9.13 (Entrainement). Ftudier le domaine de convergence simple,
uniforme, normale de la série de fonctions

Zun(:r,y), ol up(x,y) =

n>0

xT’L

14+yn
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Exercice 9.14. [Grand classique/ i3

- L sin(nx) . .
1) Montrer que la série de terme général T converge uniformément

sur tout intervalle [e,2m — €], € > 0, mais qu’elle ne converge pas normale-
ment.

2) Montrer qu’elle ne converge pas uniformément sur [0, 27].

Exercice 9.15 (Classique).
1) Montrer que

définit une fonction C* sur R} .

2) Calculer lim,_,o+ ¢(x) et trouver un équivalent a ¢ en 0.

Exercice 9.16 (Classique). Mémes questions qu’a l’exercice précédent pour

1
F@) =2 1

n>0

9.3 Séries entiéres
Exercice 9.17 (Cours). Soit f: R — R la fonction définie par
f(z) =exp(—1/x) six >0 et f(z) =0 sixz <O0.

1) Montrer que f € C*(R,R) et qu’elle n’est pas développable en série
entiére autour de 0.
2) Est-ce que [ est développable en série entiére autour de xo € R* ¢

Exercice 9.18 (Cours). Soit f(z) = ), anz™ une série entiére. On note
R son rayon de convergence.

1) Montrer que si a, = n! alors R = 0.

2) Montrer que si a, = n'®A", A >0, alors R = 1/A.

3) Montrer que si a, = n'?3/n!, alors R = +oc.

4) On suppose que ag = a1 = 1 et apto = aant1 + Pay, (o, B € C), pour
tout n € N. Déterminer le rayon de convergence.

Exercice 9.19 (Cours). Montrer que la fonction exponentielle est DSE
sur R et que

xn
expx = Zﬁ’ Vo € R.
n>0
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Exercice 9.20 (Entrainement). Soit (uy,), (v,) deux suites réelles définies
par la récurrence ug = vo = 1 et

Uptl = Uy + 20
et n " VneN.
Up+41 = Un + Up
5 ; Unt™ vpt" ;L
Déterminer les Rev de 3, *2, >, *— et expliciter leurs sommes.

Exercice 9.21 (Grand classique). Soit f : R — R une fonction D.S.E en
0. On note R le rayon de convergence de la série de Taylor en zéro.

1) Montrer que f est DSE en tout point zy tel que |z < R.

2) Montrer que si f(0) # 0 alors 1/f est DSE en zéro. Que peut-on dire
lorsque f(0) =07

Exercice 9.22 (Grand classique). Soit f une série entiére de rayon de
convergence infini. On suppose qu’il existe N € N tel que

VzeC, |f(2)] < N1+ |f(=)V.

Montrer que f est un polyndéme de degré au plus N.

Exercice 9.23 (Entrainement). Montrer que

+oo t2dt 1
— =2y .
/0 et — 1 Zns

>1

Exercice 9.24 (Classique). On considére

n

1(z) = Z nlf)gn'

n>2

Montrer que quelque soit € > 0, cette série entiére converge uniformément
sur Uensemble {z € C/|z| <1 et |z — 1] > €}.

Exercice 9.25 (Classique). Soit b, > 0 tel que ) b, diverge et Y b,2" a
un rayon de convergence égal a 1.
1) Soit (an) € RY une suite telle que a, ~ by,.
a) Montrer que le rayon de convergence de ) anz" est 1.
b) Montrer que lim, ;- > -, a,x™ = +00.
¢) Montrer " apa™ ~ Y by lorsque x — 17,
2) En déduire un équivalent en 1~ a > nP~1a™.

Exercice 9.26 (Entrainement). Soit a € R. Montrer que

+00 o
sin(ax) a
SAL) gy =5 4
[y e

n>1
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9.4 Séries de Fourier

Exercice 9.27 (Classique).

1) Développer en série de Fourier la fonction f : R — R 2w-périodique
telle que f(x) = 2% pour |x| < 7.

2) En déduire la valeur de ", <1 2.

Exercice 9.28 (Entrainement).

1) Soit a« > 0. Donner le D.S.F. de la fonction 2mw-périodique définie par
f(z) = cos(ax) sur | —m, .

2) En déduire que

1 2z
COtan(x) = ; —+ Z m
k>1

Exercice 9.29 (Grand classique). Soit f € C°([0,27],R).
1) Montrer que

1 o —2imn
en(f) = o ; ft)e 2™tdt — 0

lorsque n — +o00.
2) Soit ¢ une fonction T-périodique continue sur R. Montrer que

27 1 T 2w
Oy A A

lorsque X — 400.

Exercice 9.30 (Classique). Soit f € C3(R,R) telle que f” + f > 0 sur R.
Montrer que
f(@)+ f(x+7) >0, Ve e R.

Exercice 9.31 (Grand classique). Soit a < b et f € C*([a,b],R) telle que
f(a) = f(b) = 0. Montrer que

/ s . i)g / e

et caractériser les cas d’égalité. (On pourra se ramener a [a,b] = [0,7] et
développer en série de Fourier.)




