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Exercice 1. (10 pts.)
Soit E = R3 et E = (e1, e2, e3) sa base canonique. On considère l’application définie de E dans
R par

q(x, y, z) = 2x2 + (y + z)2 + 2z2.

1. Montrer que q est une forme quadratique sur E. Donner l’expression de la forme bilinéaire
f associée et de sa matrice dans la base canonique E .

2. Montrer que f définit un produit scalaire sur E.

3. On note ‖.‖f la norme associée au produit scalaire f . Pour v = (x, y, z) ∈ E, donner
l’expression de ‖v‖f .

4. La base canonique E est-elle orthogonale pour le produit scalaire f ? Justifier.

5. Soit F = Vect(e1). Déterminer l’orthogonal F⊥ de F pour le produit scalaire f .

6. Déterminer une base orthonormée de F⊥ pour le produit scalaire f .

7. En déduire une base orthonormée de E pour le produit scalaire f .

Exercice 2. (10 pts.)
Soit (R2, < ., . >) l’espace euclidien canonique et E = (e1, e2) sa base canonique. Soit a ∈ R.
On définit la forme quadratique q sur R2 par :

q(v) = (1− a)(x2 + y2)− 2axy, ∀v ∈ R2, v = xe1 + ye2.

1. Écrire la forme bilinéaire f associée à q et donner sa matrice A dans la base canonique.

2. Pour a = 1/2, la forme quadratique q est-elle définie ? positive ? Justifier.

3. Déterminer, pour a quelconque, les valeurs propres de la matrice A.

4. Pour quelles valeurs de a la forme bilinéaire f est un produit scalaire ? Justifier.

5. On suppose dans la suite que a = −1/2.

(a) Déterminer une base U = (u1, u2) de R2 formée de vecteurs propres de A et ortho-
normée pour le produit scalaire canonique.

(b) Donner la matrice de q dans la base U .

(c) Pour v = au1 + bu2, donner l’expression de q(v) en fonction de a et b.


