
Chapitre 2

Dé n o m b re m e n ts

Réf́eren ce po u r ce ch apitre : le mo du le II.1 du L 1, sectio n 2 .2 .

2.1 L e s b a se s

2.1.1 P rin c ip e s d e ré c u rre n c e

Rappelo n s q u e l’en semb le N des en tiers n atu rels est mu n i d’u n e relatio n d’o rdre
n o tée ≤ q u i en fait u n en semb le bien o rdo nné. E n d’au tres termes, (N,≤) vérifi e la
pro príeté fo n damen tale : To u te pa rtie no n vide de N a dm et u n plu s petit éĺem ent.

C ette pro príeté est d’ailleu rs éq u ivalen te à la co n jo n ctio n des deu x su ivan tes :
– L ’en semb le N est to talemen t o rdo n n é.
– To u te su ite décro issan te d’en tiers est statio n n aire. (D e man ìere éq u ivalen te : il

n ’ex iste pas de su ite in fi n ie strictemen t décro issan te dan s N.)

L e p rin c ip e d e réc u rren ce. O n en a dédu it (pag e 3 5 ) u n principe de récu rrence.
D an s la pratiq u e, o n co n sidère ce prin cipe comme u n e méth o de de démo n stratio n .
C elle-ci admet au mo in s tro is fo rmes distin ctes, q u e n o u s allo n s ex pliciter et illu strer.

L a preu ve par récu rrence sim ple est celle q u i a été décrite pag e 3 5 .
S o it P (n) u n prédica t défi ni su r N et vérifi a nt les deu x h ypo th èses su iva ntes :

– Initia lisa tio n : P (0) est vra ie.

– Hérédité : ∀n ∈ N ,
(

P (n) ⇒ P (n + 1)
)

.

Alo rs P est vra ie su r N to u t entier : ∀n ∈ N , P (n).
O n peu t d’ailleu rs au ssi b ien appliq u er ce prin cipe à N∗ (q u i est b ien o rdo n n é), o u à
N \ {0, 1}, etc. Il fau t alo rs respectivemen t in itialiser en vérifi an t q u e P (1) est vraie,
o u q u e P (2 ) est vraie, etc.
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Exemple.
M o n tro n s q u e, po u r to u t n ∈ N, o n a 2n > n. N o u s n o to n s do n c , po u r to u t n ∈ N :

P (n) := (2n > n).

In itialisatio n : la pro príeté P (0) dit q u e 20 > 0, i.e. q u e 1 > 0, q u i est vraie.
Hérédité : su ppo so n s P (n) vraie, i.e. 2n > n (h y po th èse de réc u rren ce). A lo rs :

2n+ 1 = 2n + 2n ≥ 2n + 1 > (n + 1) + 1.

L a dern ìere in ég alité u tilisait l’h y po th èse de réc u rren ce. O n a b ien pro u vé P (n + 1).
D u prin c ipe de réc u rren ce (sim ple), o n dédu it q u e ∀n ∈ N , P (n).

L a preu ve par récu rren ce fo rte est ég alem en t c o n séq u en ce du fait q u e N est b ien
o rdo n n é. E lle déc o u le du prin c ipe su ivan t.
S o it P (n) u n p rédica t défi n i su r N et vérifi a n t l’h y po th èse su iva n te :

Hérédité fo rte :

∀n ∈ N ,

(

(

∀m < n , P (m)
)

⇒ P (n)
)

.

Alo rs P est vra ie su r N to u t en tier : ∀n ∈ N , P (n).
O n peu t d’ailleu rs au ssi b ien appliq u er ce prin c ipe à N∗ o u à N \ {0, 1}, etc .

Exemple.
D iso n s q u ’u n en tier n ∈ N \ {0, 1} est irrédu ctible s’il n ’est pas le pro du it de deu x
en tiers p, q ∈ N \ {0, 1}. N o u s allo n s m o n trer q u e to u t en tier de N \ {0, 1} est pro du it
d’en tiers irrédu ctib les.
N o u s n o to n s do n c , po u r to u t n ∈ N \ {0, 1} :

P (n) := (n est pro du it d’en tiers irrédu ctib les).

S o it n ∈ N \ {0, 1} et su ppo so n s (h y po th èse de réc u rren ce fo rte) q u e to u t en tier m ∈
N \ {0, 1} tel q u e m < n vérifi e P (m), au trem en t dit, q u ’il est pro du it d’irrédu ctib les.
Il s’ag it d’en dédu ire q u e n est lu i-m êm e pro du it d’irrédu ctib les (h érédité fo rte). O n
distin g u e deu x cas :

1. S i n est irrédu ctib le, il est b ien en ten du pro du it d’irrédu ctib les !

2. S in o n , il est rédu ctib le et l’o n peu t écrire n = pq avec p, q ∈ N \ {0, 1}. C o m m e
p, q > 1, o n a p, q < n. O n peu t do n c leu r appliq u er l’h y po th èse de réc u rren ce
fo rte : P (p) et P (q) so n t vraies, i.e. p et q so n t pro du its d’irrédu ctib les, do n c
n = pq au ssi.

O n a b ien dém o n tré P (n), do n c l’h érédité fo rte. D u prin c ipe de réc u rren ce fo rte o n tire
la co n c lu sio n . (C ette dém o n stratio n rem o n te au x É ĺem en ts d’E u c lide.)
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La preu ve par récu rren ce do u ble, o u récu rren ce à deu x pas 1 repo se su r le principe
su ivant :
S o it P (n) u n prédicat défi n i su r N et vérifi an t les deu x h ypo th èses su ivan tes :

– In itialisatio n : P (0) et P (1) so n t vraies.

– Hérédité : ∀n ∈ N ,

(

(

P (n) et P (n + 1)
)

⇒ P (n + 2)
)

.

Alo rs P est vraie su r N to u t en tier : ∀n ∈ N , P (n).
O n peu t d’ailleu rs au ssi b ien appliq u er ce principe à N∗, o u à N \ {0, 1}, etc. Il fau t
alo rs respectivement initialiser en vérifi ant q u e P (1) et P (2) so nt vraies, o u q u e P (2)
et P (3 ) so nt vraies, etc.

E x e m p le .
N o u s allo ns démo ntrer q u e (1 +

√
2)n + (1 −

√
2)n ∈ Z po u r to u t entier n ∈ N. C ’est

vrai po u r n = 0 et n = 1 (calcu l facile). D e plu s :

(1+
√

2)n+ 2 + (1−
√

2)n+ 2 = 2
(

(1+
√

2)n+ 1 + (1−
√

2)n+ 1
)

+
(

(1+
√

2)n + (1−
√

2)n
)

,

ce q u e l’o n peu t écrire un+ 2 = 2un+ 1 + un, en po sant un := (1 +
√

2)n + (1 −
√

2)n. Il
est alo rs clair q u e (un ∈ Z et un+ 1 ∈ Z) ⇒ un+ 2 ∈ Z, et l’o n a b ien l’h érédité, do nc la
co nclu sio n par récu rrence à deu x pas.

L’h érédité dans cette démo nstratio n, repo se su r la relatio n (de récu rrence à deu x
pas !) un+ 2 = 2un+ 1 + un. N o to ns q u ’en po sant vn := (1 +

√
2)n − (1 −

√
2)n o n a

la relatio n analo g u e : vn+ 2 = 2vn+ 1 + vn, do nc la même pro príeté d’h érédité po u r
l’assertio n vn ∈ Z. D e plu s, cette dernìere est vraie po u r n = 0, mais fau sse po u r
n = 1 : l’initialisatio n en n = 0 est do nc insu ffi sante dans u ne récu rrence à deu x pas.

C o n stru c tio n s p a r ré c u rre n c e . O n peu t défi n ir des o b jets par récu rrence. Il y a,
l̀a enco re, les récu rrences simple, fo rte et à deu x (o u k) pas. N o u s allo ns illu strer ch aq u e
cas par u n ex emple.

E x e m p le .
O n peu t défi nir u ne su ite nu mériq u e par récu rrence simple ; par ex emple la su ite des
facto rielles :

0! := 1 et ∀n ∈ N , (n + 1)! := (n + 1)n!.

A insi, 1! = 1, 2! = 2, 3 ! = 6 , 4 ! = 24 , etc.

E x e m p le .
O n peu t défi nir u ne su ite nu mériq u e par récu rrence do u b le ; par ex emple, la su ite de
F ib o nacci :

F0 = 0, F1 := 1 et ∀n ∈ N , Fn+ 2 := Fn+ 1 + Fn.

1Il e x iste aussi d e s ré curre n c e à trois p as, e t même à k p as, où k ∈ N
∗.
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Exemple.
O n peu t défi nir u ne su ite nu mériq u e par récu rrence fo rte ; par ex emple :

∀n ∈ N , un := 1 +

n−1∑

i= 0

ui.

Par co nventio n, po u r n = 0 , la “ somme vide”
n−1∑
i= 0

ui vau t 0 . O n a do nc u0 = 1, u1 = 2,

u2 = 4 et u3 = 8 ; et ensu ite ?

Exercice.
Démo ntrer, par récu rrence su r n, q u e un = 2n.

Exercice.
O n po se v0 := 0 , v1 := 1 et vn+ 2 := −vn+ 1 − vn. C alcu ler le terme général.

2.1.2 C o m p a ra iso n d e c a rd in a u x fi n is.

N o u s repreno ns d’ab o rd des th éo rèmes générau x su r les cardinau x et les appliq u o ns
ensu ite de manìere amu sante.

T h éo rème.
S o it f : E → F u ne applicatio n.
(i) S i f est injective, card E ≤ card F .
(ii) O n su ppo se q u e card E = card F . A lo rs f injective si, et seu lement si, elle est
su rjective. (N atu rellement, elle est alo rs b ijective.) �

C o ro lla ire (Principe d es tiro irs d e D irich let).
S o it f : E → F u ne applicatio n. S i card E > card F , il ex iste a 6= b ∈ E tels q u e
f(a) = f(b).

Exemples.
Dans u n gro u pe de 27 perso nnes, il y en a certainement deu x do nt le nom commence
par la même lettre.
L e nomb re de ch eveu x no rmal d’u ne perso nne est de l’o rdre de 10 0 0 0 0 à 15 0 0 0 0 . A d-
metto ns q u ’il so it to u jo u rs inf́erieu r à 20 0 0 0 0 . Il y a do nc à To u lo u se deu x perso nnes
q u i o nt le même nomb re de ch eveu x .

Exercice.
Dans u n dé “ po lyédriq u e” (nomb re q u elco nq u e de faces ayant ch acu ne u n nomb re
q u elco nq u e de cô tés), il y a deu x faces q u i o nt le même nomb re de cô tés.
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2.1.3 A v e c l’a d d itio n

Nous pren dron s com m e poin t de départ la propríeté suivan te :
S i A et B son t des en sem b les fi n is disjoin ts, card (A ∪ B) = card A + card B.

Un pe u d e th é o rie d e s ense m b le s. On peu t défi nir l’additio n des entiers de m anìere pu rem ent
ensem b liste, par la fo rm u le : card A+card B := card (A∪B), à co nditio n b ien entendu de ch o isir A et
B disjo ints. Vo ici u ne au tre défi nitio n ... par récu rrence ! R appelo ns q u e l’o n a déjà défi ni le su ccesseu r
m + 1 d’u n cardinal m (pag e 3 4 ) et rem arq u é q u e le su ccesseu r d’u n entier est u n entier (pag e 3 5 ). On
fi x e alo rs m ∈ N et l’o n défi nit m + n par récu rrence su r n :

m + 0 = m et ∀n ∈ N , m + (n + 1) := (m + n) + 1.

D ans u n cas co m m e dans l’au tre, o n dém o ntre alo rs par récu rrence les pro príetés b ien co nnu es : asso -

ciativ ité, co m m u tativ ité, so u stractio n, etc. N o u s les adm ettro ns et no u s no u s co ncentrero ns su r celles

relativ es au x déno m b rem ents.

Thé o rè m e .
S i A et B son t des en sem b les fi n is q uelcon q ues :

card (A ∪ B) = card A + card B − card (A ∩ B).

Dém o n stra tio n . O n a d’ab ord, par application de la propríeté de départ à la réun ion
disjoin te A = (A ∩ B) ∪ (A \ B) :

card A = card (A ∩ B) + card (A \ B) =⇒ card A − card (A ∩ B) = card (A \ B).

O n rem arq ue en suite q ue (A∪B) est l’un ion disjoin te de B et de (A \B), aux q uels on
appliq ue à n ouveau la propríeté de départ :

card (A ∪ B) = card B + card (A \ B) = card A + card B − card (A ∩ B).

�

Pour com pren dre ce q ui va suivre, essayon s le cas de trois en sem b les fi n is A,B,C :

card (A∪B∪C) = card
(

(A∪B)∪C
)

= card (A∪B)+card (C)− card
(

(A∪B)∩C
)

.

O n calcule don c card (A ∪ B) = card A + card B − card (A ∩ B) et :

card
(

(A ∪ B) ∩ C
)

= card
(

(A ∩ C) ∪ (B ∩ C)
)

= card (A ∩ C) + card (B ∩ C) − card
(

(A ∩ C) ∩ (B ∩ C)
)

= card (A ∩ C) + card (B ∩ C) − card (A ∩ B ∩ C).

E n reportan t dan s la prem ìere ég alité, on trouve en fi n :

card (A∪B∪C) = card A+card B+card C−card (A∩B)−card (A∩C)−card (B∩C)+card (A∩B∩C).
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Thé o rè m e (Fo rm u le d ’in clu sio n -exclu sio n o u fo rm u le d u crible).
S o ient A1, . . . , An des ensemb les fi nis q u elco nq u es. A lo rs :

card (A1 ∪ · · · ∪ An) =
n∑

i= 1

card Ai −
∑

1≤i<j≤n

card (Ai ∩ Aj)

+
∑

1≤i<j<k≤n

card (Ai ∩ Aj ∩ Ak)

−
∑

1≤i<j<k<`≤n

card (Ai ∩ Aj ∩ Ak ∩ A`) + · · ·

+ (−1)n−1card (A1 ∩ · · · ∩ An)

=

n∑

k= 1

(−1)k−1
∑

1≤i1< · · · <ik≤n

card (Ai1 ∩ · · · ∩ Aik).

Dém o n stra tio n . Par récu rrence su r n ; réservé au x co u rag eu x ! �

E x e m p le .
A nticipant su r le co u rs d’arithmétiq u e, no u s allo ns calcu ler le nomb re d’entiers dans
[[1, 9 0 0 ]] ayant u n facteu r commu n avec 9 0 0 . C es entiers so nt nécessairement divisib les
par l’u n des facteu rs premiers de 9 0 0 , lesq u els so nt 2, 3 et 5. O n po se do nc :

A := {n ∈ [[1, 9 0 0 ]] | 2|n}, B := {n ∈ [[1, 9 0 0 ]] | 3|n} et C := {n ∈ [[1, 9 0 0 ]] | 5|n}.

L es éĺements de A so nt les 2k tels q u e 1 ≤ k ≤ 9 0 0 /2, il y en a do nc 4 50 ; avec le même
raiso nnement po u r B et C, o n tro u ve :

card A = 4 50 , card B = 30 0 et card C = 18 0 .

L es éĺements de A ∩ B so nt les 6k tels q u e 1 ≤ k ≤ 9 0 0 /6, il y en a do nc 150 ; avec le
même raiso nnement po u r A ∩ C et B ∩ C, o n tro u ve :

card (A ∩ B) = 150 , card (A ∩ C) = 9 0 et card (B ∩ C) = 60 .

E nfi n, les éĺements de A ∩ B ∩ C so nt les 30 k tels q u e 1 ≤ k ≤ 9 0 0 /30 , il y en a do nc
30 . F inalement, le nomb re cherché est :

card (A ∪ B ∪ C) = card A + card B + card C

− card (A ∩ B) − card (A ∩ C) − card (B ∩ C)

+ card (A ∩ B ∩ C)

= 4 50 + 30 0 + 18 0 − 150 − 9 0 − 60 + 30 = 660 .

E x e rc ic e .
C omb ien d’entiers de [[10 0 , 9 9 9 ]] o nt au mo ins u n chiff re 7 en écritu re décimale ?
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2.1.4 A v e c la mu ltip lic a tio n

Nous pren dron s comme poin t de départ la propríeté suivan te :
S i A et B son t des en sembles fi n is q uelcon q ues, card (A × B) = card A × card B.

Un pe u plu s d e th é o rie d e s ense m b le s.On peu t défi nir la mu ltiplic a tio n des entiers de ma nìere

pu rement ensemb liste, pa r la fo rmu le : c a rd A × c a rd B := ca rd (A × B). Vo ic i u ne a u tre défi nitio n,

pa r réc u rrence. On fi x e m ∈ N et l’o n défi nit m.n pa r réc u rrence su r n : m.0 = 0 et, po u r to u t n ∈ N,

m.(n+1 ) := m.n+m. D a ns u n c a s c omme da ns l’a u tre, o n démo ntre a lo rs pa r réc u rrence les pro príetés

b ien co nnu es : a sso c ia tiv ité, c ommu ta tiv ité, simplifi a b ilité (i.e. ab = ac ⇒ b = c si a 6= 0), etc . N o u s

les a dmettro ns et no u s no u s c o ncentrero ns su r celles rela tiv es a u x dénomb rements.

Thé o rè m e (Principe d es bergers).
S oit f : E → F un e application . O n suppose q ue toutes les imag es réc iproq ues f −1({y}),
y ∈ F , on t le même n ombre d’́eĺemen ts q. A lors card E = q card F .
Dém o n stra tio n . F ix on s un en semble G à q éĺemen ts (par ex emple [[1, q]]). Pour tout
y ∈ F , soit φy un e bijection de G sur f−1({y}). L ’application (y, i) 7→ φy(i) est alors
un e bijection de F × G sur E. �

E x e m p le .
Pour compter des mouton s, il suffi t de compter les pattes et de diviser par 4 . (D es
application s plus sig n ifi catives suivron t !)

P u issa n c e s. F ix on s a ∈ N. O n défi n it an par récurren ce sur n : a0 = 1 et, pour
tout n ∈ N, a.(n + 1) := a.an. O n démon tre (par récurren ce !) les formules classiq ues :
am+n = am.an, (ab)m = ambm et (am)n = amn.

Thé o rè m e .
S oit E un en semble fi n i. O n a : card P(E) = 2c a rd E.
Dém o n stra tio n . E lle se fait par récurren ce sur n := card E. Pour n = 0 , on a
card P(∅) = card {∅} = 1 = 20, comme escompté.
S upposon s la propríeté vérifi ée pour un en semble à n éĺemen ts et con sidéron s E tel q ue
card E = n + 1. S oien t x ∈ E et E ′ := E \ {x}, d’où card E ′ = n. par hy pothèse de
récurren ce, card P(E ′) = 2n. C on sidéron s main ten an t l’application F 7→ F∩E ′ de P(E)
dan s P(E′). Pour tout F ′ ∈ P(E′), l’imag e réc iproq ue de F ′ dan s P(E) a ex actemen t 2
éĺemen ts : F ′ et F ′ ∪{x}. D ’après le prin c ipe des berg ers, card P(E) = 2 card P(E ′) =
2.2n = 2n+1 (c ’est la défi n ition des puissan ces), ce q ui achève la récurren ce. �

R appelon s q ue F(E,F ) désig n e l’en semble des application s de E dan s F . O n le n ote
ég alemen t F E , ce q ui se peut se justifi er par la formule card F(E,F ) = (card F )c a rd E ,
q ue n ous allon s main ten an t démon trer.
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Thé o rè m e .
S oien t E et F des en sembles fi n is. O n a : card F(E,F ) = (card F )card E.
Dém o n stra tio n . E lle se fait par récurren ce sur n := card E. N ous n oteron s q :=
card F . Pour n = 0, il faut admettre q ue card F(∅, F ) = 1. S i l’on trouve cette affi r-
mation trop étran g e (elle est pourtan t rig oureusemen t ex acte), on n ’a q u’̀a l’admettre
comme un e pure con ven tion et en tamer la récurren ce avec n = 1. D an s ce cas, E est un
sin g leton : E = {x} et on vérifi e san s pein e q ue l’application f 7→ f(x) de F({x}, F )
sur F est un e bijection .
S upposon s l’affi rmation vraie pour card E = n et prouvon s la pour card E = n + 1.
O n éc rit E = E ′ ∪ {x}, où card E ′ = n et où x 6∈ E′. L ’hypothèse de récurren ce n ous
dit q ue card F(E ′, F ) = qn. N ous allon s prouver, q ue card F(E,F ) = q card F(E ′, F ).
C on sidéron s en eff et l’application de restriction f 7→ f|F ′ de F(E,F ) dan s F(E ′, F ).
L ’imag e réc iproq ue de g ∈ F(E ′, F ) est formée des f ∈ F(E,F ) q ui pren n en t sur F ′

les mêmes valeurs q ue g et q ui pren n en t en x un e valeur arbitraire dan s F . Il y a don c
q telles application s f et le prin c ipe des berg ers n ous don n e la con c lusion . O n a don c :
card F(E,F ) = q.qn = qn+ 1 , vue la défi n ition par récurren ce des puissan ces, ce q ui
achève la démon stration . �

R appelon s q u’̀a l’aide des fon ction s caractéristiq ues (pag e 16 ), on avait con struit
un e bijection de P(E) sur F(E, {0, 1}). L e théorème q ue n ous ven on s de démon trer
fourn it don c un e n ouvelle preuve de l’́eg alité card P(E) = 2card E .

Un pe u d e su rje c tio ns. Notons n := card E et p := card F . Nou s allons com pter le nom b re
S(n, p) d’applications su rjectiv es de E dans F . Natu rellem ent, on peu t tou t au ssi b ien su pposer q u e
F = [[1 , p]], ce q u e nou s ferons. Pou r tou t i ∈ F , soit Fi := {f ∈ F(E, F ) | i 6∈ Im f}. Par défi nition,
l’ensem b le des su rjections est ég al à F(E, F ) \

S

i∈F

Fi, de sorte q u e S(n, p) = pn − card
S

i∈F

Fi. Nou s

allons calc u ler le cardinal de
S

i∈F

Fi à l’aide de la form u le du c rib le :

card
[

i∈F

Fi = card

p
[

i=1

Fi =

p
X

k=1

(−1 )k−1
X

1≤i1< · · · <ik≤p

card (Fi1 ∩ · · · ∩ Fik
).

L ’ensem b le Fi1 ∩ · · · ∩ Fik
est form é des applications f : E → F telles q u e i1, . . . , ik 6∈ Im f , au trem ent

dit, des applications de E dans F \{i1, . . . , ik}. C om m e ce dernier ensem b le a p−k éĺem ents, on dédu it
du th éorèm e : card (Fi1 ∩ · · · ∩ Fik

) = (p − k)n. A ntic ipant su r la section 2 .2 et notant
`

p

k

´

le nom b re
de parties à k éĺem ents {i1, . . . , ik} ⊂ F :

S(n, p) = p
n −

p
X

k=1

(−1 )k−1

 

p

k

!

(p − k)n =

p
X

k=0

(−1 )k

 

p

k

!

(p − k)n
.

E x e rc ic e .
C ombien vaut 0n ?

E x e rc ic e .
S oit E ⊂ C

∗ un en semble à n éĺemen ts et soit p ∈ C
∗. C ombien y a-t’il de complex es

tels q ue zp ∈ E ?
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2.2 A n a ly se c o m b in a to ire

2.2.1 A rra n g e m e n ts, pe rm u ta tio n s

Arrangements. Soient E et F deux ensembles fi nis ayant respectivement m et n

éĺements. N ous noterons I(E,F ) l’ensemble des applications injectives de E dans F .
Si m > n, il n’y en a aucune et I(E,F ) = ∅. N ous allons calculer card I(E,F ) lorsq ue
m ≤ n. R emarq uons d’abord q ue, si card E = card E ′ et card F = card F ′, alors
card I(E,F ) = card I(E ′, F ′). (Arg ument : une bijection entre E et E ′ et une bijec -
tion entre F et F ′ donnent lieu à une bijection entre I(E,F ) et I(E ′, F ′).) L e nombre
recherché ne dépend donc q ue de m et de n. O n le note Am

n
. (D onc Am

n
= 0 lorsq ue

m > n.) Pour la même raison, on peut aussi bien supposer q ue E = [[1,m]]. D ans ce
cas, se donner une application injective f de E dans F revient à se donner une suite
(y1, . . . , ym) de m éĺements distincts de F : on pose yi := f(i). U ne telle suite est ap-
pelĺee arran gem en t d e m o bjets pris parm i n.

L emme.
Si 0 ≤ m ≤ n − 1, on a : Am+ 1

n = (n − m)Am
n .

Dém o n stra tio n . À toute suite (y1, . . . , ym+ 1) de (m + 1) éĺements distincts de F ,
assoc ions la suite (y1, . . . , ym) de m éĺements distincts de F . O n obtient ainsi une ap-
plication φ de I([[1,m + 1]], F ) dans I([[1,m]], F ). L ’imag e réc iproq ue de (y1, . . . , ym)
par φ est formée de toutes les suites (y1, . . . , ym, y) telles q ue y ∈ F \ {y1, . . . , ym} :
cette imag e réc iproq ue a donc (n − m) éĺements. D ’après le princ ipe des berg ers,
card I([[1,m + 1]], F ) = (n − m) card I([[1,m]], F ). �

T h éo rème.

Si m ≤ n, on a Am
n

=
n!

(n − m)!
=

m−1
∏

i= 0

(n − i).

Dém o n stra tio n . E lle se fait par récurrence sur m. Pour m = 0, l’uniq ue application

de ∅ dans F est injective et l’on trouve A0
n

= 1 =
n!

n!
, ce q ui est correct. Si l’on trouve

l’arg ument trop bizarre, on admet cette valeur comme une convention et l’on initialise
la récurrence à m := 1. D ans ce cas, E est un sing leton et les n applications de E

dans F sont injectives : on a bien A1
n =

n!

(n − 1)!
= n. O n peut ég alement dire q ue les

arrang ements de 1 objet pris parmi n sont ic i les n suites (y) de 1 éĺement de F .

Supposons maintenant q ue Am
n =

n!

(n − m)!
· pour un certain m ∈ [[0, n − 1]]. E n combi-

nant le lemme et l’hypothèse de récurrence, on trouve :

Am+ 1
n

= (n − m)Am

n
= (n − m)

n!

(n − m)!
=

n!
(

n − (m + 1)
)

!
,

d’où la première ég alité. L ’́eg alité
n!

(n − m)!
=

m−1
∏

i= 0

(n − i) est immédiate. �
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Perm u ta tio n s. Lorsque m = n, toute application in jectiv e de E dan s F est b ijectiv e.
Le n om b re An

n
de ces b ijection s est ég al au n om b re des suites fi n ies (y1, . . . , yn) form ées

des n éĺem en ts de F , ch acun étan t (b ien en ten du) présen t un e fois et un e seule. U n e
telle suite est appeĺee perm u ta tio n de F . U n e défi n ition essen tiellem en t équiv alen te est
celle-ci : un e perm utation de F est un e b ijection de F dan s lui-m êm e.

T h é o r è m e .
Le n om b re de perm utation s d’un en sem b le à n éĺem en ts est n!.

Dém o n stra tio n . C ’est An

n
=

n!

(n − n)!
=

n!

0 !
= n!. �

Un pe u de dé ra ng e m ents. Soit f : F → F u n e application b ijective (don c u n e perm u tation ).
O n dit q u e c ’est u n déra n gem en t si : ∀y ∈ F , f(y) 6= y. D e m an ière éq u ivalen te, la su ite (y1, . . . , yn)
de n éĺem en ts distin c ts de {1, . . . , n} est u n déran g em en t si ∀i ∈ [[1, n]] , yi 6= i. N ou s allon s calc u ler
le n om b re dn de déran g em en ts de F . Pou r cela, n ou s pren dron s F := {1, . . . , n}. N ou s n oteron s Sn

l’en sem b le de tou tes les perm u tation s de F et Dn l’en sem b le de tou s les déran g em en ts de F . Pou r
tou t i ∈ F , n ou s n oteron s Fi l’en sem b le des b ijection s f : F → F telles q u e f(i) = i. L ’en sem b le des
déran g em en ts est don c ég al à : Dn = Sn \

S

n

i= 1
Fi, de sorte q u e : dn = n!− card

S

n

i= 1
Fi. O n appliq u e

la form u le du c rib le :

card
n
[

i= 1

Fi =
n
X

k= 1

(−1)k−1
X

1≤i1< · · · <ik≤n

card (Fi1 ∩ · · · ∩ Fik
).

M ais Fi1 ∩ · · · ∩ Fik
est form é des perm u tation s telles q u e f(i1) = i1, . . . , f(ik) = ik. L eu r n om b re

est celu i des perm u tation s de F \ {i1, . . . , ik}, c ’est-à-dire (n− k)!. Par ailleu rs, le n om b re des k-u plets

(i1, . . . , ik) tels q u e 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n est n oté
`

n

k

´

. N ou s m on treron s plu s loin q u e
`

n

k

´

=
n!

k!(n − k)!
·

Il en décou le :

card

n
[

i= 1

Fi =

n
X

k= 1

(−1)k−1

 

n

k

!

(n − k)! =

n
X

k= 1

(−1)k−1 n!

k!
·

F in alem en t :

dn = n! −
n
X

k= 1

(−1)k−1 n!

k!
= n!

n
X

k= 0

(−1)k

k!
·

O n verra en cou rs d’an aly se (u n e au tre an n ée !) q u e lim
n→+∞

n
P

k= 0

(−1)k

k!
=

1

e
· D on c dn ∼

n!

e
·

E x e rc ic e .
Décrire tous les arran g em en ts de 1, 2, 3 ob jets pris parm i les 4 éĺem en ts {1, 2, 3, 4}.

E x e rc ic e .
Décrire toutes les perm utation s de F := {1, 2, 3} de deux m an ìeres (suites d’́eĺem en ts
de F ou b ijection s de F dan s lui-m êm e).

E x e rc ic e .
Décrire tous les déran g em en ts de {1, 2, 3, 4}.
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2.2.2 C o m b in a iso n s

Soit E un en sem ble à n éĺem en ts. L orsq ue 0 ≤ m ≤ n, on appelle com bin a ison d e

m objets pris pa rm i les n é ĺe m e n ts d e E un sous-en sem ble {y1, . . . , ym} form é de m

éĺem en ts distin cts de E : ce n ’est don c rien d’autre q u’un sous-en sem ble à m éĺem en ts
de n. L a diff éren ce en tre un e com bin aison et un arran g em en t, c’est q ue l’ordre im porte
dan s un arran g em en t m ais pas dan s un e com bin aison . L e n om bre de ces com bin aison s n e
dépen d évidem m en t q ue de m et de n. O n le n ote tradition n ellem en t Cm

n
et, de m an ière

plus m odern e (in fl uen cée par l’un ivers an g lo-sax on !)
(

n

m

)

, ce q ui se lit : “ ch oix de m

parm i n” . L es Cm
n =

(

n

m

)

son t appeĺes coeffi cien ts bin om ia u x pour des raison s q ui ap-
paraitron t à la section 2.2.4 . Par con ven tion , ou par raison , on a

(

n

m

)

= 0 lorsq ue m > n.

Thé o rè m e .
L orsq ue 0 ≤ m ≤ n, le n om bre de com bin aison s de m objets pris parm i n est don n é
par la form ule :

Cm

n
=

(

n

m

)

=
n!

m! (n − m)!
·

Dém o n stra tio n . À ch aq ue arran g em en t (y1, . . . , ym) dan s E, associon s l’en sem ble
{y1, . . . , ym} sous-jacen t, obten u en oublian t l’ordre. L es arran g em en ts ayan t pour im ag e
un e com bin aison {y1, . . . , ym} don n ée son t les m! perm utation s de (y1, . . . , ym). D ’après
le prin cipe des berg ers, on a don c Am

n = m!Cm
n , d’où la con clusion . �

C o ro lla ire .
L e n om bre d’application s strictem en t croissan tes de [[1,m]] dan s [[1, n]] est

(

n

m

)

.
Dém o n stra tio n . U n e application strictem en t croissan te f de [[1,m]] dan s [[1, n]] est
totalem en t déterm in ée par son im ag e {y1, . . . , ym} ⊂ [[1, n]] : le plus petit éĺem en t est
f(1), le suivan t est f(2), etc.

C o ro lla ire .
Pour 0 ≤ m ≤ n, on a les form ules :

(

n

m

)

=

(

n

n − m

)

et

n
∑

m= 0

(

n

m

)

= 2n.

Dém o n stra tio n . L a prem ière form ule est im m édiate par calcul sur l’ex pression
(

n

m

)

=
n!

m! (n − m)!
· O n peut ég alem en t la justifi er en rem arq uan t q ue, si card E = n, l’ap-

plication F 7→ {EF (passag e au com pĺem en taire) est un e bijection de l’en sem ble des
parties à m éĺem en ts sur l’en sem ble des parties à (n − m) éĺem en ts.
L a deux ièm e form ule vien t de ce q ue E a au total 2n parties, don t

(

n

0

)

à 0 éĺem en ts,
(

n

1

)

à 1 éĺem en t,
(

n

2

)

à 2 éĺem en ts, etc. �
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Exemple.
Donnons une dém onstration com b inatoire de la form ule :

q
∑

p=0

(

m

p

)(

n

q − p

)

=

(

m + n

q

)

.

S oient E et F deux ensem b les disjoints ayant respectiv em ent m et n éĺem ents. L ’en-
sem b le E ∪ F a (m + n) éĺem ents, donc

(

m+n

q

)

sous-ensem b les à q éĺem ents. C h acun

de ces sous-ensem b le est de la form e E ′ ∪ F ′, où E′ ⊂ E a p éĺem ents (pour un p tel
q ue 0 ≤ p ≤ q) et où F ′ ⊂ F a (q − p) éĺem ents. Pour ch aq ue p, il y a

(

m

p

)(

n

q−p

)

tels

ensem b les E′ ∪ F ′, et leur nom b re total est b ien
q

∑

p=0

(

m

p

)(

n

q−p

)

. U ne autre preuv e, de

nature alg éb riq ue, sera proposée en ex ercice à la section 2.2.4.

Exercice.
Décrire toutes les com b inaisons de 1, 2, 3 ob jets pris parm i les 4 éĺem ents {1, 2, 3, 4}.

Exercice.
C om b ien de poig nées de m ain éch ang ent n personnes q ui se rencontrent ?

2.2.3 É tu d e d e s c o e ffi c ie n ts b in o m ia u x

T h éo rème (Fo rm u le d e P a sca l).
Pour tous m,n ∈ N on a :

(

n + 1

m + 1

)

=

(

n

m + 1

)

+

(

n

m

)

.

Dém o n stra tio n . S i m > n, les deux m em b res de l’́eg alité sont nuls. S i m = n,
(

n+1

m+1

)

=
(

n

m

)

= 1 et
(

n

m+1

)

= 0, et les deux m em b res de l’́eg alité sont ég aux à 1. O n
peut donc supposer q ue 0 ≤ m < n. N ous disposons dans ce cas de deux preuv es tout
à fait diff érentes.
L a preuv e calculatoire v ient im m édiatem ent à l’esprit :

(

n

m + 1

)

+

(

n

m

)

=
n!

(m + 1)!
(

n − (m + 1)
)

!
+

n!

m! (n − m)!

= (n − m)
n!

(m + 1)! (n − m)!
+ (m + 1)

n!

(m + 1)! (n − m)!

= (n + 1)
n!

(m + 1)! (n − m)!

=
(n + 1)!

(m + 1)! (n − m)!

=

(

n + 1

m + 1

)

.
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La preuve comb in atoire revien t à mon trer q ue les deux n omb res compten t la même
ch ose. C on sidéron s un en semb le E à n éĺemen ts soit E ′ := E ∪ {x} avec x 6∈ E. Don c
E′ a (n + 1) éĺemen ts. L’en tier

(

n+1

m+1

)

est le n omb re de parties de E ′ q ui on t (m + 1)
éĺemen ts. Il y en a de deux types :

1. Les parties à (m + 1) éĺemen ts de E : il y en a
(

n

m+1

)

.

2. Les F ∪ {x}, où F est un e partie à m éĺemen ts de E : il y en a
(

n

m

)

.

A u total, on a b ien
(

(

n

m+1

)

+
(

n

m

)

)

parties à (m + 1) éĺemen ts de E ′. �

O n peut calculer les coeffi cien ts b in omiaux à l’aide du triangle d e P ascal :
1

1 1
1 2 1

1 3 3 1
1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1

La règ le de formation est la suivan te : les côtés du trian g le son t formés de 1 ; ch aq ue
coeffi cien t du tab leau est la somme de ceux q ui lui son t supérieurs juste à g auch e et juste
à droite. S ur la ne lig n e on trouve alors de g auch e à droite les

(

n

m

)

pour m = 0, 1, . . . , n.

La formule de Pascal permet ég alemen t un calcul “ récursif” des coeffi cien ts b in o-
miaux par l’alg orith me suivan t :

Pasc(n,p)

si p = 0 alors rendre 1 sinon si n = 0 alors rendre 0

sinon rendre Pasc(n-1,p) + Pasc(n-1,p-1) ;;

Le lecteur in téressé pourra rech erch er la “ complex ité” de cet alg orith me ; par ex emple,
comb ien d’addition s req uiert-il? E t dan s q uel mesure les calculs son t-ils redon dan ts ?

Va ria tio n s d e s c o e ffi c ie n ts b in o m ia u x . S oien t m,n tels q ue 0 ≤ m ≤ n − 1. De
la formule :

(

n

m+1

)

(

n

m

) =
n − m

m + 1
,

on déduit q ue
(

n

m+1

)

>
(

n

m

)

si, et seulemen t si, 2m ≤ n. O n en tire les variation s de

la suite des
(

n

m

)

à n fi x é : si n est pair, cette suite croit strictemen t de 0 à n/2 (où
elle pren d sa valeur max imum) puis décroit strictemen t de n/2 à n ; si n est impair,
cette suite croit strictemen t de 0 à (n− 1)/2, pren d la même valeur (son max imum) en
(n − 1)/2 et (n + 1)/2, puis décroit strictemen t de (n + 1)/2 à n.

E x e rc ic e .

Démon trer par récurren ce la formule :
q

∑

n=p

(

n

p

)

=
(

q+1

p+1

)

, puis l’ex pliciter pour p = 1, 2, 3.
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2.2.4 L a fo rm u le d u b in ô m e d e N e w to n

Thé o rè m e (Fo rm u le d u bin ô m e d e N ew to n ).
S o ien t a et b deu x n o m b res c o m plex es. O n a alo rs, po u r to u t n ∈ N :

(a + b)n =

n
∑

k=0

(

n

k

)

akbn−k.

Dém o n stra tio n . E lle se fait par réc u rren ce su r n. Po u r n = 0, il s’ag it de vérifi er q u e

(a+b)0 =
0

∑

k=0

(

0

k

)

akb0−k, au trem en t dit, q u e 1 =
(

0

0

)

a0b0, ce q u i est b ien vrai. S u ppo so n s

la fo rm u le vraie au ran g n. O n calc u le alo rs :

(a + b)n+1 = (a + b)(a + b)n

= (a + b)

n
∑

k=0

(

n

k

)

akbn−k

=

n
∑

k=0

(

n

k

)

ak+1 bn−k +

n
∑

k=0

(

n

k

)

akbn−k+1

=

n+1
∑

j=1

(

n

j − 1

)

ajbn−j+1 +

n+1
∑

k=0

(

n

k

)

akbn−k+1

=

n+1
∑

j=1

((

n

j − 1

)

+

(

n

j

))

ajbn−j+1 + bn+1

=
n+1
∑

j=1

(

n + 1

j

)

ajbn−j+1 +

(

n

0

)

a0bn−0+1

=
n+1
∑

j=0

(

n + 1

j

)

ajbn+1−j .

�

Un pe u d ’a lg è b re c o m b ina to ire . Si l’o n dévelo p p e (a+ b)n = (a+ b) · · · (a+ b) (n facteu rs), o n

vo it ap p araitre des termes de la fo rme a
k
b
n−k. C h acu n de ces termes ap p arait au tan t de fo is q u ’il y a

de ch o ix des k facteu rs (a + b) dan s lesq u els o n p ren d a p lu tô t q u e b, do n c, au to tal
`

n

k

´

fo is : c’est u n e

au tre p reu ve de la fo rmu le de N ew to n . N o to n s q u e les seu les p ro p riétés u tilisées so n t la commu tativité

et l’asso ciativité de l’additio n et de la mu ltip licatio n , ain si q u e la distrib u tivité.

E x e rc ic e .
C alc u ler le term e en xq dan s (1 + x)m(1 + x)n = (1 + x)m+n, et en dédu ire l’́eg alité :

q
∑

p=0

(

m

p

)(

n

q − p

)

=

(

m + n

q

)

.
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Mod u le U E 8 : Q u a tr ìe m e fe u ille d e T D

Dé n o m b re m e n ts

Exercice 1 .

Soit f : E → E un e application d’un en semb le E dan s lui-même. O n défi n it les ité ré e s

fn de f par récurren ce (simple) :

f0 := IdE et ∀n ∈ N , fn+1 := f ◦ fn.

C e son t don c des application s de f dan s lui-même. Par ex emple, f 1 = f ◦ IdE = f et
f2 = f ◦ f 1 = f ◦ f .
(i) Prouver, par récurren ce simple sur n, q ue ∀n, p ∈ N , f n+p = fn ◦ fp.
(ii) O n pren d E := N et f(x) := x + 1. Q ue vaut f n(x) ?
(iii) O n pren d E := N et f(x) := x + p. Q ue vaut f n(0 ) ?
(iv) O n pren d E := N et f(x) := px. Q ue vaut f n(1) ?
(v) O n pren d E := N et f(x) := xp. Q ue vaut fn(x) ?

Exercice 2 .

In terpréter à l’aide de b ijection s les trois “ formules classiq ues” sur les puissan ces don n ées
pag e 4 5.

Exercice 3 .

U n polyèdre rég ulier a f faces, q ui on t toutes le même n omb re n de côtés, a arêtes, don t
ch acun e a deux ex trémités et sépare deux faces, et s sommets, q ui son t tous ex tremités
du même n omb re p d’arêtes (et don c sommets de p faces). Q uelles relation s y a-t’il
en tre ces 5 n omb res ?

Exercice 4 .

L es 3 0 étudian ts d’un g roupe de IM P-M ath s II pren n en t ch acun un e copie au h asard
dan s le paq uet de 3 0 copies de con trôle con tin u q ue leur ren d le professeur. Q uelle est
la prob ab ilité q ue tous se soien t trompés de copie ?

Exercice 5 .

(i) C alculer le n omb re d’application s croissan tes de [[1,m]] dan s [[1, n]].
(R emarq uer q ue k 7→ f(k) est croissan te si, et seulemen t si, k 7→ f(k) + k − 1 est
strictemen t croissan te.)
(ii) E n déduire le n omb re de solution s en tières de l’́eq uation : x1 + · · ·+xn = p. Vérifi er
la formule ob ten ue pour p = 1, 2, 3 .

(R emarq uer q ue, pour toute solution (x1, . . . , xp), l’application k 7→

k∑

i= 1

xi est croissan te

de [[1, p]] dan s [[1, n]].)
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Exercice 6 .

Dém o n trer la fo rm u le :
n
∑

p=0

(

n
p

)2
=

(

2n
n

)

.

Exercice 7 .

Dém o n trer alg ébriq u em en t la fo rm u le :
n
∑

p=0

(

n
p

)

= 2n.

(A p p liq u er la fo rm u le du bin ô m e à a = b = 1.)

Exercice 8 .

Dém o n trer à l’aide de la fo rm u le du bin ô m e :

n
∑

p=0

(−1)p

(

n

p

)

= δn,0 =

{

1 si n = 0,

0 sin o n .

Do n n er u n e in terp rétatio n co m bin ato ire de cette ég alité.
(L e “ sym bo le de K ro n ecker” δa ,b vau t 1 si a = b et 0 sin o n .)

Exercice 9 .

S elo n u n p réju g é cél̀ebre, les h o m m es o n t en m oyen n e p lu s de p arten aires fém in in es q u e
les fem m es n ’o n t de p arten aires m ascu lin s. M o n trer q u e cette affi rm atio n est in co m p a-
tible avec l’́eg alité du n o m bre d’h o m m es et du n o m bre de fem m es.

Exercice 1 0 .

Dan s les rég io n s recu ĺees du Vo lvestre, o n attribu e le tem p s baro q u e de 2007 au fait
q u e c’est u n e an n ée à 13 lu n es. O n vo it en eff et su r le calen drier q u ’elle a 13 p lein es
lu n es, la p rem ìere le 3 jan vier et la dern ìere le 24 décem bre. Q u elle est la fréq u en ce
m oyen n e des an n ées à 13 lu n es ?
(O n adm ettra q u e to u tes les an n ées o n t 36 5 jo u rs.)
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