
2.2 Fo n c tio n s c irc u la ire s

Commençons par le lien c lassiq u e entre le “ cerc le trig onométriq u e” et les fonc-

tions trigonom é triqu es ou circu laires. Il fau t cependant b ien être consc ient q u e les
“ défi nitions” c i-dessou s, héritées de la terminale, ne sont rien d’au tre q u e des dessins.

•

•

•

cos x

sin x

tan x

x

1

1

0

sin x

0

π

2π

3π−π

−2π
l l lll

c o sx

0

π

2π

3π−π

−2π
l l lll

ta nx =
sin x

c o sx

0 π 2π 3π−π−2π
l l l lll

2.2.1 C o sin u s, sin u s e t ta n g e n te

N ou s allons fonder l’́etu de des fonctions c irc u laires su r l’analy se, q u itte à admettre
sans démonstration certains théorèmes. A insi, nou s ad m ettrons le théorème su ivant,
dont la démonstration repose su r u n théorème d’existence des solu tions des éq u ations
diff érentielles q u e l’on verra en L 2.

Thé o rè m e .

Il existe u n u niq u e cou ple de fonctions dérivab les C,S : R → R telles q u e S ′ = C,
C ′ = −S, C(0) = 1 et S(0) = 0.

O n peu t ég alement ces conditions à l’aide d’u ne fonction à valeu rs com p lexes ; pou r
cela on pose :

z(x) := C(x) + iS(x).

C’est u ne fonction de R dans C, et le théorème nou s dit q u ’il existe u ne u niq u e telle
fonction dérivab le su r R et telle q u e l’on ait :

z′(x) = iz(x) et z(0) = 1.
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Enfin, o n peu t é c rire é c rire c e s c o nditio ns à l’aide d’u ne ’ ’fo nctio n à vale u rs ve cto rie lle s” ; po u r

c e la, o n po se : F (x) :=

„

C(x)
S(x)

«

. C ’e st u ne fo nctio n de R dans R
2, m ais o n é c rit le s é ĺe m ents de

R
2 so u s fo rm e s de “ ve cte u rs c o lo nnes” . L e th é o rè m e no u s dit alo rs q u ’il e x iste u ne u niq u e te lle fo nc -

tio n dé rivab le su r R e t te lle q u e l’o n ait : F ′(x) =

„

0 −1
1 0

«

F (x) et F (0) =

„

1
0

«

. L a rè g le u tilisé e

im plic ite m ent e st c e lle du pro du it d’u ne “ m atric e ” par u n vecte u r c o lo nne :

„

a b

c d

« „

x

y

«

=

„

ax + by

cx + dy

«

.

Dé fi n itio n : La fo n ctio n C est appeĺee co sin u s et l’o n n o te : c o s x. La fo n ctio n S est
appeĺee sin u s, et l’o n n o te : sin x. O n n o te alo rs : eix := co s x+i sin x (fo rm u le d’E u ler).

Co ro lla ire .

La fo n ctio n x 7→ z(x) := eix est l’u n iq u e fo n ctio n dérivab le de R dan s C telle q u e
z′(x) = iz(x) et z(0) = 1.

T h é o r è m e . (F o rm u le d e M o ivre)
O n a des “ fo rm u les d’additio n ” résu m ées par la fo rm u le de M o ivre :

∀a , b ∈ R , ei(a+b) = eiaeib.

Dém o n stra tio n . La fo n ctio n Z(x) :=
(

eia
)

−1
ei(a+x) vérifi e Z(0) = 1 et Z ′ = iZ ; o n a

do n c Z(x) = eix. �

Les fo n ctio n s c o s et sin so n t évidem m en t in défi n im en t dérivab les (vo ir les ex erc ices).

O n m o n tre l’ex isten ce d’u n réel po sitif (c él̀eb re) π ≈ 3, 14 tel q u e les fo n ctio n s c o s et
sin so n t pério diq u es de plu s petite pério de strictem en t po sitive 2π. O n a do n c e2iπ = 1,
do n c , d’après la fo rm u le de M o ivre, (eiπ)2 = e2iπ = 1, do n c eiπ = ±1. S i l’o n avait
eiπ = 1, les fo n ctio n s c o s et sin au raien t la pério de π (to u jo u rs d’après la fo rm u le de
M o ivre), ce q u i n ’est po in t. O n en tire la jo lie fo rm u le d’E u ler :

eiπ = −1.

L e m m e .

O n a co s2 + sin 2 = 1. A u trem en t dit : ∀x ∈ R , eix ∈ U.
Dém o n stra tio n . La dérivée de co s2 + sin 2 est 2 co s c o s ′ +2 sin sin ′ = 0, c’est do n c u n e
fo n ctio n c o n stan te. S a valeu r en 0 est 1.

L’applicatio n x 7→ (c o s x, sin x) est do n c à valeu rs dan s le cerc le u n ité U. E n
c o n séq u en ce, les fo n ctio n s c o s et sin so n t à valeu rs dan s [−1, 1].

P u isq u e
∣

∣eix
∣

∣ = 1 et q u e e−ix =
(

eix
)

−1
(cela déc o u le de la fo rm u le de M o ivre), o n

vo it q u e e−ix est le c o n ju g u é de eix (les c o m plex es z ∈ U so n t tels q u e z−1 = z), do n c
c o s(−x) = co s x (fo n ctio n paire) et sin (−x) = sin x (fo n ctio n im paire).
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Va ria tio n s. Puisque les fon ction s cos et sin son t 2π-périodiques, il suffi t de les étudier
sur le segmen t [−π, π] par ex emple. Puisqu’elles son t respectivemen t paire et impaire, il
suffi t de les étudier sur le segmen t [0, π]. S ur ce segmen t, la fon ction cos est strictemen t
décroissan te de cos 0 = 1 à cos π = −1, poin ts en lesquels la tan g en te est h orizon -
tale ; et la fon ction sin est croissan te de sin 0 = 0 à sin π/2 = 1 (poin t en lequel elle
a un e tan g en te h orizon tale) puis décroissan te de sin π/2 = 1 à sin π = 0. E n fi n , on a
sin (x + π/2) = cos x : les deux g raph es son t don c “ déph asés” . O n a en fi n les relation s
cos(x + π) = − cos x et sin (x + π) = − sin x (con séquen ces de la formule de M oivre
et de la jolie formule d’E uler). O n peut en déduire un g ran d n ombre de propriétés de
symétrie des deux g raph es.

T h é o r è m e .

(i) L ’application x 7→ eix est surjective de R sur U.
(ii) D eux réels on t même imag e si, et seulemen t s’ils son t con g rus modulo 2π.
Dém o n stra tio n . (i) S oit (a, b) ∈ U. Puisque a2 + b2 = 1, on a −1 ≤ a ≤ 1, et il ex iste
x ∈ R tel que cosx = 1. A lors sin x = ±

√
1 − cos2 x = ±

√
1 − a2, d’où sin x = ±b. S i

sin x = b, on a trouvé l’an téc éden t x ; sin on , si sin x = −b, on a l’an téc éden t −x.
(ii) D ’après la formule de M oivre, il suffi t de prouver que eix = 1 ⇔ x ∈ 2πZ. S i l’on
n ote u l’un ique représen tan t u de x (mod 2π) dan s [0, 2π[, on a x ∈ 2πZ ⇔ u = 0 et
eiu = eix = 1. Il est c lair que u = 0 ⇒ eix = 1. Réc iproquemen t, si eix = 1, les formules
de M oivre en train en t que ei(θ+u) = eiθ, i.e. que u est un e période positive pour cos et
sin . C omme u < 2π, cela n ’est possible (par défi n ition de π) que si u = 0. �

E n prin c ipe, ayan t rig oureusemen t fon dé l’́etude des fon ction s c irculaires, il faudrait
rétablir le lien avec le cerc le. Il s’ag it en fait de démon trer que la lon g ueur de l’arc de
cerc le qui va de (1, 0) à (cos x, sin x) est x (on pren d ic i x ∈ [0, π]). C e sera fait en L 2.

L a fo n c tio n ta n g e n te . Il s’ag it de la fon ction tan :=
sin

cos
· E lle est défi n ie et in défi n imen t

dérivable l̀a où cos n e s’an n ule pas, don c sur R \
{π

2
+ kπ | k ∈ Z

}

, autremen t dit

sur
⋃

k∈Z

]

kπ − π

2
, kπ +

π

2

[

. C omme cos(x + π) = − cos x et sin (x + π) = − sin x, on a

tan (x+π) = tan x et la fon ction tan est périodique de période π. O n peut don c l’́etudier

sur l’in tervalle ouvert
]

−π

2
,
π

2

[

. S es limites aux born es son t : lim
x→−π/2

x> −π/2

tan x = −∞ et

lim
x→π/2

x< π/2

tan x = +∞. S a dérivée est : tan ′ =
sin ′ cos− cos′ sin

cos2
=

1

cos2
= 1+tan 2. L a fon c -

tion tan réalise don c un e bijection strictemen t croissan te de
]

−π

2
,
π

2

[

sur R. Puisque

sin est impaire et cos paire, tan est impaire.
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Va le u rs sp é c ia le s. Les valeurs suivan tes so n t à c o n n aitre par co eur :

c o s 0 = 1, sin 0 = 0, tan 0 = 0,

c o s π/6 =

√
3

2
, sin π/6 =

1

2
, tan π/6 =

√
3

3
,

c o s π/4 =

√
2

2
, sin π/4 =

√
2

2
, tan π/4 = 1,

c o s π/3 =
1

2
, sin π/3 =

√
3

2
, tan π/3 =

√
3,

c o s π/2 = 0, sin π/2 = 1, tan π/2 = BOUM .

Dé v e lo p p e m e n ts lim ité s. O n a les dévelo ppem en ts lim ités à l’o rdre 1 :

c o s(a + h) = co s a − h sin a + hε1(h) avec lim
h→0

ε1(h) = 0,

sin (a + h) = sin a + h c o s a + hε2(h) avec lim
h→0

ε2(h) = 0,

tan (a + h) = tan a +
h

c o s2 a
+ hε3(h) avec lim

h→0

ε3(h) = 0.

E x e rc ic e : C alculer la dérivée ke de co s x, de sin x, de co sx sin x.

E x e rc ic e : R ec o n n aitre to utes les sy m étries des g raph es de co s, sin et tan .

2.2.2 Fo n c tio n s c irc u la ire s in ve rse s

L a fo n c tio n a rc -sin u s. La fo n ctio n sin us est c o n tin ue sur [−π/2, π/2]. S a dérivée sur
]−π/2, π/2[ est c o s, q ui est strictem en t po sitive sur cet in tervalle o uvert. La fo n ctio n
sin us réalise do n c un e bijectio n strictem en t cro issan te de [−π/2, π/2] sur [−1, 1].

Dé fi n itio n : La fo n ctio n arc-sin u s est l’applicatio n réc ipro q ue de la bijectio n sin :
[−π/2, π/2] → [−1, 1]. O n la n o te arcsin : [−1, 1] → [−π/2, π/2]. P ratiq uem en t :

∀x ∈ [−1, 1] , arcsin x = y ⇐⇒ x = sin y et y ∈ [−π/2, π/2] .

La fo n ctio n arcsin est do n c un e bijectio n strictem en t cro issan te de [−1, 1] sur [−π/2, π/2].
C ’est un e fo n ctio n c o n tin ue sur [−1, 1] et dérivable sur ]−1, 1[, de dérivée :

(arcsin )′(x) =
1

co s(arcsin x)
=

1√
1 − x2

·

S o it en eff et y := arcsin x. O n a do n c x = sin y et y ∈ [−π/2, π/2], d’o ù c o s y ≥ 0.
C o m m e c o s2 y + sin 2 y = 1, co n n aissan t le sig n e, o n peut calculer :

c o s(arcsin x) = co s y =

√

1 − sin 2 y =
√

1 − x2.

E n revan ch e, puisq ue la dérivée de sin s’an n ule aux bo rn es ±π/2 du seg m en t étudíe,
sa fo n ctio n réc ipro q ue arcsin n ’est pas dérivable aux bo rn es ±1 du seg m en t im ag e.

32



La fo n c tio n arc -c o sin u s. La fo nctio n co sinus est c o ntinue sur [0, π]. S a dériv ée sur
]0, π[ est − sin, q ui est strictement nég ativ e sur cet interv alle o uv ert. La fo nctio n co sinus
réalise do nc une bijectio n strictement décro issante de [0, π] sur [−1, 1].

Dé fi n itio n : La fo nctio n arc-co sin u s est l’applicatio n réc ipro q ue de la bijectio n co s :
[0, π] → [−1, 1]. O n la no te arcc o s : [−1, 1] → [0, π]. P ratiq uement :

∀x ∈ [−1, 1] , arcc o s x = y ⇐⇒ x = co s y et y ∈ [0, π] .

La fo nctio n arcc o s est do nc une bijectio n strictement décro issante de [−1, 1] sur
[0, π]. C ’est une fo nctio n co ntinue sur [−1, 1] et dériv able sur ]−1, 1[, de dériv ée :

(arc c o s)′(x) =
1

− sin(arcc o s x)
= − 1√

1 − x2
·

S o it en eff et y := arcc o s x. O n a do nc x = co s y et y ∈ [0, π], d’o ù sin y ≥ 0. C omme
co s2 y + sin2 y = 1, co nnaissant le sig ne, o n peut calculer :

sin(arcc o s x) = sin y =
√

1 − c o s2 y =
√

1 − x2.

E n rev anch e, puisq ue la dériv ée de co s s’annule aux bo rnes 0, π du segment étudíe, sa
fo nctio n réc ipro q ue arcc o s n’est pas dériv able aux bo rnes ±1 du segment imag e.

S ig nalo ns enfi n la fo rmule :

∀x ∈ [−1, 1] , arcsin x + arcco s x =
π

2
·

O n pro uv e cette fo rmule en dériv ant le membre g auch e et en l’́ev aluant en 0.

La fo n c tio n arc -tan g e n te . La fo nctio n tang ente est c o ntinue et dériv able sur l’in-
terv alle o uv ert ]−π/2, π/2[ et sa dériv ée est 1 + tan2, q ui est strictement po sitiv e. La
fo nctio n tang ente réalise do nc une bijectio n strictement cro issante de l’interv alle o uv ert
]−π/2, π/2[ sur so n imag e, q ui est ]−∞,+∞[ = R, d’après les calculs de limites de la
pag e 3 1.

Dé fi n itio n : La fo nctio n arc-tan gen te est l’applicatio n réc ipro q ue de la bijectio n tan :
]−π/2, π/2[ → R. O n la no te arctan : R → ]−π/2, π/2[. P ratiq uement :

∀x ∈ R , arctan x = y ⇐⇒ x = tan y et y ∈ ]−π/2, π/2[ .

La fo nctio n arctan est do nc une bijectio n strictement cro issante de R sur ]−π/2, π/2[.
C ’est une fo nctio n co ntinue dériv able et sa dériv ée est do nnée par la fo rmule :

(arctan)′(x) =
1

(1 + tan2)(arctan x)
=

1

1 + x2
·

E n eff et, o n a to ujo urs tan(arctan x) = x. E nfi n, la fo nctio n tan étant impaire de
]−π/2, π/2[ dans R, il en est de même de la fo nctio n arctan.
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Va le u rs sp é c ia le s. Les valeu rs su ivantes so nt à c o nnaitre par c o eu r :

arc c o s 1 = 0, arcsin 0 = 0, arctan 0 = 0,

arcc o s

√
3

2
= π/6, arcsin

1

2
= π/6, arctan

√
3

3
= π/6,

arcc o s

√
2

2
= π/4, arcsin

√
2

2
= π/4, arctan 1 = π/4,

arcc o s
1

2
= π/3, arcsin

√
3

2
= π/3, arctan

√
3 = π/3,

arcc o s 0 = π/2, arcsin 1 = π/2.

Dé v e lo p p e m e n ts lim ité s. O n a les dévelo ppem ents lim ités à l’o rdre 1 :

arc c o s(a + h) = arcc o s a − h√
1 − a2

+ hε1(h) avec lim
h→0

ε1(h) = 0,

arcsin(a + h) = arcsin a +
h√

1 − a2
+ hε2(h) avec lim

h→0
ε2(h) = 0,

arctan(a + h) = arctan a +
h

1 + a2
+ hε3(h) avec lim

h→0
ε3(h) = 0.

E x e rc ic e : Tracer les g raphes de arcsin, arc c o s et arctan.

E x e rc ic e : C alc u ler arcsin(sin x), arc c o s(c o s x), arctan(tan x), arcsin(co s x) et arc c o s(sin x).

2.3 Fo n c tio n s hy p e rb o liq u e s

2.3.1 C o sin u s e t sin u s hy p e rb o liq u e s

Dé fi n itio n : Les fo nctio ns co sin u s h y perbo liqu e et sin u s h y perbo liqu e so nt respective-
m ent défi nies par les fo rm u les :

∀x ∈ R , c o sh x :=
ex + e−x

2
et sinhx :=

ex − e−x

2
·

Les pro príetés su ivantes se dédu isent alo rs im m édiatem ent des pro príetés de la fo nc-
tio n ex po nentielle. Les fo nctio ns co sinu s hy perbo liq u e et sinu s hy perbo liq u e so nt co nti-
nu es dérivables su r R. La fo nctio n co sh est paire et strictem ent po sitive su r R. La
fo nctio n sinh est im paire, strictem ent po sitive su r R∗

+ et strictem ent nég ative su r R∗

−
.

C hacu ne adm et l’au tre po u r dérivée :

c o sh′ = sinh et sinh′ = co sh .

Il en déc o u le q u e c o sh est strictem ent déc ro issante su r R− et strictem ent cro issante su r
R+ avec u n m inim u m strict c o sh 0 = 1 ; alo rs q u e sinh est strictem ent cro issante su r
R. O n a les lim ites au x bo rnes :

lim
x→−∞

c o sh x = +∞, lim
x→+∞

c o sh x = +∞, lim
x→−∞

sinhx = −∞ et lim
x→+∞

sinh x = +∞.
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On a les fo rm ules : c o sh x + sinh x = ex et co sh x − sinh x = e−x, d’o ù l’o n tire :

c o sh 2 − sinh 2 = 1.

Dé fi n itio n : L a fo nctio n tangente h y perbo liqu e est défi nie par la fo rm ule :

∀x ∈ R , tanh x :=
sinh x

c o sh x
=

e2x − 1

e2x + 1
·

E lle est défi nie, c o ntinue dérivab le sur R, c ’est une fo nctio n im paire et sa dérivée vaut :

tanh ′ = 1 − tanh 2 =
1

co sh 2
· E lle est do nc strictem ent cro issante. ses lim ites en −∞ et

+∞ so nt respectivem ent −1 et +1. elle réalise do nc une b ijectio n de R sur ]−1,+1[.

E x e rc ic e : Tracer les g raph es de co sh , de sinh et de tanh .

2.3.2 Fo n c tio n s hy p e rb o liq u e s in ve rse s

L a fo nctio n sinh réalise une b ijectio n strictem ent cro issante de R sur R, la fo nctio n
co sh une b ijectio n strictem ent cro issante de R+ sur [1,+∞[ et la fo nctio n tanh une
b ijectio n strictem ent cro issante de R sur ]−1,+1[.

Dé fi n itio n : L a fo nctio n argu m ent d u sinu s h y perbo liqu e est la réc ipro q ue de sinh :
R → R. On la no te arg sinh : R → R. L a fo nctio n argu m ent d u co sinu s h y perbo liqu e

est la réc ipro q ue de co sh : R+ → [1,+∞[. On la no te arg c o sh : [1,+∞[ → R+. L a
fo nctio n argu m ent d e la tangente h y perbo liqu e est la réc ipro q ue de tanh : R → ]−1,+1[.
On la no te arg tanh : R → R.

Po ur calculer arg sinh x et arg c o sh x, o n réso ut les éq uatio ns
ey − e−y

2
= x et

ey + e−y

2
= x (cette dernìere avec de plus l’h y po th èse x ≥ 1 et la co nditio n y ≥ 0 ) ; il

suffi t po ur cela d’intro duire l’inco nnue aux iliaire Y := ey, q ui est elle-m êm e so lutio n
d’une éq uatio n du seco nd deg ré. On tro uve :

∀x ∈ R , arg sinh x = ln(x+
√

x2 + 1) et ∀x ∈ [1,+∞[ , arg c o sh x = ln(x+
√

x2 − 1).

L e calcul des dérivées, so it c o m m e dérivées de fo nctio ns réc ipro q ues, so it à partir des
fo rm ules c i-dessus, do nne :

∀x ∈ R , (arg sinh )′x =
1√

x2 + 1
et ∀x ∈ [1,+∞[ , (arg c o sh )′x =

1√
x2 − 1

·

D e m anìere analo g ue, o n tro uve, po ur to ut x ∈ ]−1,+1[ :

arg tanh x =
1

2
ln

1 + x

1 − x
et (arg tanh )′(x) =

1

1 − x2
·

E x e rc ic e : Tracer les g raph es de arg c o sh , de arg sinh et de arg tanh .
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Mod u le U E 2 : Q u a tr ìe m e fe u ille d e T D

Fo n c tio n s u su e lle s

Exercice 1

La métho de de ré so lu tio n appro ché e d’E u ler appliq u é e comme dan s le cas de l’e x po -
n e n tie lle do n n e la vale u r appro ché e :

eix
≈ (1 + ix/n )n.

C ette fo rmu le peu t ê tre rig o u re u semen t ju stifi é e , mais c’e st u n peu compliq u é . (O n peu t
mo n trer q u e , po u r to u t x ré e l, lim

n→+∞

(1 + ix/n )n = eix.)

Exercice 2

É tu dier la fo n ctio n co t :=
co s

sin
·

Exercice 3

C alcu ler tan (a ± b), tan (2 a) et tan π/8 .

Exercice 4

C alcu ler arctan x + arctan y.

Exercice 5

É tu dier le s so lu tio n s de l’́e q u atio n tan x = x.

Exercice 6

E x primer co sh(a + b) et sin h(a + b) e n fo n ctio n de co sh a, sin h a, co sh b et sin h b. (P as-
ser par l’in termédiaire des e x po n e n tie lle s.) E n dédu ire l’e x pressio n de tan h(a + b) e n
fo n ctio n de tan h a et tan h b.

Exercice 7

C alcu ler sin h(arg co sh x), co sh(arg sin h x) et arg co sh (co sh x).
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