2.2 Fonctions circulaires

Commencons par le lien classique entre le “cercle trigonométrique” et les fonc-
tions trigonométriques ou circulaires. Il faut cependant bien étre conscient que les
“définitions” ci-dessous, héritées de la terminale, ne sont rien d’autre que des dessins.

sin

tan \ /\TW

37T

\For N0 N N

1
COST /}\ Tﬂ /\ /-\
N N TN\ 277\/
0 cos T 1

2.2.1 Cosinus, sinus et tangente

Nous allons fonder ’étude des fonctions circulaires sur I’analyse, quitte & admettre
sans démonstration certains théoremes. Ainsi, nous admettrons le théoreme suivant,
dont la démonstration repose sur un théoreme d’existence des solutions des équations
différentielles que ’on verra en L2.

Théoreme.
Il existe un unique couple de fonctions dérivables C,S : R — R telles que S’ = C,
C'=-8,C(0)=1et S0)=0.

On peut également ces conditions a ’aide d’une fonction a valeurs complezes ; pour
cela on pose :

z2(x) := C(z) +1S(x).

C’est une fonction de R dans C, et le théoreme nous dit qu’il existe une unique telle
fonction dérivable sur R et telle que 'on ait :

2(x) = iz(z) et 2(0) = 1.
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Enfin, on peut écrire écrire ces conditions & ’aide d’une ’fonction & valeurs vectorielles” ; pour
C(x)
5(x)
R? sous formes de “vecteurs colonnes”. Le théoréme nous dit alors qu’il existe une unique telle fonc-

tion dérivable sur R et telle que 'on ait : F'(z) = <O _1> F(x) et F(0) = <é> La régle utilisée

cela, on pose : F(z) = ( ) C’est une fonction de R dans R?, mais on écrit les éléments de

1 0

implicitement est celle du produit d’une “matrice” par un vecteur colonne : a by (@ _ (ot by .
c d) \y cx + dy

Définition: La fonction C est appelée cosinus et 'on note : cosx. La fonction S est

appelée sinus, et on note : sinxz. On note alors : '* := cosz+isinz (formule d’Euler).

Corollaire.
La fonction z ~— z(z) := € est I'unique fonction dérivable de R dans C telle que
2 (x) =iz(z) et 2(0) = 1.

Théoréme. (Formule de Moivre)
On a des “formules d’addition” résumées par la formule de Moivre :

Va,b € R, €@t = ¢loglt,

Démonstration. La fonction Z(z) := (ei“)_lei(“”) vérifie Z(0) = 1et Z' =iZ; on a
donc Z(x) = €i*. O

Les fonctions cos et sin sont évidemment indéfiniment dérivables (voir les exercices).

On montre l'existence d’un réel positif (célebre) 7 = 3,14 tel que les fonctions cos et
sin sont périodiques de plus petite période strictement positive 27. On a donc e?™ = 1,
donc, d’apres la formule de Moivre, (¢!™)2 = %™ = 1, donc €™ = +1. Si 'on avait
el™ = 1, les fonctions cos et sin auraient la période 7 (toujours d’apres la formule de
Moivre), ce qui n’est point. On en tire la jolie formule d’Euler :

e = —1.

Lemme.

On a cos? +sin? = 1. Autrement dit : Yz € R, € € U.

Démonstration. La dérivée de cos® + sin? est 2cos cos’ +2sinsin’ = 0, c’est donc une
fonction constante. Sa valeur en 0 est 1.

L’application & — (cosz,sinz) est donc & valeurs dans le cercle unité U. En
conséquence, les fonctions cos et sin sont a valeurs dans [—1,1].

Puisque }eix| =1et que e ' = (eim)_1 (cela découle de la formule de Moivre), on
voit que eI est le conjugué de e (les complexes z € U sont tels que 2~ = %), donc

cos(—x) = cosz (fonction paire) et sin(—z) = sinz (fonction impaire).
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Variations. Puisque les fonctions cos et sin sont 27-périodiques, il suffit de les étudier
sur le segment [—, 7] par exemple. Puisqu’elles sont respectivement paire et impaire, il
suffit de les étudier sur le segment [0, 7]. Sur ce segment, la fonction cos est strictement
décroissante de cosO0 = 1 a cosm = —1, points en lesquels la tangente est horizon-
tale; et la fonction sin est croissante de sin0 = 0 & sinw/2 = 1 (point en lequel elle
a une tangente horizontale) puis décroissante de sinw/2 = 1 a sinm = 0. Enfin, on a
sin(x 4+ m/2) = cosz : les deux graphes sont donc “déphasés”. On a enfin les relations
cos(x +m) = —cosz et sin(x + m) = —sinx (conséquences de la formule de Moivre
et de la jolie formule d’Euler). On peut en déduire un grand nombre de propriétés de
symétrie des deux graphes.

Théoréeme.

(i) L’application = +— e est surjective de R sur U.

(ii) Deux réels ont méme image si, et seulement s’ils sont congrus modulo 27.
Démonstration. (i) Soit (a,b) € U. Puisque a®? +b*> = 1,on a —1 < a < 1, et il existe
x € R tel que cosz = 1. Alors sinz = +v/1 — cos?x = £v/1 — a?, d’ot sinx = £b. Si
sinxz = b, on a trouvé I'antécédent x ; sinon, si sinz = —b, on a 'antécédent —zx.

(ii) D’apres la formule de Moivre, il suffit de prouver que e* = 1 < x € 2rZ. Si l'on
note u 'unique représentant u de = (mod 27) dans [0,27[, on a z € 27Z < u = 0 et
el" = ¢ = 1. Il est clair que u = 0 = e = 1. Réciproquement, si e = 1, les formules
de Moivre entrainent que el0+u) — ¢if g e que u est une période positive pour cos et
sin. Comme u < 27, cela n’est possible (par définition de ) que si u = 0. O

En principe, ayant rigoureusement fondé 1’étude des fonctions circulaires, il faudrait
rétablir le lien avec le cercle. Il s’agit en fait de démontrer que la longueur de 'arc de
cercle qui va de (1,0) & (cosz,sinz) est 2 (on prend ici z € [0,7]). Ce sera fait en L2.

sin

La fonction tangente. Il s’agit de la fonction tan := ——- Elle est définie et indéfiniment
s

dérivable 14 ol cos ne s’annule pas, donc sur R\ {5 +kn|ke Z}, autrement dit

™ v
sur J ]k)ﬂ' - §,k:7r+ 5[ Comme cos(z + 7) = —cosx et sin(z +7) = —sinz, on a
keZ
tan(z+7) = tan x et la fonction tan est périodique de période 7. On peut donc I'étudier
T

33 [ Ses limites aux bornes sont : lim tanz = —oo et

Py}

z>—m/2

) o ,  sin’ cos — cos’ sin 1 9

lim tanxz = +o00. Sa dérivée est : tan’ = 5 = g = 1+tan“. La fonc-
o /2 cos cos
z<m/2

sur l'intervalle ouvert ]—

T
tion tan réalise donc une bijection strictement croissante de }—5, 5[ sur R. Puisque

sin est impaire et cos paire, tan est impaire.
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Valeurs spéciales. Les valeurs suivantes sont a connaitre par coeur :

cos0 = 1, sin0 = 0, tan0 = 0,
3 1 3
cosm/6 = g, sinm/6 = 2 tanmw/6 = g,
2 2
cosm/4 = —, sinm/4 = i, tanmw/4 = 1,
2 \%_
1 3
cosm/3 = 37 sinT/3 = TR tanm/3 = V3,
cosm/2 = 0, sinw/2 = 1, tanw/2 = BOUM.

Développements limités. On a les développements limités a l'ordre 1 :

cos(a+h) = cosa— hsina+ hey(h) avec illin%) e1(h) =0,
sin(fa+h) = sina+ hcosa + hea(h) avec ,llin% ea(h) =0,

tan(a +h) = tana+

p— + hes(h) avec }lllirb es(h) = 0.

Exercice: Calculer la dérivée k¢ de cosx, de sinx, de cosz sin x.
Exercice: Reconnaitre toutes les symétries des graphes de cos, sin et tan.

2.2.2 Fonctions circulaires inverses

La fonction arc-sinus. La fonction sinus est continue sur [—m/2, 7/2]. Sa dérivée sur
|—7/2,m/2] est cos, qui est strictement positive sur cet intervalle ouvert. La fonction
sinus réalise donc une bijection strictement croissante de [—7/2,7/2] sur [—1,1].

Définition: La fonction arc-sinus est 'application réciproque de la bijection sin :
[—7/2,7/2] — [—1,1]. On la note arcsin : [—-1,1] — [—7/2,7/2]. Pratiquement :
Ve e [-1,1] , arcsine =y <z =siny et y € [—7/2,7/2].
La fonction arcsin est donc une bijection strictement croissante de [—1, 1] sur [—7/2, 7/2].
C’est une fonction continue sur [—1,1] et dérivable sur |—1, 1], de dérivée :
1 1
(arcsin)’(x) = =

cos(arcsinz) /1 — 22 .

Soit en effet y := arcsinz. On a donc z = siny et y € [—7/2,7/2], d’ou cosy > 0.
Comme cos? y + sin? y = 1, connaissant le signe, on peut calculer :

cos(arcsinz) = cosy = \/1 —sin?y = /1 — 22

En revanche, puisque la dérivée de sin s’annule aux bornes +7/2 du segment étudié,
sa fonction réciproque arcsin n’est pas dérivable aux bornes +1 du segment image.
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La fonction arc-cosinus. La fonction cosinus est continue sur [0, 7]. Sa dérivée sur
10, [ est — sin, qui est strictement négative sur cet intervalle ouvert. La fonction cosinus
réalise donc une bijection strictement décroissante de [0, 7] sur [—1,1].

Définition: La fonction arc-cosinus est I'application réciproque de la bijection cos :
[0,7] — [-1,1]. On la note arccos : [—1,1] — [0, 7|. Pratiquement :

Ve e [-1,1] , arccosx =y <= = = cosy et y € [0,7].

La fonction arccos est donc une bijection strictement décroissante de [—1,1] sur
[0, 7r]. C’est une fonction continue sur [—1, 1] et dérivable sur |—1, 1], de dérivée :

(arecos)/ (x) - -
arccos)’ (z) = =— .
— sin(arccos x) V1= 22
Soit en effet y := arccosz. On a donc = cosy et y € [0, 7], d’ont siny > 0. Comme
cos?y + sin? y = 1, connaissant le signe, on peut calculer :

sin(arccos z) = siny = /1 — cos2y = /1 — 2.
En revanche, puisque la dérivée de cos s’annule aux bornes 0,7 du segment étudié, sa

fonction réciproque arccos n’est pas dérivable aux bornes £1 du segment image.

Signalons enfin la formule :

Vo € [-1,1] , arcsinx + arccos z =

bl 3

On prouve cette formule en dérivant le membre gauche et en I’évaluant en 0.

La fonction arc-tangente. La fonction tangente est continue et dérivable sur 1'in-
tervalle ouvert |—m/2,7/2[ et sa dérivée est 1 + tan?, qui est strictement positive. La
fonction tangente réalise donc une bijection strictement croissante de I'intervalle ouvert
|—m/2,7/2[ sur son image, qui est |—o00, +oo[ = R, d’apres les calculs de limites de la
page 31.

Définition: La fonction arc-tangente est I'application réciproque de la bijection tan :
|-7/2,7/2] — R. On la note arctan : R — |—m/2, 7/2[. Pratiquement :

Vre R, arctanx = y <=z =tany et y € |—7/2,7/2[.

La fonction arctan est donc une bijection strictement croissante de R sur |—7/2, w/2].
C’est une fonction continue dérivable et sa dérivée est donnée par la formule :

1 1
(1 + tan?)(arctanz) 1+ 22

(arctan)’(x) =

En effet, on a toujours tan(arctanz) = z. Enfin, la fonction tan étant impaire de
|—7/2,7/2[ dans R, il en est de méme de la fonction arctan.
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Valeurs spéciales. Les valeurs suivantes sont a connaitre par coeur :

arccosl = 0, arcsin0 = 0, arctan0 = 0,
arceos —o- = /6, arcsin 3 = /6, arctan V3o /6,
arccos —- = /4, arcsin - /4, arctanl = w/4,

arccos 5 = /3, arcsin 5 = /3, arctany/3 = /3,

arccos0 = 7/2, arcsinl = 7/2.

Développements limités. On a les développements limités a l'ordre 1 :

arccos(a + h) = arccosa — \/_ + hey(h) avec }llirrb e1(h) =0,
arcsin(a + h) = arcsina + —— h s+ hea(h) avec li (h) =0
resin(a rcsin a € im €

arctan(a + h) = arctana 3(h) avec lim e3(h) = 0.

].+(12 h—0

Exercice: Tracer les graphes de arcsin, arccos et arctan.

Exercice: Calculer arcsin(sin x), arccos(cos x), arctan(tan x), arcsin(cos x) et arccos(sin x).

2.3 Fonctions hyperboliques

2.3.1 Cosinus et sinus hyperboliques

Définition: Les fonctions cosinus hyperbolique et sinus hyperbolique sont respective-
ment définies par les formules :
er +e’ " er —e "
Vre R, coshz := +T et sinhz .= ——
Les propriétés suivantes se déduisent alors immédiatement des propriétés de la fonc-
tion exponentielle. Les fonctions cosinus hyperbolique et sinus hyperbolique sont conti-
nues dérivables sur R. La fonction cosh est paire et strictement positive sur R. La

fonction sinh est impaire, strictement positive sur R et strictement négative sur R .
Chacune admet 'autre pour dérivée :

cosh’ = sinh et sinh’ = cosh .

Il en découle que cosh est strictement décroissante sur R_ et strictement croissante sur
R avec un minimum strict cosh0 = 1; alors que sinh est strictement croissante sur
R. On a les limites aux bornes :

lim coshx =400, lim coshz = 400, lim sinhax = —oco et lim sinhax = +occ.
T——00 r—-400 Tr——00 Tr—-+00
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On a les formules : cosh z + sinh z = e” et coshx — sinhx = e™*, d’ou 'on tire :
cosh? —sinh? = 1.
Définition: La fonction tangente hyperbolique est définie par la formule :

inh w1
VxER,tanhxzzsmmze .
coshx e% 41

Elle est définie, continue dérivable sur R, ¢’est une fonction impaire et sa dérivée vaut :
tanh’ = 1 — tanh? = 5
cosh

+00 sont respectivement —1 et +1. elle réalise donc une bijection de R sur |—1,+1][.

- Elle est donc strictement croissante. ses limites en —oo et

Exercice: Tracer les graphes de cosh, de sinh et de tanh.

2.3.2 Fonctions hyperboliques inverses

La fonction sinh réalise une bijection strictement croissante de R sur R, la fonction
cosh une bijection strictement croissante de R4 sur [1,+oo[ et la fonction tanh une
bijection strictement croissante de R sur |—1, +1].

Définition: La fonction argument du sinus hyperbolique est la réciproque de sinh :
R — R. On la note argsinh : R — R. La fonction argument du cosinus hyperbolique
est la réciproque de cosh : Ry — [1,400[. On la note argcosh : [1,+00[ — R4. La
fonction argument de la tangente hyperbolique est la réciproque de tanh : R — ]—1, +1[.
On la note argtanh : R — R.

Pour calculer argsinh z et argcosh x, on résout les équations ——— = x et

2
e¥Y+eY N , . - .
———— =z (cette derniére avec de plus 'hypotheése z > 1 et la condition y > 0); il

suffit pour cela d’introduire I'inconnue auxiliaire ¥ := e¥, qui est elleeméme solution
d’une équation du second degré. On trouve :

Vo € R, argsinh z = In(x + V22 + 1) et Vo € [1,+o0[ , argeosh = In(z+ v 22 — 1).
Le calcul des dérivées, soit comme dérivées de fonctions réciproques, soit & partir des
formules ci-dessus, donne :

1 1
Vo € R, (argsinh )x = ———— et Va € [1,+o0| , (argcosh )’z = Vol
2 _

vr? +1

De maniere analogue, on trouve, pour tout z € |—1,+1] :

1 1
argtanh x = 3 In . i_z et (argtanh )'(x) = T

Exercice: Tracer les graphes de argcosh , de argsinh et de argtanh .
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Module UE2 : Quatrieme feuille de TD

Fonctions usuelles

Exercice 1
La méthode de résolution approchée d’Euler appliquée comme dans le cas de 'expo-
nentielle donne la valeur approchée :

e~ (14 ix/n)".

Cette formule peut étre rigoureusement justifiée, mais c’est un peu compliqué. (On peut
montrer que, pour tout = réel, liril (1+iz/n)" =€)
n—-0oo

Exercice 2

B . . cos

Etudier la fonction cot ;= —-
sin

Exercice 3

Calculer tan(a £ b), tan(2a) et tan /8.

Exercice 4
Calculer arctan z + arctan y.

Exercice 5
Etudier les solutions de ’équation tan z = x.

Exercice 6

Exprimer cosh(a + b) et sinh(a + b) en fonction de cosha, sinha, coshb et sinh b. (Pas-
ser par l'intermédiaire des exponentielles.) En déduire 'expression de tanh(a + b) en
fonction de tanha et tanhb.

Exercice 7
Calculer sinh(argcosh z), cosh(argsinh x) et argcosh (cosh z).
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