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Question de cours. Enoncer la définition d’une sous-variété M de R™ de dimension d < n et
de classe C*.

Exercice 1 Soient E = C°([0, 1],R) 'espace vectoriel des fonctions continues f : [0,1] — R,
muni de la norme

E> f—=|fll = sup |f(z]

z€[0,1]

et
. F — F

fro—o(f) ou®(f)(x)= [y (3%(s) + f(s) +1)ds.
Rappelons que (E, ||.||) est un espace de Banach et que tout sous-ensemble B de E est un espace
métrique complet. Expliquer pourquoi ®(f) € E.

(a) Montrer que ® est différentiable sur E et déterminer la différentielle D®(f) pour f dans
L.

b) Montrer que ® est une application de classe C! sur E.
(b) q pp

(c) Montrer que @ est 2-fois différentiable sur E et déterminer la différentielle seconde D?*®( f)
pour f dans E.

(d) Montrer que Vf,h € E
D(f + 1) = D) + DB(F)(R) + 5 D*(F)(h, ).

Calculer D*®(f), k > 3.

Exercice 2 Soient a, b, ¢ des constantes réelles telles que abe # 0.
(a) Soit (zg,vo,20) € R®. Dire si les applications
f:R¥ - R g: R - R

(#,9,2) = flr,g,2)=5+5 45 (v,y,2) — gayz)=z+y+z

sont des submersions en (zg, ¥, 20) € R3. Justifier la réponse.

(b) Montrer que l'ellipsoide Q = {(x,y,2) € R : i—j + z—j + i—j = 1} est une sous-variété de R?
de dimension deux.

(c) Calculer le plan tangent T{;, 4,..0)@ & l'ellipsoide @ en (o, yo, 20).

(d) Déterminer les points de la surface ) vérifiant la condition d’extrémalité de Lagrange pour
la fonction g.

(e) En déduire la valeur minimale m et maximale M de la restriction de g a a lellipsoide Q.

(f) Soit R une constante réelle. Montrer que le plan
Pp={(z,y,2) € R": g(x,y,2) = R}

est tangent & la sphere S? si et seulement si R = m ou R = M (faire un dessin).



