Correction du devoir de Calcul Différentiel
Partie I : Différentielle du déterminant

Comme M, (R) est un R espace vectoriel de dimension finie, toutes les normes sur M, (R) sont équivalentes.

Choisissons de munir M,,(R) de la norme infinie (c’est-a-dire ||A|| = sup |a;;]).
1. Comme det(A) = Z £(0)a15(1)A25(2) - - - Ano(n), 1e déterminant est une fonction polynomiale des coefficients
ogES,

de la matrice, donc det est de classe C* sur M,,(R) (et méme de classe C>).

2. Pour calculer la différentielle du déterminant en I,,, nous allons calculer det(I,, + H) pour H € M, (R).

Il existe de nombreuses méthodes pour effectuer ce calcul. En voici une :

Les matrices les plus simples étant les matrices diagonales, calculons det(1,, + H) lorsque H est diagonale.
n

Pour une matrice diagonale H, on a det(I, + H) = H(l + hy;), d’ou

i=1
det(I, + H) =1+ Z hi; + Z Riyiy Pigip + -+ + Z Piyiy Pigiy - - Rigiy, + -+ + hathaz .. hap
1<i<n 1<i1 <ia<n 1< <ig<--<ixr<n
dott det (I, + H) =1+ tr(H) + g(H) avec g(H) =Y | > RiyiiPigis - - - Dy

k=2 1<iq <12< <Lk<n
n

Comme |g Z Z |hi1i1| ‘hi2i2| ce 'lklk| Z k' HHH )

k=2 1<ii<ia<-<ix<n

H
on & det(T,, + H) = det(1,) + tr(H) + g(H) avec 'ﬂ(mfl pry

Calculons maintenant det(I, + H) pour une matrice H quelconque de M, (R).
On a, en posant A = I,, + H, det(I, + H) = det(A) = Z £(0)A15(1)A25(2) - - - Ano(n)

oc€ES,

d’ou det(I,, + H) = e(Id)ai1a9z . . . anyn + b(H) avec b(H) = Z £(0)A14(1)025(2) - - - Ano(n)
oce8,~{Id}

- H
Or e(Id)annazs - ann = [J(1 4 hii) = 1+ tr(H) + g(H) avec |T(m)| .
=1
1

et, pour tout o € §,, \ {Id}, il existe i tel que o (i) # i, et en posant 7 = (i), on a' aussi o(j) # j,
&’ Ou ‘aw(z)| - |hw(z)| < ||H|| et |aj0'(j)‘ - ‘h_]o'(])| < HHH
lakoky| = [hko | < NH|| < 1+ |[H|| sio(k)#Fk
lako(ky| = [T+ hpr| < |1+ [hie| < 1+ [[H|| sio(k) =k
5 N n—2 2
d ou, ‘e(U)ala(l)GQU(Z) v ano’(n)| < (1 + HHH) HHH

De plus?, pour k ¢ {i,j}, on a {

On déduit de I'inégalité précédente que

n=2 2 5 o [0(H))]
< < (n!— ol ———
B S 3D 1e)t100200) - | < (0= D1+ 1), o SR o
o€8,~{Id}
R(H
En posant R(H) = g(H) + b(H), on obtient® det(I,, + H) = det(I,,) + tr(H) + R(H) avec | ||§_{||)| PP

et H — tr(H) linaire (et donc* continue) de M,,(R) dans R. On retrouve alors que det est différentiable en I, et
on obtient que, pour tout H € M, (R), D det (I,,) . H =tr(H).

Remarque : Comme on sait déja, d’apres 1., que det est différentiable en I,,, on aurait aussi pu :

o (méthode 2) se placer dans la base canonique de M, (R), calculer les dérivées partielles de det,
puis en déduire D det(I,).

det(I, +tH) — det(I,
o (méthode 3) remarquer que D det (I,) . H = lim et(ln + tH) et( )

t—0 t

Lcar o est une bijection et j est déja I’image de i par o
2Remarque : on a, pour tout o € 8, |e(o)| = 1.
Scar det(I, + H) = 1 +tr(H) + g(H) + b(H) = det(I) + tr(H) + R(H),

4car Mn (R) est de dimension finie

lg(HD)| 0 ot )]
et
[[H|| H—0 IH|| H—0




3. Soit X € G,,(R). Pour tout H € M, (R), on a

det(X + H) = det(X (I, + X ' H)) = det(X)det((I,, + X 'H)) = det(X )(det( n) +tr(X—1H) + R(X—lH))
d’ott® det(X + H) = det(X) + tr(det(X)X 1H) + det(X)R(X 'H) = det(X) + tr(*com(X) H) + S(H)

avec S(H) = det(X)R(X ~'H). L’application H +— tr(tcom(X) H) est & nouveau linéaire (et donc continue) de

|S(H)| [R(XH)| || X H]| - oo

M, (R) dans R et = |det(X)| . Or N(A) = || X~ 1A|| définie une norme® sur M, (R)
|1 H]| |IX—TH|[ [H]|

et comme toute les normes sont équivalentes sur M, (R), il existe a > 0 et b > 0 tels que, pour tout A € M, (R),

a||A]| < N(A) < b||A]|l. Autrement dit, pour tout AeM,(R), a ||A|\ < | XA < b IA]].

1 |S(H) [RXT'H)| 7 |[R(XT'H)| 1S
On en déduit alors que < bldet(X)] avec 0, d’ou e
]l || X~ H]| |X—1H]| ~ H#—0 IH| H#—0

S(H
Finalement, det(X + H) = det(X) + tr(tcom(X) H) + S(H) avec |||§,{||)| = 0 et H— tr(tcom(X) H)
lindaire continue de M, (R) dans R. On retrouve alors que det est différentiable en X et on obtient que,

pour tout H € M, (R), D det (X).H =tr(‘com(X) H).

4.a. Notons P le polynéme caractéristique de M. P est un polynome de degré n et on a

(M — %In inversible) — (det (M — ;In) #+ 0) — (P (i) #+ 0)

Comme P est un polynome de degré n, il posséde au plus n racines. Il existe donc au plus n valeurs de k pour

1 1
lesquelles z est racine de P. On en déduit l'existence d’un entier ky > 0 tel que, pour tout k > ko, P <k> # 0.

1 1
Pour tout k& > kg, on a alors M — Eln inversible. La suite (M - k:In) est alors une suite d’éléments de Gl,,(R)
k>ko
qui converge® vers M. Donc Gl,,(R) est dense dans M, (R).

Mn(R) — L(M,(R),R)
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4.b. L’application — D det(X) est continue (on a déja vu en 1 que det est C* sur M, (R))

4.c. La matrice G'y possde 1 ligne et n? colonnes. De plus, comme ses coefficients sont des fonctions polynomiales
M,(R) — L(MH(R),R)

des coefficients de la matrice X, 'application est continue.

s M,(R) — L (Mn (R), R) M,(R) — L (J\/[n (R), R) . ]
4.d. D’apres 3, X D det(X) et |y gy coincident sur G, (R).

Ces deux fonctions étant continues sur M, (R) et Gi,(R) étant dense dans M, (R), on en déduit que ces deux
fonctions coincident partout. Donc, pour tout X € M, (R), D det(X) = gx et par conséquent, pour tout X €
M,,(R) et pour tout H € M, (R), D det (X) . H = tr(*com(X) H)

5.a. Considérons la fonction u : R — M,,(R) définie par u(x) = exp(xA). On a f = det ou avec u : R — M, (R)
de classe C! sur R et det : M,,(R) — R de classe C* sur M,,(R). Donc, par composition, f est de classe C! sur R.
Soit z € R. Par composition, on a D f(z) = D(det o u)(z) = (D det(u(z))) o (Du(z)) , d’ott, pour? tout h € R,

Df(z).h = ((D det(u(z))) o (Du(z))).h = D det(u(z)).(Du(x).h)
= D det(exp(zA)).(hAexp(zA)) = tr(*com(exp(zA))hAexp(zA))
= tr(h A exp(zA)icom(exp(zA))) = tr(h Adet(exp(zA)) I,)
= tr(hdet(exp(zA)) A) = hdet(exp(zA)) tr(A)

d’ou

Df(x).h = hitr(A) f(x)

Scar tcom(X) X = det(X)I,, d’ott tcom(X) = det(X) X1
Son vérifie facilement que N(A + B) < N(A) + N(B), N(AA) = |[A|N(A) et N(0) = 0.
De plus,si N(A) = 0,alors || X' A|| = 0,d’ott X 'A=0,dot A=X XA =X 0=0.Donc N est bien une norme sur M, (R).
M

R
“par composition de limite, car [ R(M) ———0et X 'H ——0 (car || X 1H|| <b||H]||)
M M*»O H—0
M- (Mm-2Lp Ly HI =2
k" k" " —+oo
9on utilise le fait que tr(MN) = tr(NM (NB : ici, on a aussi Aexp(zA) = exp(zA)A).

Scar




5.b. Comme on a aussi, pour tout x € R et tout h € R, Df(x).h = h f'(z), on obtient, en prenant h = 1,
f'(z) =tr(A) f(z). La fonction f est donc solution de I’équation différentielle y'(z) — tr(A) y(z) = 0.
De plus, f(0) = det(exp(0 A)) = det( exp(0)) = det(I,) = 1.

5.c Comme f est de classe C! sur R et comme f est solution de 1'équation différentielle 3/ (x) — tr(A) y(x) = 0,
il existe a € R tel que Vo € R f(z) = aexp (tr(A) z). En outre, 1 = f(0) = acexp (0 tr(A4)) = aexp (0) = a,
douVz € R f(z) = exp (z tr(A)). En particulier, pour « = 1, on obtient det(exp(A)) = exp (tr(A)).

Partie II : Différentielle en dimension infinie

1. Pour tout = € F, pour tout y € F et tout A € R, on a :

e o+ ylle < llalle + llylle, car V€ T [z + )] = |o(t) + y(8)] < 2] + ly@)] < llelle + Iyl
o [|Mellr = A [[2l|p, car VE € T [(Az)(8)] = [Ae(t)| = [A] [« (t)]

o||lz]lp <= x=0,car ||z|]|p =0<=Vte] |z(t)| =0<=Vte] z(t)=0<= =0

Donc ||.||F une norme sur F

Pour tout x € E, pour tout y € E et tout A € R, on a :

e |lz+ylle <|lzlle + ||y||g (démonstration analogue & la précédente en remarquant que (x +y)' =2’ +y')

o ||[Az||g = |A| ||z]|g (démonstration analogue a la précédente en remarquant que (Az) = Ax’)
o||lzllp<=zr=0,carx =0= 12" =0 = ||z||g =0 et si ||z||g = 0, alors =’ nulle sur [0,1], d’ot & constante
sur [0,1] et comme z(0) = 0, x est nulle sur [0, 1], c’est-a-dire z = 0.

Donc ||.||g une norme sur E

2. Soit z € E. Soit ¢t € [0,1]. On a z(t) = x(t) — 0 = z(t) — x(0). Donc, d’apres I'inégalité des accroissements finis
appliquée entre 0 et ¢ & la fonction z qui est @' sur I, on obtient, en notant .J le segment [0, t] qui est inclus dans I,
|z(t)] = [x(t) —2(0)] < SuI}Iw'(S)I [t =0 < Squ)I%"(S)I it < llzlle [t < ]|z

sE s€

Ceci étant vrai pour tout ¢ € I, on en déduit que ||z||r < ||z||&.
Soit x € Fet x € F. On a zy € F et, pour tout t € I, on a |(xy)(t)| = |x(t)y(t)] = |z@)| |[y@)| < ||z||rllyl|F,
d’'ou ||zy||F < ||z||F|ly||lr- (Remarque : il n’y a pas d’inégalité de ce type avec ||.||g)

3. Soit a € E. Pour tout h € E, on a f(a+h) = (a+h)' +(a + h)’> = ' +h' +a®+2ah+h? = d’ +a®+ ' +2ah+h?.
D’ott, en notant Lo (h) = b’ + 2ah, f(a+h) = f(a) + Lq(h) + h%. L’application L, est clairement linéaire.
Montrons!'® que L, est continue. Soit h € E. Pour tout t € I, on a L, (h)(t) = h/(t) + 2a(t)h(t),

d'oit |La(h)(0)] = [W(8) + 2a()h(0)] < W' (0)] + 2la(t)] 1] < |[Blls + 2lallelhlle < lls + 2lalle| e,

d’ott | Ly (R)(t)| < (1+2||al|F)||h|| - Ceci étant vrai pour tout ¢ € I, on en déduit que || Ly (h)||r < (1+2|]a||r) ||| &-
Par conséquent, L, est bien une application linéaire continue de E dans F'.

De plus, |[h?||p = [|h hl[r < |[h]]F [|2]lF < [|Blle [|Plle < [A]|E, donc [|1?]|r < ||h|IE

On en déduit!!, en posant R(h) = h?, que f(a+h) = f(a)+ La(h)+ R(h) avec L, linéaire et continue de E dans F'

h
t M ——— 0. Par conséquent, f est différentiable en a et, pour tout h € E, Df(a).h = L,(h) = h' + 2ah.

€
Ihlle o0

4. Notons ||.|| 1a norme d’application linéaire continue sur L(F, F'). D’apres la question 3, f est différentiable sur F
. E — L(E,F)
1 ’ N )
Pour montrer que f est de classe C* sur E | c’est-a-dire pour montrer que —  Df(a)
— L (E ,F )
— Df(a)

est continue surE) ,

nous allons montrer que est lipschitzienne sur E. Soit © € F et y € E. Pour tout h € E, on a

|(Ds@) = D1 )-h|| = DF(@)-h=Df()-hlle = |0 +20h) = (W +2yh) | = ||22h—2ghl = |22~ 29|
et comme [|(20 — 29)l 1 = ||2(z = y)hllr = 2|z = )bl < 2z = yllllAlle < 2]z = yllllb]e,
on obtient ||(Df(z) = Df(y))-h|| < 2lle = yllsllhlls.

Par définition de la norme d’application linéaire, on en déduit que ||Df(x) — Df(y)||lr < 2||z — y||E.

E — L(E,F)
— Df(a)

12

Par conséquent, est continue'? sur E et donc, f est de classe G sur E.

10Contrairement & la dimension finie, en dimension infinie, les applications linéaires ne sont pas forcément continues
R(h h? hl|2

ke lblle  llkle
car elle est lipschitzienne.
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