111 - Exercices et problemes

Tests

Test 1. — Soient E et F' deux espaces vectoriels normés et L : Q) — F une application linéaire continue.
Montrer que L est C*°. Soit B : E x F — E une application bilinéaire continue. Calculer D(L o B) ).

Corrigé. On a: Va € E,Vh € E: L(a+ h) —L(a) = L(h). L’application L étant par hypothése linéaire
continue, on en conclut que L est différentiable (p, = 0) et DL, = L. En particulier DL : E — L(E; F)
est D’application qui vaut constamment L, donc est C*°. Ce qui équivaut & dire que L est C*°. Comme

B est bilinéaire continue et L est linéaire continue, L o B est bilinéaire continue, donc C*, et on a:
V(a,b) € Ex F\¥(h,k) € E x F: D(L o B)(q)(h,k) = L(B(a,k)) + L(B(h,b)).

Test 2. — Soient E,F et G trois espaces vectoriels normés et B : E x F — G une application
bilinéaire continue. Donner DB, ) (h, k), quels que soient (a,b) et (h,k) € E x F (sans preuve). Soient
Li: EXF:— L(EXF;G)etLy: ExF:— L(E x F;G) définies par:

Li(a,b): ExXF — G
(h,k) = Li(a,b)(h,k) = B(h,b)

Ly(a,b): ExF — G
(h.k) — La(a,b)(h, k) = B(a, k)

Exprimer DB : E x F — L(E x F;G) en fonction de Ly et Ly. En déduire que B est C*°.

Corrigé. On sait que B est différentiable sur £ x F et que DB, ) (h, k) = B(a, k) + B(h,b). On a
ainsi: DB = L; + Ly. Montrons que L; est linéaire continue. La linéarité résulte directement de la linéarité
de B sur son deuxiéme facteur. Quel que soit (a,b) € E x F, quel que soit (h,k) € E X F, on a de plus:
[1L1(a, b)(h, K)[| = [|B(h,b)|| < HBH HhH 6l (par contimuité de B)< || B]|[|(a, b)]| H(h k)||; ce qui prouve que
L1 (a,b) est bien continue et ||L;(a,b)|| < ||B]|.]|(a,b)||, donc que L; est continue (et IL1[| <||B]]). De méme
Ly est linéaire continue. B est somme de deux apphcatlons C*, donc est bien C*°

Test 3. — Soient f: I CR — F, et a € I. Montrer que f est différentiable en a si et seulement si f est
dérivable en a et donner le lien entre dérivée et différentielle. Montrer que f' est continue ssi Df : I — L(R; F)

est continue (f est alors par définition Cl)‘

Corrigé. f est dérivable en a ssi le rapport (f(z) — f(a))/(x — a) admet une limite (alors notée f'(a)
quand z — a. Ce qui équivaut & dire qu’existe p, de limite nulle en a, telle que Vo € I, f(z) — f(a) =
(x —a)f'(a) + |z — a|pa(x), cest-a-dire que la dérivabilité de f en a équivaut a la différentiabilité de f en a,
puisque h — f'(a).h est linéaire continue. On a aussi prouvé que D f(q)(h) = f'(a).h. Soit ® : R — L(R;R)
définie par ®(a)(h) = a.h. ® est linéaire et continue (puisque dim(R) < 00), donc C*°. Comme Df = ® o f/,
si f’ est continue, Df aussi. Réciproquement, Soit ¥ : L(R;R) — R définie par ¥(L) = L(1). ¥ est linéaire
continue, donc C™, et f' = W o Df. Donc si Df est continue, f’ est aussi continue.

Test 4. — Soient E et F deux evn et € € E un vecteur fixé. Montrer que I'application
Ue: L(E}F) — F
L — Us(L)=L(

est C*°. En déduire que si f : Q C E — F est C, la dérivée directionnelle de f suivant € Dzf : Q 3 z —
Dzf(ry € F est continue.

Corrigé. Uz est linéaire et ||Uz(L )|| < H (é')H <||L]|.||€]|, puisque L est linéaire continue. Ce qui prouve
que Uz est continue (et ||Tg|| < ||€]]). Ve est donc C*°. Or Dgf = Wzo Df, donc si Df est continue, Dgf
aussi.
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Probleme - Géométrie du graphe d’une application différentiable.

Soit E' un espace vectoriel normé réel, 2 un ouvert de E, a € Q et f :  —— R une fonction
continue. On note FF = F x R, on munit F de la norme [|(z,t)|] = max({||z||g,|¢|}). Enfin on note
I'={(y,t) € @ xR; t = f(y)}. Dans tout le probléeme on aura intérét & illustrer les différentes questions par
des dessins.

1- Montrer que ¢ : u 3 @ —— p(u) = (u, f(u)) € T’ est un homéomorphisme (€ et I' étant munis des
topologies induites par celles de E et F' respectivement).

Dans la suite, on suppose f différentiable en a.
2.a~ Montrer que le graphe T dans F' de ’application:

L : F — F
h  — L(h) = f(a) + Dfy(h —a)

est un hyperplan affine passant par (a, f(a)). C’est-d-dire qu'il existe un hyperplan H C F tel que
T = (a, f(a)) + H. Donner l'une des formes linéaires § dont H est le noyau. Montrer que 6 est continue. T
est appelé le plan tangent a I" en (a, f(a)).

2.b- Dans le cas ou F = RZ, donner ’équation de T dans R? & laide de Dz, f) et De, f(a)-

2.c- On note A = (a, f(a)), M = (u, f(u)) et P = (u, L(u)), pour tout u € Q.
Montrer que:

oy IPMI PN AP W
wtuma |[AM]||  ouma |[AP|| 7 eFuma || AM]|

2.d- Soit b un vecteur de F n’appartenant pas a H. Montrer que ’on obtient des propositions vraies en
remplacant dans (1) le point P par la projection Q de M sur T parallelement & b. (On comparera ||PM]|| &
||QMH en utilisant ).

C. étant ensemble des points M de F vérifiant: ||QDM]|| < ¢||AQ||, pour € > 0 donné, montrer que quel
que soit € > 0, il existe 7 > 0 tel que I' N B(A,r) C Ce (c’est-a-dire que C¢ est un voisinage de A).

3.a~ I étant un intervalle ouvert de R et ¢ty un point de I, on considere la branche de courbe paramétrée
de F' définie par une application continue v : ¢t 3 I —— 7(t) € T, vérifiant v(to) = A.

Indiquer comment, grace a ¢, on peut obtenir toutes les applications 7.

Montrer que parmi ces applications 7 il en est qui sont dérivables en tg et qui vérifient v/(¢g) # 0.

Montrer que dans ce cas 7'(tg) € T'. (Ceci montre que la branche de courbe v qui est tracée sur I" et passe
par A admet une tangente en ce point qui est incluse dans T.)

3.b- Montrer que tout vecteur v € H définit la tangente en A a une courbe paramétrée sur I', passant par

A.

3.c- On considere un ensemble E inclus dans I' tel que A soit un point non isolé de E. On suppose qu’il
existe un vecteur ¥ # 0 de F' et une fonction A : E\ {A} — R vérifiant:

lim  A(M)AM =4,
E\{A}3M—A

ce qui traduit que la droite AM admet, quand M tend vers A sur E, une position limite D de direction v,
c’est-a-dire que E admet, dans un sens trés général, D comme tangente en A.
Montrer que ¥ € H, c’est-a-dire que D est incluse dans T'.
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Exercices et Probléemes - Année 2000-2001

Licence de Mathématiques Année 2000-2001
Université de Nice-Sophia Antipolis

Calcul différentiel

Examen partiel du 29 novembre 2000

Durée: 2 heures

Aucun document ni instrument de calcul n’est autorisé.

On accordera une attention particuliére a la qualité de la rédaction. Celle-ci devra étre concise mais
précise.

Probleme I. — Soient E, F et G trois espaces vectoriels normés (non nécessairement de dimension
finie), Q C E un ouvert de E, et considérons B : F' x F' — G une application bilinéaire continue et f : Q@ — F,
g : Q — F deux applications C? sur Q, p > 1.

Posons:
m: Q@ - G
v — Il(z) = B(f(z),9(x))
1. — Montrer que II est de classe p sur 2.

2 . — Calculer, pour tout = € Q) et tout & € E, DH(I>(H).

On suppose désormais que p > 2.
3 . — Exprimer DII: Q — L(E;G) a laide, entre autres, des applications suivantes:
By: FXL(E;F) — L(E;G)
D) — Biwl): E — )
h — By, L(h))

(f,Dg): Q@ — FxL(E;F)
r — (f(x)ng(z))

4 . — Montrer que B; : F x L(E; F) — L(E;G) est bilinéaire continue.
5 . — En déduire, pour tout x € Q et tout E, ke E, DQH@)(}_{)(E).

6 . — Retrouver, lorsque E = F' = G =R, a l'aide de la question 5, la formule bien connue:

(f9)" =f"g9+2f 9+ 49"

Tourner la page s.v.p.
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Probleme II. — Soit P I'application définie par:

P: R’xR — R
(. B),2) — P((a,B),2) =2®+ B2’ +ax+1,

et posons, pour tout a = (a, 3) € R?, pa(z) = P((a,ﬂ),x) =23+ B2 +ar+ 1.

On se propose dans ce probléme, d’étudier les racines du polynéme unitaire de degré trois, p,, en fonction
du paramétre a = (o, 3). On rappelle le résultat suivant:

R : laracine x de p,, est racine multiple de p, si et seulement si © est aussi racine de p,.

1 . —L’espace vectoriel R? x R étant muni d’une norme quelconque, montrer que I’application P est
Cc™.

2 . —Montrer que le polynéme p, admet soit une unique racine, soit trois racines (éventuellement
multiples).

3 . —Quel lien existe-t-il entre Dy P, 4), la différentielle partielle de P par rapport a la variable x

et pl () ? En déduire que I’ensemble des points (a,z) de R? x R, identifié avec R, tels que
D3P, ;) n’est pas un isomorphisme linéaire est donné par:

A:{ﬁ273a206tx=%(fﬁf\/ﬁ273a)}

et que (a,7) € AN P~1({0}) si et seulement si z est racine multiple de p,.

4. —Onnote Q = {a = (a,3) € R? B2 < 3a}. Montrer que Q est un ouvert de R?,
Soit alors a € Q. Montrer qu'il existe un réel  tel que p,(z) = 0, et que pour un tel z, il

existe un voisinage ouvert Q, de a dans Q C R?, un voisinage ouvert 2, de z dans R et une
application C*:
0 : Qe — Qy

tels que, pour tout (a’,z") € Qp X Qy, P (2) = 0 <= 2’ = p(d’).
5. —Soit a € Q. Montrer que si p, possede trois racines z1,zs et x3, celles-ci sont distinctes et

qu’il existe un voisinage ouvert €2, de a dans 2 C R?, trois voisinages ouverts Q. , 0y, et Qg
respectivement de z1,x2 et x3 dans R, deux a deux disjoints, et trois applications C*:

01: Q0 = Qpps 021 Qa — Qayy 031 Qg — Qyy

tels que, pour tout (a’,z’) € Qu X Q, (resp. (a’,2) € Qu X Quy, (¢/,2") € Qo X Quy),
pa (') =0<= 2’ = ¢1(a’) (resp. =’ = pa(d), &' = p3(d’) ).

6 . —Déduire des deux questions précédentes que le nombre de racines v(a) de p, est localement
constant sur et que v : Q — {1,3} € R est différentiable. Calculer Dv(,). En remarquant
que ) est convexe, prouver que le nombre de racines de p,, pour a € €2 est constant.

7 . —En considérant p,(z) = (#2424 1)(z + 1), montrer que pour tout a € €2, p, possede une seule

racine réelle.
Question subsidiaire. — Considérons O = {a € R?; p, admet une unique racine }et O3 = {a €
R?; p, admet trois racines distinctes }. Montrer que O3 et O; sont deux ouverts de R2.
Montrer que O U O3 est dense dans R (c’est-a-dire que ’ensemble des parameétres a € R? pour lesquels p,
admet une racine multiple est un fermé d’intérieur vide de R?).
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Calcul différentiel - Examen du 25 février 2001
Durée approximative: 1 heure

(1 pt) Question de cours. — Enoncer le théoréme de la moyenne.
Probléme . — Soient f,g: R®> — R deux fonctions C'.
(Ipt) 1.— On considere les applications suivantes:
F: R® — R?
(@,y,2) — Fl,y,2) = (f(2,9,2),9(x,y,2))
et F: RxR? — R?
(@,(y,2)) — F(z,(y,2)) = F(z,y,2).
Quelle sont les classes de F' et de F?
(1 pt) 2. — Donner les matrices associées & DF(, ) et Dzﬁ(a,(bﬁc)).
(1pt) 3. — Soit M = (a,b,¢) € R® tel que F(M) = (0,0) et soit C = F~'({(0,0)}) = f~*({0}) n
g~ ({0)). _
Enoncer le théoréme de la fonction implicite pour F en (a, (b, c)).
— of of 0
(1 pt) 4. — En déduire une condition suffisante (S), sur les vecteurs gradf( ;) = (a—i, a—gjj, O—J;)(M)
— dg dg 0O
et gradgon = (—g, —g, —g)(M), pour que C' soit localement en M le graphe d’une
ox’ dy 0z
application C!,
p: R — R?
r = p@)=(y,2)
Dans la suite on supposera que la condition (S) est vérifiée.
5. — On rappelle que espace tangent Tp;2 & un ensemble & C R® et en un point M € % est
Pensemble des droites affines de R? passant par M et obtenues comme limites des droites
passant par M et M, out (Mp),en est une suite de ¥ tendant vers M (M, # M).
Remarque: Dés que M n’est pas un point isolé de X, T/X contient nécessairement (au
moins) une droite.
(1 pt) 5.a . — Montrer que TpC C Tprf~1({0}) N Targ=1({0}).
1 pt) 5.b . — On admet que Ty f~1({0 resp. Targ ({0 est le plan de R® passant par M et
g
—_— —_—
orthogonal & gradf(nsy (resp. gradg(ary)-
Montrer que TasC = Tarf~1({0}) N Targ=1({0}).
(Ind. Montrer grace a (S) que (gradfd‘w)) N (gradg(J‘M)) est une droite de R®, et montrer
grice & 4 que M n’est pas un point isolé de C. Utiliser alors la remarque et 5.a.)
(2 pts) Question subsidiaire. — Interpréter géométriquement le théoréme de la fonction implicite pour F

en (a,(b,c)) en montrant que (S) évite & la droite Tp/C une certaine position relativement a la droite
{(2,0,0)}7 € R}.
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Licence de Mathématiques Année 2000-2001
Université de Nice-Sophia Antipolis

Calcul différentiel
Examen du 10 septembre 2001 - Durée: 1h30

Aucun document ni instrument de calcul n’est autorisé. On accordera une attention particuliére a la
qualité de la rédaction. Celle-ci devra étre concise mais précise.

Exercice 1

1. — Soit (E,]|| ||) un espace vectoriel normé et B : E x E — R une forme bilinéaire continue.
Montrer que B est différentiable et calculer sa différentielle (On rappelle que lorsque la
norme de E est || ||g, la norme choisie sur E x E est ||(h, k)||px ez = max(||h|| g, ||k]|£))-

2. — Comparer les notions de dérivabilité et de différentiabilité pour une fonction F' : R — R
(sans faire de preuve). Lorsque F'(z) et DF(,) existent toutes les deux, donner la relation
qui les lie (toujours sans preuve).

3 . — On suppose maintenant que la norme || || de E est issue d’un produit scalaire, c’est-a-dire
que (E, (| )) est un espace préhilbertien réel et que quel que soit = € E, ||z|| = /(z|z).
Soit alors f : R — E une application différentiable qui ne s’annule pas. Montrer que

F: R - R
t = F@)=|lf@

est dérivable et calculer sa dérivée.

Exercice 11

1. — Soit f: R* — R la fonction définie par f(z,y,2) = y? — 422(z — x2). On note ¥ le lieu des
point(z, y, z) de R? tels que f(z,y,z) = 0. Représenter ¥. (ind. On pourra représenter une
courbe de niveau de X, donnée par ¥ N1I,,, ou Il est le plan de R® d’équation z = z,
avec zg > 0, ce qui revient a étudier la fonction y = + ou — 2x+/z9 — x2. On pourra de plus
représenter la trace de ¥ dans le plan de coordonnées y = 0).

2 . — Montrer grace au théoreme de la fonction implicite que le lieu des points ¥, de ¥ au
voisinage desquels ¥ n’est pas le graphe d’une application ¢ : R? 3 (y,2) =z =p(y,z) €R

est inclus dans P, = {(z,y,2) € %; g(ﬂc,y,z) = 0}.
T

3 . — Montrer réciproquement, grace a la représentation de ¥ obtenue & la premiére question,
qu’au voisinage d'un point de P,, Y ne peut-étre le graphe d’une application du type
0 :R*3 (y,2) — = = p(y, 2) € R. En déduire que ¥, = P,.
4 . — Soit
F: R® — R?
(‘Tayvz) - F(‘%Uaz):(X:f(mv%'z%Y:%Z:Z)
et (2o, Yo, 20) un point de X'\ P,. Montrer qu’il existe un voisinage ouvert O de (2o, yo, 20)

dans R? et un voisinage ouvert € de F(z0,90,20) dans R® tels que Flo : O — Q soit un
difféomorphisme de O sur Q, vérifiant F(3 N 0) = QN {(X,Y,Z) € R*; X = 0}.
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Exercices et Problémes - Année 2001-2002

Calcul différentiel

Examen partiel du 29 novembre 2001 - Durée: 2h

Aucun document ni instrument de calcul n’est autorisé. On accordera une attention particuliére a la
qualité de la rédaction. Celle-ci devra étre concise mais précise.

Exercice 1

Soit E = Cé([O;l};R) lespace vectoriel des applications f : [0;1] — R, dérivables sur [0;1], & dérivée

continue sur [0;1] et telles que f(0) = 0. On note pour tout f € E, ||f||g = sup |f'(z)]+ sup |f(z)].
z€[0,1] z€[0,1]

Soit F' = C°([0;1]; R) I'espace vectoriel des applications g : [0;1] — R, continues sur [0;1]. On note pour
tout g € F', [|g|lr = sup [g(z)].
z€(0,1]
On admettra que (E, || ||g) et (F,|| ||r) sont deux espaces de Banach.

1. —Soit L : E — F Dapplication définie par L(f) = f’. Montrer que L est une application C*>
et donner pour tout f,h € E, DLy (h).

2. - Soit B: FxF — F
(u,v) — B(u,v)=wuwv: [0,1] — R
z = (uww)(z) =u(z).v(x).

Montrer que B est une application C* et donner sans preuve DB, .)(h, k), pour tout
u,v,h, k€ F.

3. — Déduire des questions précédentes que

F

p: E —
fo=eh=1r"

est une application C* et calculer, pour tout f,h € E, D5 (h).

4. — Soit ® : E — F lapplication définie par ®(f) = f2 + f. Montrer que ® est une
application C*° et calculer D® ¢ (h), pour tout f,h € E.

(S0}

. — Soit Q={f € E; f'(t) # 0, Vt € [0;1]}. Montrer que © est un ouvert de E.

6. — 6.a. Montrer que quel que soit f € Q, D® ) : E — F est bijective.
(ind. On pourra utiliser sans preuve le théoréme suivant:
Théoreme 1: Quels que soient a,b € F, I'équation différentielle linéaire L, p)
I + a.h = b admet une unique solution h dans E.)
6.b. Montrer que D® 5y € Zsom(E; F'), en utilisant sans preuve le théoréme suivant:
Théoréme 2: Si E et F sont deux espaces de Banach, et siu € L(E; F) est bijective, alors
u™l e L(F}E).

7 . — Soit fo € Q et go = ®(fo) = fi? + fo € F. Montrer, grace au theéoréme d’inversion locale,
qu’existent £y, un voisinage ouvert de go dans F' et Qy, un voisinage ouvert de fy dans F,
tels que pour tout g € €, I'équation différentielle £, : f2+ f =g admette une unique
solution f € Qy,.
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Exercice 11

. — Soit f: R®* — R la fonction définie par f(z,y,z) = 2yz — 3 + 3z22.

On note X le lieu des points (z,y, z) de R? tels que f(z,y,z) = 0.

Pour une constante zy € R, représenter X N1II,,, ou Il est le plan de R? d’équation z = z.
En déduire ’allure de 3.

. — Montrer que ¥,z = {(z,y,2) € ¥; z # 0} est le graphe d’une application C*,

0, Q3 (1,2) — y = p,(r,2) €R,, ot Q est Pouvert de R? rapporté aux
coordonnées z, z et défini par Q = f(m,z); z #0}.

of
On note P, = {(z,y,2) € 3; —f(ac,y, z) = 0}. Montrer grace au théoréme de la fonction
implicite que le lieu des points X, de ¥ au voisinage desquels X n’est pas le graphe d’une
application ¢, : R? 3 (y,2) — = = ¢, (y,2) € R est inclus dans P, (ou encore que si
A € ¥ n’est pas dans Py, ¥ est localement en A le graphe d’une application du type ¢,).

Montrer réciproquement, grace a la représentation de ¥ obtenue a la premiere question,
qu’au voisinage d'un point de P,, Y ne peut-étre le graphe d’une application du type
0. 1 R?3 (y,2) = = = @.(y, 2) € R. En déduire que ¥, = P,.
Soit
F: R® — R?
(‘Tayvz) - F($7yaz):(X:f(xvyaz)vyzy7ZZZ)
et (xo, Yo, 20) un point de ¥\ P,. Montrer qu’il existe un voisinage ouvert O de (¢, yo, 20)

dans R? et un voisinage ouvert € de F(z0,y0,20) dans R? tels que Fo : O — Q soit un
difféomorphisme de O sur Q, vérifiant F(3N0) = QN {(X,Y,Z) € R*; X = 0}.
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Calcul différentiel - Examen du 24 janvier 2002

Durée approximative: 1h45

Aucun document ni instrument de calcul n’est autorisé.

(2 pt) Question de cours. — Enoncer le théoréme de Schwarz.

Probléme . — Le but de ce probleme est de prouver le théoréme fondamental de ’algebre:
“Tout polynéme complexe non constant admet une racine”.
I. — Nous noterons classiquement, pour tout nombre complexe h = u + v, |h| = Vu? + v? le module de
h, et Re[h] = u, Im[h] = v, respectivement les parties réelle et imaginaire de h.

Soit f : C — C une application C-dérivable sur C tout entier, c’est-a-dire (par définition) telle que pour
tout z € C existent un nombre complexe, noté f'(z), et une fonction € : C — C de limite nulle en 0, tels que:

VheC, f(z+h)— f(z) = f(2) -h+|h|-e(h). (%)
On note f: R? — R? I'application définie par:

Ve=z+iyeC, f(z,y)= (p(x,y) = Rel[f(2)],q(z,y) = Im[f(2)]) € R®.

(I pt) 1. — Rappelezla définition de la différentiabilité de fen (z,y) € R%

(2pt) 2. — En prenant les parties réelles et imaginaires des deux membres de (%), montrer que la
C-différentiabilité de f en z = z + iy € C implique la différentiabilité de f en (z,y), et que
de plus:

Geley) = Relf ()], G (a.y) = Il (2)

She) =l (). GGe) = Relf )

(2 pt) 3. — Déduiredel.2 que’ensemble S;;: {(z,y) € R?; Df(z’y) n’est pas inversible} est I’ensemble
{(z,y) €R* ['(z +iy) = 0}

II. — On suppose & partir de maintenant que f est un polynéme non constant de Clz].

(2pt) 1. — Montrer (grace & la question précédente) que S}v et A;; = (Sf) sont des ensembles finis

de R?. En déduire que Q = R?\ A? est un ouvert connexe de R?.

(3 pt) 2. — Montrer que J?est Cl. SoitueR? et v = f(u) Montrer que si v € €, il existe un voisinage
Oy de u dans R?, un voisinage O, de v dans R?, tels que quel que soit ¢ € Oy, I'équation
t = f(s) admet une unique solution s dans @,,. En déduire que Q N f(R?) est ouvert.

(3 pt) 3. — Soit maintenant v € €, mais contrairement & la question précédente, on suppose que v n’a
pas d’antécédent par f. Le but de cette question est de prouver que les ¢ dans un voisinage

de v, n’ont pas non plus d’antécédent par f; c’est-a-dire que Q\ f(RR?) est ouvert.
On raisonne par absurde: supposons qu’existe une suite (v, )nen de R? de limite v, et que

Up = f(un)

3.a. — Montrer que nécessairement lim |u,| = 400 (ind. Si tel n’est pas le cas,
n—oo

. . 2 s
extraire de (uy,)nen Une sous-suite convergeant vers u € R* et remarquer que f(u) = v.)

3.b. — Déduire de lim |u,| = +oo que lim |v, = f(u,)| = +oo.
(2 pt) 4. — Montrer a I'aide des questions II.1, I1.2 et I1.3 que:

- soit tout élément de Q possede (au moins) un antécédent par ]?,
- soit tout élément de 2 ne possede pas d’antécédent par f.

(2 pt) 5. — Notons que les points de A}v: f(S;;) ont par définition des antécédents par f

Montrer que f(RQ) #* A;;. Déduire de la question précédente que fest surjectif.
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(I pt) 6. — Conclure en montrant que f posséde (au moins) une racine.

(2 pt) Question subsidiaire. — Montrer qu’en réalité, quel que soitv € 2, le nombre d’antécédents
de v par f est constant.
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Licence de Mathématiques
Université de Nice-Sophia Antipolis Année 2002-2003

Calcul différentiel - Examen partiel du 21 novembre 2002

Durée : 2 heures

Aucun document ni instrument de calcul n’est autorisé.

On accordera une attention particuliere a la qualité de la rédaction qui devra étre concise et précise.

Questions de cours. — Soient F, F deux R-espaces vectoriels normés, ), U deux ouverts non vides
respectivement de F et F.

(1 pt) 1. — On suppose dans cette question que dim(FE) < co. Relier les trois propositions suivantes par les symboles
= et &= (Vécriture A #= B signifie “des contre-exemples montrent que A n’implique pas B”) :
A :L’application f: Q — F est différentiable sur €.
B :L’application f : @ — F admet des dérivées directionnelles Dy f(;) en tous les points z de €,
suivant tous les vecteurs / de E , et B D5 f(«) est linéaire et continue, quel que soit z € Q.
C :Une base B de E étant choisie, 'application f :  — F admet des dérivées partielles g—jy(w) en

of

tous les points  de €2, suivant toutes les coordonnées x; et les dérivées partielles z — ——(z)
Lj
sont continues sur ).
(I pt) 2. — Donner la définition d’un difféomorphisme f de  sur U.

Soit f : @ — U un difféomorphisme. On suppose que f est C* sur O (k € N\ {0}). L’application f~!:U — Q est-elle
ck?

(1 pt) 3. — Enoncer le théoréme de la moyenne.
Les exercices I et II sont indépendants

Exercice T . — Soit E Despace vectoriel C°([0,1];R) des fonctions continues sur [0,1]. On munit E
de la norme ||f|lcc = sup |f(t)|. On note, Vf,g € E, f-g :[0,1] — R la fonction définie par : V¢t € [0,1],
te(0,1]

(f-9)(&) = f(t) - g(t).

(3 pts) 1. —On considere les applications B, A et b définies de la fagon suivante :

B: ExE — FE A: FE — ExE
(f.9) — B(f.g9)=fyg fo—= Af)=(f.1)

Montrer que B et A sont C* (la norme de E x E est : Y(f,g9) € E x E,|(f,9)|lexe =
max([| flloo, l9lloe))-

(2 pts) 2. —Soit b I'application définie par :
b: E — FE
fo= () =f
Exprimer b & l'aide de B et A. Montrer que b est C* puis calculer quel que soit f € E, quel que

Soit g :[0,1] — [0,1] un élément de E que l’on considére fixée dans la suite.
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(2 pts) 3. —On définit :

L: F —- FE
fo= L(f)="foyg
Montrer que application L est C*.
(3 pts) 4. —Soit f: E x E — E une application bilinéaire continue. On considére I’application suivante :
¢: F — E

£ B(fog, ).

Exprimer ® en fonction de 3, L et b.
Montrer que ® est C* et calculer, quel que soit f € E, quel que soit h € E, D®5)(h).

A partir de maintenant on suppose que 3 = B.
(5 pts) 5. —Soit ¥ et ¢ les applications définies par :

V: E — L(E}E)

h = [W()](h) =2.h(fog)+ (hog).f
¢v: ExXL(E;E) — L(E;E)
(f,¢) — o(f,&): E — E
h = lo(f,0l(h) = f.L(h)

Montrer que ¥ et ¢ sont deux applications C*°.
Montrer que D® = ¢ o (Idg, ¥).
En déduire, quel que soit f € E, quel que soit h,k € E, D2<I>(f)(h, k).

Exercice II. — Soient n € N\ {0}, Q un ouvert de R" et a9 = a,a1,---,a, = b, un nombre fini de points
de Q tels que les segments [a;, a;j11] solent inclus dans €, quel que soit j € {0,---,p — 1}. On dit que la courbe
p—1
l(a,a1,---,b) de Q constituée des segments [aj, aj4+1], j € {0,---,p — 1}, ie €(ap, a1, ,ap) = U [aj,aj41], est une
j=0
p—1
ligne brisée de Q joignant a et b. On fixe une norme || || sur R" et on note |[{(a,aq,---,b)| = Z laj+1 — ajl], la
7=0
longueur de la ligne brisée £(ag, a1, -, ap).
(2 pts) 1. —Soita € Q. On note C, I'ensemble des points de §2 qui peuvent étre joints & a par une ligne brisée.

Autrement dit C, est la classe d’équivalence de a par la relation d’équivalence R suivante :
Va,y € Q, x R y <= il existe une ligne brisée joignant x et y.
Montrer que C, est un ouvert de €.

(2pts) 2. —Solent a € Q et a,8 € C4. On note d(e, ) = inf(Ly g), ot Ly g C Ry est Pensemble des
longueurs des ligne brisées de C, joignant « et 5. Soit F' un espace vectoriel normé et f: Q — F
une application différentiable sur 2. Montrer grace au théoreme de la moyenne que :

1£(8) = f@)|lr < sup IDfe)lewnr) - dla, B).
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Licence de Mathématiques
Université de Nice-Sophia Antipolis Année 2002-2003

Calcul différentiel - Examen du 6 février 2003
Durée : 4 heures

Aucun document ni instrument de calcul n’est autorisé.

On accordera une attention particuliere a la qualité de la rédaction qui devra étre concise et précise.

Questions de cours.
1 . —Enoncer le théoréme de la moyenne.
2 . —Enoncer le théoréeme d’inversion locale et le théoreme d’inversion globale.

3 . —Enoncer le théoréme de Cauchy-Lipschitz.

Exercice I . — Soit F l'espace vectoriel C°([0,1];R) des fonctions continues sur Iintervalle [0,1]. On munit
E dela norme ||f|lcoc = sup |f(¢)|. On admettra que (E, || ||) est un espace complet. On note, pour n € N, f € E,
t€[0,1]

f™:[0,1] — R la fonction définie par : V¢ € [0,1], f™(t) = f(¢t)--- f(t) (le produit de f(t) avec lui-méme n fois). On
convient que f9 est la fonction de E qui vaut constamment 1.

1 . —Soit n € N et soit II,, 'application définie par :

1L, : E™

— F
(fl?’“afn) — 1II

n(flvafn):flfn

Dire (sans preuve) pourquoi II,, est C* et donner (sans calcul) sa différentielle.

2 . —Soit n € N, on consideére les applications F;, et G,, définies de la fagon suivante :

F,:. F — FE G,: FE — F
f = Fu(f)=sinof” f = Gu(f) =cosof”

Montrer que F, et G,, sont différentiables et calculer leur différentielle.

3 . —Soit ® I'application définie par :

d: EF —
f = @f): E FE
h d

N

—
Montrer que ® est C*™.

4 . —Exprimer les différentielles DF,, : E — L(E;E) et DG, : E — L(E;E) de F, et G,, en fonction

de @, I1,,, G, et F,.
En déduire que F), et G,, sont C*.

5 . —Soit Z a,r" une série entiere de rayon de convergence R > 0, et soit Br la boule ouverte de F
neN
de centre 0 et de rayon R.
Montrer que quel que soit = € R, |sin(z)| < |z|.
En déduire que quel que soit f € Bpg, la somme Z anF,(f) définit une fonction S(f) de E.
neN

6 . —Soit n € N et soit f € E, majorer ||[DF,)||. En déduire que S : E — E est C!, et donner, pour
fek, DS(f).
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Probleme
Les parties I et II sont liées mais indépendantes.

Partie I . — Soit f : R? — R l'application définie par : Vz,y € R, flz,y) =y + 222y — 2%, On note V le
sous-ensemble de R? défini par : V = {(z,y) € R?; f(z,y) = 0}.

(1 pt) 1. —En posant z = 22, montrer que (z,y) € V équivaut & z = y(1 + /I + ¥).
En déduire que {(z,y) € V;2 > 0} et {(x,y) € V;2 < 0} sont respectivement les graphes de deux
applications continues

Py [0,4+00] — Ry Yo [0,4+00] — R_
y = r=194(y) y = z=9-(y),

C™ sur |0, 4o00[. Montrer que les dérivées ¢/, et ¥’ de 9 et _ vérifient : lim+ Y (y) = 400 et
y—0

lim,,_,o+ 9’_(y) = —oo.

(1 pt) 2. —Montrer que ¢4 (0) =4_(0) =0et lim ¢_(y)=—oc0, lim 94(y) = +oc.
y—+oo y—-+oo
En déduire que quel que soit = € R, il existe y, € R, tel que (z,y,) € V.
Montrer que ¥_ et 14 sont strictement croissantes. En déduire que y, est unique.

On note alors ¢ 'application R 3 z +— y, € Ry.

Montrer que ¢4 : Ry 2 2 +— y, € Ry est bijective, d’inverse ¢4, et ¢_ : R_ 3z — y, € Ry est
bijective, d’inverse 1_.

(Ipt) 3. —Soit z € R\ {0} et y, = p(z) € R défini par la question précédente. Montrer qu’il existe un
voisinage ouvert I, de x dans R\ {0}, un voisinage ouvert I, de y, dans R\ {0}, tels que :
o1, + Iz — I, soit C*.
En déduire que ¢ est une application C* sur R\ {0}, et déduire de la question 1 que lirr}) ' (z) = 0.
T

(1 pt) 4. —En appliquant le théoreme des accroissements finis & ¢ entre 0 et € R\ {0} et a laide de la
question précédente, montrer que ¢ est dérivable en 0, et que ¢’ (0) = 0.

En déduire que V est le graphe d’une application C*, ¢ : R 3 x — y € R+.

(I pt) 5. —Le théoreme de la fonction implicite assure-t-il que V est localement en 0 le graphe d’une
application C', R 3 2 — y € Ry ? Commentez.

Partie IT . — Soient F' € R[a,b,y] le polynéme de trois variables défini par : F(a,b,y) = y> + ay + b et
H = {(a,b,y) € R*; F(a,b,y) = 0}. On note F, 4 le polynéme de R[y] défini par : F,,(y) = F(a,b,y) = y* + ay +b.
On note R?a,b) et R, les sous-espaces de R® rapportés respectivement aux coordonnées (a,b) et y.

Rappel : y est racine multiple du polynéme P € R[y] si et seulement si P(yo) = P'(yo)=0

(I pt) 1. —Soit (a,b) € R2. En considérant que Fop est de degré 3, montrer que Fy; possede soit 1 racine,
soit 3 racines (éventuellement multiples).

(1 pt)
2. —On note ¥ = {(a,b,y) € R F,,(y) =0}, et A={(a,b) € R?; F,,, possede une racine multiple}.
Montrer que yo est une racine multiple de F, 5 si et seulement si (a,b,yo) € H N X. En déduire
que A est la projection de H N'X sur R?aﬂb).

(1 pt) 3. —Montrer que A = {(a,b) € R%a,b); b=2(—a/3)*?} U{(a,d) € R?a,b); b= —2(—a/3)3/?}.
Représenter A dans ]R?a,b). Quel est le nombre de composantes connexes de R%mb) \A?

(1 pt) 4. —Soit (a,b) € R%mb) tel que F,; possede trois racines distinctes ¥1,y2,y3. Noter qu’alors par la
question 2, (a,b) € A.
Montrer qu’il existe un voisinage ouvert Q3 de (a,b) dans R?a, b) \ A, trois voisinages ouverts
disjoints 1, , I,,, I, respectivement de y1,y2,ys dans R, et trois applications C*, @1 : Qg —
I, 0 0 Quapy = T2, 03 1 Quapy — I3, tels que : H N (Qap) X Ix) soit le graphe de ¢y, pour
k=1,2,3.
En déduire que pour tout (e, 8) € Qq5), Fo,s possede trois racines distinctes.

5 . —Soit (a,b) € R?a’b) tel que Fy possede une unique racine yo. Noter qu’alors par la question 2,

(a,b) & A.
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5.a . —Montrer qu'il existe un voisinage ouvert U, de (a,b) dans R%mb) \ A, un voisinage ouvert I, de
yo dans R, et une application C™, g : Uqp) — o, tels que : H N (Uqp) X o) soit le graphe
de g (ie que pour tout (o, 3) € U qp), o(a, B) est une racine de F, g).

5.b. —Puisque par la question précédente, pour tout (a, 5) € Uqp, ¢(a, ) est racine de Fy, g, on écrit
Fos(y) = (v — pol, 3))(y? + By + C). Montrer que B et C sont des fonctions continues B(a, )
et C(a, B) de (a, 3), ainsi que le discriminant de (y2 + By + O).
En déduire que pour («, ) suffisament proche de (a,b), F(q,3) posséde une unique racine.

6 . —Soit v : R%mb) — N, Papplication qui associe & chaque (a,b) le nombre de racines de F .
Déduire de 4 et 5.b que v est localement constante sur R?a,b) \ A, et donc constante sur chaque
composante connexe de R%(Lb) \ A.

7. —-Soity:R — ]R?a,b) l'arc défini par : y(z) = (a = 222,b = —z*). Cet arc rencontre-t-il A ?
En déduire que (R) \ {0} est contenu dans une composante connexe K de R?a, b \ A
Montrer que sur la composante connexe K de R%mb) \ A, v vaut constamment 1.

Retrouver que 'ensemble V' de la partie I est le graphe d’une application R\ {0} > 2 — y € R,
Cc™.

XV
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Licence de Mathématiques
Université de Nice-Sophia Antipolis Année 2002-2003

Calcul différentiel - Examen du 4 septembre 2003

Durée : 4 heures

Aucun document ni instrument de calcul n’est autorisé.

On accordera une attention particuliére a la qualité de la rédaction qui devra étre concise et précise.

Questions de cours.
(1 pt) 1. —Enoncer le théoréme de la moyenne.
(Ipt) 2. —Enoncer le théoréme d’inversion locale et le théoreme d’inversion globale.

(1 pt) 3. —Enoncer le théoreme de Cauchy-Lipschitz.

Exercice I . — Soit F l'espace vectoriel C°([0,1];R) des fonctions continues sur Iintervalle [0,1]. On munit
E de la norme ||f|lcc = sup |f(t)].
tef0,1]

Soit ¢ : R — R une application C*. On considére :

. FE —- FE
f o pof

I.1- Le but de cette partie est montrer que ® est différentiable.

(1 pt) I.1.a- Soient y et k deux réels et g : R — R la fonction définie par g(t) = ¢(y + tk) — o(y) — t.k.¢'(y). Montrer
qu’il existe £ € [y, y + k] tel que :

9(1) = 9(0) = oy + k) — ¢(y) — k' (y) = k-('(€) — ¢'(v)) ()
(0,5 pt) I.1.b- Soient f et h dans E et z € [0,1]. Montrer a l'aide de (x) qu'’il existe &, € [f(x), f(z) + h(z)] tel que :
O(f + h)(x) — (f)(x) — h(z)-¢'(f(2)) = h(2).(¢'(&) — ' (f(2))) (%)
On fixe f € E et on suppose dorénavant que |h| <1.
(0,5 pt) I.1.c- Montrer qu’il existe un intervalle fermé et borné I(= Iy) tel que :
Vo e[0,1], f(z)elet f(z)+h(z)el

(1 pt) 1.1.d- On rappelle qu’une fonction ¢ continue sur un intervalle fermé et borné I est uniformément continue sur
I, c’est-a~dire que :

Ve>0, ilexisten>0telque: Vy,{e€l, |[y—§& <n= v —¢(y)| <e
Soit € > 0. Montrer, grace a (xx), qu’il existe n €]0, 1] tel que :

I8l < n==[12(f +h) = (f) = h." o fI| < [|h]|.€

(1 pt) I.1.e- En déduire que ® est différentiable et donner D® ).
I.2- Le but de cette partie est de montrer que si ¢ est CP, pour p un entier > 1, alors ® est aussi CP.
(1 pt) I.2.a- Soit u € E. Montrer que l’application :
L(u): E — FE
h — uh
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est un élément de L(E; E). Puis que l'application :

est une application C*.
(0,5 pt) I.2.b- Exprimer D® a l’aide de L et @, ou ® est ’application suivante :

&: E — E
fo= gof
(2 pts) I.2.c- En utilisant la continuité uniforme de ¢’ sur un intervalle fermé borné, montrer que ® est continue. En

déduire que :
@ est C' = @ est C.

Montrer alors par récurrence sur p que la proposition suivante est vraie :

@ est CP = P est CP.

Exercice IT . — Soit E Iespace vectoriel C°([0,1];R) des fonctions continues sur I'intervalle [0,1]. On munit
E de la norme ||f|lcc = sup |f(t)].
t€[0,1]
(1 pt) I1.1- Soit n € N. On considere I'application A, : E — R, définie par : Vf € E, A, (f) = f(0) +n2. Montrer que

cette application est C*°.

(0,5 pt) I1.2- Montrer que Q = {f € E;V¥p € N, f(0) 4+ p? # 0} est un ouvert de E.

(1 pt) I1.3- Soit n € N. On considere :
pn: 2 — R
1
/ f(0) +n?
Montrer que @, est C* et quels que soient f € Q,h € E calculer Dy, (5 (h).
(1 pt) I1.4- Montrer que quel que soit f € €2, la série numérique Z ©n(f) converge vers un réel o(f).
neN
(1 pt) I1.5- Montrer que I'application :
p: 2 — R
foe )= enlf)
neN

définie par la question précédente est différentiable.

(0,5 pt) I1.6- Soit k € N*. Montrer que, quel que soit a € R, 'application suivante :

Lk(a): EX"‘XE — R
(hi,---,hg) +—  a.hi(0)--- g (0)

est k-linéaire continue.

(1 pt) I1.7- On considére les applications suivantes :
c: R — R Ly: R — L(E,---,E;R)
x = (=1)FElzk+L a — Lg(a)

Montrer que Ly est une application linéaire continue et, par récurrence sur k, que quel que soit £ > 1 et n € N,

Dktpn =L ocgop,.

(1 pt) I1.8- Montrer, grace & la question précédente, que ¢ est une application C*™ et que quels que soient k& > 1,
feQ hy,--- hp € E:

1
Drg(py(ha s hn) = (_Ukk![% W](hl(o) -+ hi(0)).
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Exercice III . — Soit f l'application définie de la fagon suivante :
f: R® — R?
(m,y,2) — (@2+y2+22-12+y%>-1)
et I'= f~1({Og2}).

II1.1- On note Hy = {(x,y,2) € R% 22 + 4> + 22 —1 =0} et Ho = {(z,4,2) € R®; 24+ y> — 1 = 0}. Représenter
H1 et Ho.

IIT.2- On note P = (0,0,1), @ = (0,1,0) et R = (0,—1,0). Montrer qu’au voisinage de tous les points (a, b, c)
de T'\ {P,Q, R}, I est le graphe d’une application C* du type :

pw: Q — Q.
y = wy) = (2(y),2(y))

ou €, est un voisinage de b dans O, = {0} x R x {0} et ou €2, . est un voisinage de (a,c) dans O, , = R x {0} x R.
III.3- Montrer que la projection de I' sur O, , = R x R x {0} est '’ensemble :

Loy = {(2,y) € Opy;2® —y* +y* =0},

et que la projection de I' sur O, , est 'ensemble :
Ty ={(2,2) € Op;a* — 2+ 22 =0}.

Apres avoir fait Pétude des fonctions y —+ \/y? — y* et x —+ vz — 22, tracer 'y, et T'y 4.

Tracer enfin I'. Au voisinage de @ et de R, I est-il le graphe d’une application du type de 'application ¢ de la
question 2 7

II1.4- Montrer qu’au voisinage de Q et de R, I est le graphe d’une application C*° du type :

v Qp — Q.
r = ()= (y(z),2(y))

ol Q, est un voisinage de a dans O, =R x {0}{0}x et ou1 £, . est un voisinage de (b,c) dans O, ., = {0} x R x R.
Au voisinage de P, T est-il le graphe d’une application du type de I'application ¢, ¥ ou & : z — (z(z2),y(z)) ?

ITI.5- Donner l’équation de la droite tangente & I' en un point (a, b, c) # P.
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Calcul différentiel - Examen partiel du 19 novembre 2003

Durée : 2 heures

Questions de cours. — Soient E et F' deux R-espaces vectoriels normés, 2 et U deux ouverts non vides
respectivement de F et F.
(I pt) 1. — Relier deux & deux les trois propositions suivantes par les symboles = et 7= (U'écriture A 7= B signifie

“des contre-exemples montrent que A n’implique pas B”) :

A :L’application f: Q — F est différentiable sur Q.
B :L’application f : 2 — F est la restriction & 2 d’une application linéaire et continue.

C :L’application Df : Q@ — L(E; F) existe et est la restriction &  d’une application linéaire et continue.

(1 pt) 2. — Enoncer le théoreme de Schwarz.
Probleme . — Si on le souhaite, dans la partie II on pourra admettre le résultat de la partie I.
Partie I . — Soient F un espace vectoriel normé, ) un ouvert non vide de E, J un intervalle ouvert non

vide de R contenant I = [0,1], et f : J x Q — R une application C'. A z fixé dans ©, on considére la quantité
o(z) = / f(t,z) dt, qui a un sens puisque I 3 ¢t — f(¢,z) € R est continue.
Le but dghcliztte partie est de montrer que l’application :
¢: Q@ — R
v oo o@) = fto)de

(0,1]

est différentiable et que quel que soit x € §, D¢(z)(}_£) = / D ft.2)(Or, i_i) dt.
[0,1]

(1 pt) I-1. — Montrer que quel que soit ¢ € I, Papplication :
i: F —- RxFE

- -

h o i(h)= (O, h)

est C*° (Despace vectoriel R x E étant classiquement muni de la norme ||(¢, z)||rxz = max{|t|, |z||£})-
Dans la suite de la partie I, 2y désigne un élément de (.

(1 pt) I-2. — Montrer que application :

- -

L: £ —- R
h — L(h) = Dft ) (Or, h)
est C* et calculer DL(Q(E), pour (¢,k) € E X E.

(1 pt) I-3. — Montrer que 'ensemble Q,, = {E €E;zg+he 2} est un ouvert de E contenant O.
(indication : on pourra considérer I'application iy, : E > h— x9g+h € E)

(2 pts) I-4. — Montrer que 'application :

h — M(h) = f(t,zo+ h)



(3 pts)

(2 pts)

(1 pt)

(1 pt)

(2 pts)

(1 pt)
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est C' et calculer DM@)(E), pour (&, k) e Oy, x E.

I-5. — Montrer que 'application :

Plt,xo] * on — R

—

ho o @ (h) = ft, o+ R) — f(t,0) = Df(t.20)(Or, h)

est C! et calculer D[@[t,zo]](g)(ﬁ), pour (£,k) € Q,, x E.
En déduire (t,£) — D[ 2] (¢) & I'aide de Df et de I'application suivante :

R: LRxE;R) — B B B
u +— R(u): h — R(u)(h)=u(0Og,h)

I-6. — Montrer que 'application :
I x Qg R

.
&) = |IDl¢p.aole)lleEr

est continue en (¢,0g), quel que soit ¢ € I. En déduire que pour tout € > 0, pour tout ¢ € I, il existe Q;D un voisinage
ouvert de Og dans €2,, I; un voisinage ouvert de ¢ dans I tels que :

(u,€) € Iy x U, = |IDl@uanloll < e
I-7. — Soit € > 0. A Paide de la compacité de I, montrer qu’il existe U, un voisinage (convexe) ouvert de Og
dans F, tel que :

(t,8) € I X Uzy = [ID[ppumlell < €

A Taide du théoreme de la moyenne appliqué a ¢[; 5, entre O et ﬁ, avec h € U ,, montrer que :

(t> 77:) erlx uzov — |f(t,$() +ﬁ) - f(t,l’o) - Df(t,zo)(O]Rvﬁ)' < €HﬁH

I-8. — Déduire de la question précédente que quel que soit € > 0 :
h € Usy = |d(wo + R) — dl0) — [ ]Df<t,zo><oR,ﬁ> dt| < e||R].
0,1
I-9. — Conclure grace a la question précédente, que ¢ est différentiable sur 2 et donner Dq&(w)(ﬁ), pour
(z,h) € Q x E.
Partie IT . — Soient Q un ouvert de R? contenant (0,0), tel que :

(z,y) e A=Vt eR, t-(z,y) €,

u et v deux applications C* sur ©, & valeurs dans R. Le but de cette partie est de trouver une condition nécessaire
et suffisante pour que :

0 0
il existe une application C2, ¢:Q — R, telle que : 99 =u et 99 =0 (%)
Ox Jy
II-1. — Montrer qu’une condition nécessaire pour que (x) ait lieu est :
0 0
Viwy) €0, o) = 5o(ey) (#)

On suppose dorénavant que (xx) est vérifiée

II-2. — Montrer rapidement que I’application suivante est C' :

f: RxQ — R
(t>(x7y)) = xu(t~(m,y))+yv(t~(m,y))

II-3. — Calculer, quel que soit (¢, (z,y)) € R x Q, %(t,x,y) et g—i(t,x,y).
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(1 pt) II-4. — Soient U:RxQ —Ret V:R xQ — R les applications définies par :

Ul(t,z,y) = tu(tz, ty) et V(¢,z,y) = tv(tz, ty).

0 ) U 0 (L
Montrer que pour tout (¢, (z,y)) € R x Q, %(t,x,y) =5 (t,x,y) et 9y (t,xz,y) = o (t,z,y).

(Ipt) II-5. — A Taide de la partie I, montrer que ’application ¢ : 2 — R définie par :
V) €0 o) = [ 1) d
0,1

est différentiable sur €.

(Ipt) II-6. — A Paide de la question I-9, calculer ?
z

99

Montrer pour conclure que ¢ est C2.

(z,y) et B—(x,y), et montrer que (%) est vérifiée.
Y

xxi



(1 pt)

(1 pt)

(1 pt)
(1 pt)
(1 pt)
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Calcul différentiel - Examen du 2 février 2004
Durée : 3 heures

Questions de cours.

1. — Soient E et F deux R-espaces vectoriels normés, 2 un ouvert non vide de E, a € Q et f : Q — F une
application.
Relier deux & deux les trois propositions suivantes par les symboles = et 7= (I’écriture A #= B signifie “des
contre-exemples montrent que A n’implique pas B”) :

A :L’application f est différentiable en a.

B :L’application f est admet des dérivées directionnelles en a suivant toutes les directions.

C :L’application f est continue en a.

2. — Soient E et F' deux R-espaces vectoriels normés complets, 2 un ouvert non vide de E, a € Q et f: Q) — F
une application C?.

Relier deux a deux les quatre propositions suivantes par les symboles = et #= (l’écriture A #= B signifie
“des contre-exemples montrent que A n’implique pas B”) :

A :L’application Df(,) : E — F est bijective et continue, ainsi que son inverse (Df(a))*1 F— F.
B :L’application f est un difféomorphisme de 2 sur f().

C :1 existe U un voisinage ouvert de a dans E, V un voisinage ouvert de f(a) dans F, tels que
I'application fy; : U — V soit un difféomorphisme.

D : f est injective sur Q) et pour tout x € Q, Df,) : E — F est bijective et continue, ainsi que
(Df(@)il F— E.

Exercice I . — Soient FE un espace vectoriel normé dont la norme || || provient d’un produit scalaire ( | ) (ie

qu’il existe sur E un produit scalaire ( | ) et que pour tout = € E, ||z|| = /(z|x)). Soient I un intervalle ouvert de
R et f et g deux applications définies sur I et a valeurs dans E. On suppose que f et g sont deux fois dérivables sur
1. On pose :

¢o: I — R
to— (f(®)lg(?)
I-1. — Montrer que ¢ est deux fois dérivable.
I-2. — Calculer ¢/(¢), pour t € I et en déduire ¢ (t).
Exercice II . — Soient E ’espace vectoriel normé B([0,1];R) des fonctions bornées de [0, 1] dans R. On munit

E de la norme [|f| = supyep,1)[f (). Soient ¢ : E— R et ¢ : £ — R les applications définies par ¢(f) = sin(f(0))
et ¢ (f) = cos(£(0)).
II-1. — Montrer que ¢ et ¥ sont C*.

II-2. — Calculer D¢y (h), pour f,h € E.

II-3. — On rappelle que si f,h,k € E :
Dlg = D¢ (g)(h)]() (k) = D*¢(5)(h, k) (*)

En déduire D?¢ s (h, k).

Exercice III . — Soit Q = {(x,y) € R?, zy # p !,¥p € N} et soit pour n € N, I'application f,, : Q — R, définie

‘,L.n

par fu(z,y) = — o
ITI-1. — Montrer que F = {p !, p € N} est un fermé de R. En déduire que € est un ouvert de R? et représenter Q.
II1-2. — Soit n € N. Montrer que f, est C> sur Q.



(2 pts)

(2 pts)

(1 pt)
(1 pt)

(1 pt)

(2 pts)

Exercices et Problémes - Année 2003-2004 xxiii

IT1I-3. — B une partie bornée de R2. Montrer qu’il existe N € N tel que pour tout n > N et pour tout (z,y) € B,
on ait : n! — |zy| > n!/2.
Soit A € R4, et p un entier tel que p > A. Montrer que pour tout réel = tel que |z| < A et pour tout entier n € N

jaf AT
telquen>p+2,ona: — < ———.
n! n(n—1)
III-4. — Gréace aux deux majorations de la question précédente, montrer que Z fn définit une application

neN
différentiable f sur € dont on donnera la différentielle D f(,)(h, k), pour a € Q et (h, k) € R?.

Exercice IV . — Soit f : R® — R Dapplication définie par : f(z,y,2) = 22 — 22(y% — 2) et soit
H={(z,y,2) € R® f(,y,2) = 0}.
IV-1. — Soit yo € R. Etudier la fonction fuo 1] — 00,y8] — R définie par f,,(z) = 21/y3 — z et représenter son
graphe.
IV-2. — Représenter H N1II,, et H NI, ou I, est le plan de R? d’équation y = yo et IL,. celui d’équation

x = 0. En déduire ’allure de H.

IV-3. — Quels sont les points P = (a,b,c) de H au voisinage desquels H est le graphe d’une application C*
¢ :U — V, U étant un voisinage ouvert de (b, c) dans II,, et V un voisinage ouvert de a dans Oz ?
Donner en un tel point P ’équation de TpH, le plan tangent & H en P.

Dans la suite IT désigne un des trois plans de coordonnées de R® (ie #Oy, 20z ou yOz) et D Paxe de coordonées
qui lui est orthogonal (ie Oz, Oy, ou Ox respectivement). On note pry : R® — I la projection orthogonale sur II et
pp : R® = D la projection orthogonale sur D.

IV-4. — On dit que la surface H est lisse en P §’il existe un plan de coordonnées II et une application C*
¢ : U — V, U étant un voisinage ouvert dans II de pr(P) et V étant un voisinage ouvert dans D de pp(P), telle
qu'un voisinage de P dans H soit le graphe de ¢ (aux points P de la question précédente H est donc lisse, pour
I = yOz).

A Daide de la version géométrique du théoreme de la fonction implicite, montrer que si P € H est tel que
dim(ker(D f(p))) = 2, H est lisse en P.

En déduire les points de H en lesquels ‘H n’est pas lisse.

On note I' = {(z,y,2) € R 22492+ 22=1et f(z,y,2) =0}
IV-5. — A laide de la représentation de H, représenter I'.

IV-6. — Quels sont les points P = (a,b,c) de I' au voisinage desquels I' est le graphe d’une application C™
1 : T — O, T étant un voisinage ouvert de ¢ dans Oz et O un voisinage ouvert de (a,b) dans II,, 7
Donner en un tel point P ’équation de T pI', la droite tangentea I' en P.

La question suivante est hors baréme.

IV-7. — On dit que la courbe T" est lisse en P s’il existe un axe de coordonnées D et une application C*
¥ : T — O, T étant un voisinage ouvert dans D de pp(P) et O étant un voisinage ouvert dans II de pr(P), telle
qu'un voisinage de P dans I' soit le graphe de ¢ (aux points P de la question précédente I' est donc lisse, pour
D = 0z).

On note F(x,y,2) = (22 +y* + 22 — 1, f(z,9,2)).

A Taide de la version géométrique du théoréme de la fonction implicite, montrer que si P € T est tel que
dim(ker(DF(py)) = 1, T est lisse en P.

En déduire les points de I' en lesquels I" n’est pas lisse.



(1 pt)

(1 pt)

(2 pts)

(1 pt)
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Licence de Mathématiques
Université de Nice-Sophia Antipolis Année 2003-2004

Calcul différentiel - Examen du 9 septembre 2004

Durée : 3 heures

Exercice I . — Soient I un intervalle ouvert non vide de R, n un entier naturel non nul et v : I — R" une
application différentiable sur I.

Soit V' un sous-espace vectoriel de R", U un supplémentaire de V' dans R" et m : R"” — V la projection sur V/
parallelement & U. On note 7 la projection de larc 7y sur V, ie pour tout ¢t € I, F(t) = my (y()).

I-1. — Montrer que 7 : I — V est un arc dérivable sur I et calculer sa vitesse 7'(¢) & I'instant ¢.

On suppose maintenant que Og» ¢ y(I). On note || || la norme euclidienne usuelle de R" et ¥ : I — R"
~ t . ~ s . -
Papplication définie par : pour t € I, ¥(t) = vati\l . On dira que ¥ est la projection sphérique de ~.
Y
I-2. — On note S™~! la sphere unité de R", ie S"~1 = {z € R"; ||z| = 1}.
Montrer que quel que soit ¢t € I, F(t) € S™7L.

I-3. — Montrer que 7 est dérivable sur I et calculer sa vitesse '(t), pour ¢ € I.

Soit + € I. On note v(¢t)* I'hyperplan de R" constitué des vecteurs orthogonaux & ~(t) (ou & F(t)).
Puisque 7(¢)* et la droite vectorielle engendrée par ¥(t) sont supplémentaires dans R, il existe un unique couple
(r(t),s(t)) € R x y(t)* tel que :

V(1) =r(t) - A() + s(t),

On dira que r(¢) - y(¢) est la composante radiale de la vitesse 7/(¢) et s(¢) sa composante sphérique.

I-4. — A laide de la question précédente, montrer que 3'(¢), la vitesse a 'instant ¢ de la projection sphérique de
7 est la composante sphérique de +/(t), divisée par v(t).

Exercice IT . — Soit Q = {(x,y) € R? zcos(y) # p? Vp € N} et soit pour n € N, I'application f, : Q — R,

o sin(x
définie par f,(z,y) = #gog(y)'

II-1. — Montrer que F = {p?,p € N} est un fermé de R. En déduire que 2 est un ouvert de R2.

II-2. — Soit n € N. Montrer que f,, est C* sur Q.

I1-3. — Montrer que Z fn définit une application C* f sur Q dont on donnera la différentielle D f(h, k), pour
neN

acQet (h k)R



(1 pt)

(1 pt)

(2 pts)

(2 pts)

(2 pts)
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Exercice III . — Soit f : R® — R la fonction définie par : fla,y,z) = 22 4+ 22 + y* — y? et soit
H = {(z,y,2) € R% f(x,y,2) = 0}. Dans la suite Iy, ., 11, désignent respectivement les trois plans d’équation
z2=0,y =0,z =0et Oz,Oy, Oz les droites I, N II,,, 1, NIL,,, I, N1I,..

IIT-1. — Montrer que (z,y, z) € H implique y € [—1,1], et que (x,y,2) € H < (x,—y, 2) € H.

III-2. — Soit yo € [0,1]. Quel est Pensemble H N1I,,, ot I, désigne le plan affine de R* d’équation y = yo ?
II1-3. — Etudier la fonction r : [0,1] — R définie par 7(y) = /5% — y* et représenter son graphe. En déduire
Pallure de H.

IV-4. — Quels sont les points P = (a,b,c) de H au voisinage desquels H est le graphe d’une application C*

¢ :U — V, U étant un voisinage ouvert de (b, ¢) dans II,. et V un voisinage ouvert de a dans Oz ?
Donner en un tel point P ’équation de TpH, le plan tangent & H en P.

IV-5. — A l'aide de la version géométrique du théoreme de la fonction implicite, montrer que si P € H est tel que
dim(ker(D f(p))) = 2, dans un voisinage de P, H est le graphe d’une application C* ¢ : i — V, avec U un ouvert
d’un des trois plans Il;y,IL,.,IL,, et V un intervalle ouvert de la droite orthogonale au plan en question.

On dira dans ce cas que H est lisse en P.

IV-6. — Déduire de la question précédente les points de H en lesquels H n’est pas lisse.
Soit g : R* — R la fonction définie par g(x,y, z) = 22 + 32 — 222 et soit K = {(x,y, 2) € R g(z,y,z) = 0}.

IV-7. — Pour zp € R, quel est 'ensemble £ N1II,,, ou II,, désigne le plan affine de R? d’équation z = z ? En
déduire la représentation de K.

On note I = {(z,y, 2) € R% f(a,y,2) = 0 et g(z,y,2) = 0} = HN K.

IV-8. — Montrer que (z,y) € I, est dans le projeté de I' sur II,, parallelement & Oz si et seulement si
/1 2 .

2% = gyz — §y3. En déduire ’allure de ce projeté, puis 'allure de T'.

IV-9. — On note F = (f,g) : R® — R%. A laide de la version géométrique du théoreme de la fonction implicite,

montrer que si P € I est tel que dim(ker(DF{p))) = 1, dans un voisinage de P, I est le graphe d'une application
C™® ®:Z — W, avec T un intervalle ouvert d’un des trois axes Oy, Oy, 0. et W un ouvert du plan orthogonal & la
droite en question.

On dira dans ce cas que I' est lisse en P.

IV-10. — Déduire de la question précédente les points de H en lesquels I" n’est pas lisse et donner I’équation de
la droite tangente a I' aux points P en lesquels I" est lisse.
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Corrigés des exercices et des problemes - Année 2000-2001

Corrigé de I'examen du 29 novembre 2000

Probleme I. — On calcule explicitement la différentielle seconde du produit bilinéaire de deux fonctions C2.

1 . — L’application B étant par hypothése bilinéaire continue, B est C*°. L’application (f,g) : @ — F x F
est d’autre part CP, puisque ses deux composantes, f et g, sont par hypothese C?; on en conclut par le théoreme des
fonctions composées que II = Bo (f, g) est CP.

2 . — Soit x € Q. On a, par le théoreme des fonctions composées:
DIy = DB(s(a),92)) © D(f:9) (@) = DB(s(@).9(x)) © (Df(a)s DI)),

de sorte que pour tout & € E, DH(Z)(E) = B(f(z), Dg(z)(fz)) + B(Df(z)(fz),g(x)).
3 . — Soient:
By: FXL(E;F) — L(E;QG)
(y>L) - Bl(y>L) : éj - G .
h —  B(y,L(h))

By: L(E;F)xy — L(E;G)
(L7y> - B2(L7y>:

>

— .
—  B(L(h),y)
La question précédente montre que: DIl = By o (f,Dg)+ By o (Df,g).

4 . — L’application B; est trivialement bilinéaire. Soient (y,L) € F x L(E; F). On a alors ||B1(y, L) z(g;0) =

IB(y, L(h))| IZ(R)|

Csp WBOLON gyl s U
ReB\{05} ([ rem\jory IRl
que: [|B1(y, L)llegsey < I Bllewr,riey- WLl ceery, puisque L est léaire continue, et donc finalement que:
|B1(y, D)l cceiay < AyllIILN 2(e5r)» avec A = ||B|l z(r,r;c); ¢'est-a-dire que By est bilinéaire continue. On montre
bien str, de la méme fagon que B est bilinéaire continue.

5 . — D’apres la question 3, DIl = By o (f, Dg) + Bao (Df, g), et d’apres la question précédente, B; et By sont
C*°, on peut donc, pour calculer la différentielle seconde de II, utiliser le théoréme des fonctions composées:

, puisque B est bilinéaire continue. On en conclut

DMy = DBi(4(2),Dgsy) © (Df(e)s D*9(x)) + DBa(pf(a),g(w)) © (D fiays Dg(a))-
Et donc, quel que soit h € E:
DMLy (h) = DBy(4(2),Dg00)) (D f 2y (h), D2g(ay (1)) + DBa(ps(a),9(x)) (D* () (R), Dg(ay (R)),

DMy (h) = Bi(f(x), D2g(a)(h)) + B1(Df(a)(h), Dg(a)) + B2(Df (x), Dg(a) (h)) + Ba(D*f(o (), g(x)).
En conclusion, quel que soit k€ E:

DMy (h)(K) = B(f(x), D* g2 (R)(F)) + B(D fia (h), Dg(ay ()

-

+B(D f(2) (k) Dg(ay(R)) + B(D* 2 (h) (), g ()

6 . — Lorsque F = F = G = R, on applique la formule ci-dessus, avec B le produit usuel de R, qui est bien
bilinéaire continue. Dans ce cas, D f(y)(h) = f'(z).h et D?f(;)(h)(k) = f(z).h.k. On obtient donc:

(f.9)"(x).h.k = g"(z).hk.f(x) + f(z).hg (x).k + ¢ (z).h.f'(x).k + f'(x).hk.g(z).

Probléme II. — Le but du probléme est de comprendre le comportement des racines des polynéme unitaires
de degré trois en fonction de leurs coefficients. Bien sir étudier les racines d’un polynéme général de degré trois du

type ya® + Bx? + o + § revient & étudier les racines du polyndme unitaire z3 + %xz + %m + %. Ce qui suit montre

en outre que I’étude du polynome général unitaire x> 4+ G224+ ax + 6 se dduit aisément de celle de 23 + Br? +ar+1.
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1. — On peut résoudre cette question sans préciser la norme considérée sur R? x R et R®, puisque la notion
de différentiabilité ne dépend pas des normes en dimension finie.

Soit @ : RZ x R > ((a, B),2) — (o, B,2) € R3. Cette application est un isomorphisme linéaire, donc est un
C°°-difféomorphisme. De plus P o ®~ ! : R? 5 (a, 8, 2) — 2® + S22 + ax 4+ 1 € R est un polynéme, donc est C*°. On
en conclut que: P =Po® 1 o® est C.

2 . — Les polynomes irréductibles de R[z] sont de degré deux. Un polynome p de degré trois est donc: - soit
produit d’un tel polynéme et d’un polynéme de degré 1, et dans ce cas p admet une unique racine - soit produit de
trois polynémes de degré 1, et dans ce cas p admet trois racines, non nécesairement disctinctes.

3 . — Comme P est C*°, P admet toutes ses différentielles partielles & tous les ordres, et on a classiquement:
D3Py : R 3 h — pj(x).h € R. Ainsi Dy P, 5 n’est pas inversible des que p),(z) = 0, c’est-a-dire que le discriminant

1
de p!, est positif, ce qui se traduit par 3% — 3a > 0, et que x = 5(—& f V32 — 3a). Enfin AN P~1({0}) est le lieu

des points (a, ) tels que z est & la fois racine de p, et de p/,, donc d’apreés R, (a,x) € AN P~1({0}) si et seulement
si « est racine multiple de p,.

4 . — Q est limage réciproque par la fonction continue f : R* 3 (a, ) — (2 — 3a € R de I'ouvert | — oo; 0],
donc est un ouvert de R%. Soit a € Q. p, a au moins une racine z. Comme P(a,z) = 0 et D3 P4.z) € Zsom(R;R)
(puisque (a,z) € A), le théoreme de la fonction implicite assure qu’existe 2, un voisinage ouvert de a dans R2, Q,
un voisinage ouvert de z dans R et une application C™, ¢ : Q, — €, tels que: P~1({0}) N (Qq x Q) soit le graphe
de ¢ (au-dessus de Q).

5 . — Soit toujours a € Q. Si p, ne possede pas une racine unique, p, en possede trois (question 2). Mais par
la question 3, une racine = de p, est multiple si et seulement si (a,z) € AN P~1({0}). Orsia € Q, 5% —3a <0,
et donc certainement (a,z) ¢ A, ce qui assure bien que les trois racines de p, sont distinctes. Notons-les x7, xo
et x3. Pour chacune d’elles on peut appliquer le résultat de la question précédente: il existe trois applications C*,
01 QL = Qs 021 Q2 = Quyy 030 Q3 — Q00 Q2§ =1,2,3 est un voisinage ouvert de a dans Q C R?, et Qg
est un voisinage ouvert de z;, dans R, j = 1,2,3, tels que P~1({0}) N (9 x Q) soit le graphe de ¢;, j =1,2,3.
Comme z1, x2, z3 sonts deux & deux distincts, on peut considérer que Q. , Qy,, Q,, sont disjoints (quitte & restreindre
chacun de ses voisinages afin qu’ils soient deux & deux disjoints et & poser Q"2 = QJ N ap;l(ij), j=123). On
pose alors Q, = QL N Q2N Q3. Q, est un voisinage ouvert de a dans R? et (Q, x Q,,) N P~1({0}) est le graphe de
¢, au-dessus de {14, pour j =1,2,3.

6 . — Soit a € Q. Si p, possede trois racines, par la question précédente, dans un voisinage 2, de a dans €2, p,
posséde encore trois racines distinctes: ¢;(a’), ' € Qq, j = 1,2,3. Supposons maintenant que p, posséde une unique
racine x, et montrons que a n’est pas limite d’une suite (a,)n,en pour laquelle p,, posséde trois racines distinctes
Zn, Yn, Zn (ce qui prouvera que v(a) est localement constant sur €, puisque v(a) = 1 ou v(a) = 3). Si une telle suite
existait, comme p,, (vn) = 22 + 3,22 +anr,+1=0et nlLIréo(an, Bn) = (o, B), la suite (z,,)nen serait nécessairement

bornée (de méme (yn)nen €t (2n)nen. Quitte & en extraire une sous-suite convergente, on peut donc considérer que
(an,x,) converge vers (a, X) € R®, et par conservation des égalités par passage & la limte, p,(X) = 0 (de méme on
obtient des racines Y et Z de p,, & partir de (yn)nen €t (2n)nen)- Or X, Y et Z ne peuvent tous les trois appartenir
a §, défini par la question 4, sinon dans Q, X €, on aurait plus d’une solution a 'équation p (t) =0, a’ € Q, (les
solutions x,, # yn # zn de pqg, (t) = 0, pour n suffisamment grand), ce qui est impossible car ces solutions sont du
type t = p(a’) dans Q4 x Q,. En conclusion, comme par exemple X ¢ ., on aurait X # x et p,(z) = po(X) =0,
ce qui est contraire & notre hypothese. Finalement v(a) est bien localement constant sur 2, donc différentiable sur
Q, de différentielle nulle. Par le théoréme de la moyenne, comme 2 est convexe, quels que soient a et a’ dans €,
lv(a) —v(a)| < sup |[Dygll.la—d'|| =0, et donc v(a), le nombre de racines de p, est constant sur £ (on pouvait
a,a’

bien str utiliser directement le théoréme du cours qui donne la constance d’une application de différentielle nulle sur
un connexe ou un convexe).

7. — Soit po(z) = (22 + 2+ 1)(z + 1) = 23 + 222 + 22 + 1. Le polynéme (22 + x + 1) est irréductible, donc p,
admet une unique racine. Comme a = (2,2), a € §, et donc par la question précédente le nombre de racines de py,
pour b € Q) est toujours 1.

Question subsidiaire . — On a en réalité déja montré que O1 et O3 sont des ouverts de R?, & la question
6. En effet, si a € 01 ou a € O, en notant, z¢ 'unique racine de p, (si a € O1), x1,x2 et 3 les trois racines
distinctes de p, (si a € O3), par la question 3, DaP, ;) € Zsom(R;R), j = 0,1,2,3, et en reprenant les arguments
de la question 6 (essentiellement le théoréme de la fonction implicite), on montre que pour a’ voisin de a dans R?, po
possede encore respectivement une ou trois racines distinctes (I’ensemble € ne servant a la question 6 qu’a assurer
que DaP, ;) € Zsom(R;R) et ne jouant pas de role supplémentaire dans la preuve de la constance locale de v(a) !).

Montrons pour finir que ©; U O3 est dense dans R?. Cest-a-dire que 1'on aura prouvé que le lieu des parametres
a € R? pour lesquels p, possede (au moins) une racine multiple est un fermé d’intérieur vide dans R? (c’est un
ensemble “maigre” de R2, ou encore la propriété: “ne pas avoir de racine multiple” est une propriété générique).

Supposons qu’existe un ouvert O de R? tel que a € Oy = p, admet une racine multiple z,. Alors
(a,24) € ANP~1({0}). Mais A est une surface de R?, donnée par deux graphes A; et Ay (question 3). A;NP~1({0})
ou Ay N P71({0}) contient un ouvert de A, car si ces deux fermés de A étaient d’intérieur vide, leur image par m;
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et my, les projections de A; et As dans Rz, seraient encore deux fermés d’intérieur vides (w1 et mo réalisant des

homéomorphismes de A; et Ay sur ]RQ). Or Punion de ces deux projections est Oxq, un ouvert de R?, et on
peut montrer que 'union de deux fermés d’intérieur vide est encore un fermé d’intérieur vide, ce qui donnerait une
contradiction.

Autrement dit, en tout point (a,z,) de A (qui est donnée par p/,(z,) = 0), le tangent & A est celui de la surface

P=1({0}) (qui est donnée par P, 5,y = 0) en (a,z,). On en conclut que gradp),(z,) et gradP(a,z,) sont colinéaires,
c’est-a-dire que les vecteurs: gradPq ) = (Tq,22,pj(zq) = 0) et gradp),(z,) = (1,224,624 + 26) sont colinéaires,
pour (a, 3) dans l'ouvert @4 de R?. On obtient le systéme:

Tq 1
22 | =2 2z, ,
0 6x, + 20
qui donne: z = 0 (mais dans ce cas z, n’est pas solution de p,, quel que soit a € Rz), et v2 = 222, B = —3z,, qui

n’admet pas de solution. Notre hypothese était donc absurde.

Nous donnons ci-dessous une représentation dans > de A et P~1({0}); leurs points communs sont les points
(a, ) en lesquels p, admet une racine multiple, et 01 UOj est le complémentaire dans Ri’ 5 de la projection sur Ri’ 8
de ces points.

ap
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Calcul différentiel - Un corrigé de 'examen du 25 février 2001

1. — L’application F est C!, puisque ses deux composantes f et g le sont. Notons

®: RxR* — R®
(‘T’ (yvz)) - (1)($, (y,Z))Z(:L',y,Z).

Cette application est linéaire et continue, puisque sa source est un espace vectoriel de dimension finie, donc ® est
une application C*. Comme F = F o ® et que F est C', on en conclut que F est C'.

2 . — La matrice associée a DF{, ) est:
of of of
or 0O 0z
JacFapc) = @ 6_5 @ (a,b,c)
or 0Oy 0z

La matrice associée a Dﬁ(a,(b,c)) est la matrice jacobienne en (b, c) de I'application (y,z) 3 R? — F(a,y,z) € R?, il
s’agit par conséquent de:

or of
gz gg (a,b,c)
dy 0z

3 . — L’application F étant de classe 1, et _
Dy Fq,(b,c)) étant continue (sa source est R?), le théoréme de la fonction implicite pour F en (a, (b, ¢)) s’énonce
ainsi: si I'application linéaire D2 F(, (,¢)) : R? — R? est inversible, il existe un voisinage ouvert {2 de a dans R, un

voisinage ouvert U de (b, c) dans R? et une application C*, ¢ : Q@ — U, tels que C' N (2 x U) = {(x, o(z));x € N} =
Graphe(p).

4 . — L’application linéaire Dgﬁ(aﬂw)) : R? — R? est inversible si et seulement si son déterminant est non nul,

9fdg  9f dg of of

et celui-ci est (== == — == —=)(M). Géométriquement cette condition signifie que les vecteurs de R?, (8—, 3 )(M)
y’ Oz

Oy dz 0z 0y
99 0y
et ( —=

2D )(M) ne sont pas colinéaires. Or ces vecteurs sont respectivement les projections sur Rf/ . de gradf et
Yy 0z ’
de gradg(ar)-

5.a . — Soit A une droite de T;C. Celle-ci est par définition limite d’une suite de droites (A,)pen, telle que
A, passe par M et M,, avec M, un point de C distinct de M et tendant vers M. Remarquons que de telles suites
existent: puisque C est localement au voisinage de M le graphe de ¢, on peut poser M, = (my, p(m,)), avec my,
une suite de points de € distincts de a et tendant vers a. Il est alors clair que M), est une suite de points distincts
de M (la premiére coordonnée m, de M, étant distincte de a) qui tend vers M (par continuité de ).

La suite M, est une suite de C, donc a la fois de f~1({0}) et de g~1({0}). Par conséquent la droite A est a la
fois dans Tarf~1({0}) et Targ~*({0}). On a ainsi prouvé que Ta;C C Tarf~1({0}) N Targ~1({0}).

5b. — Ona Tyuf1({0}) = M+ gradf&m et Targ t({0}) = M + gradgéw) (cf le dernier exercice de
la planche 3, ou le tangent est défini non pas avec des suites de points, mais avec des arcs dérivables tracés sur

I'ensemble en question - les deux définitions sont non trivialement équivalentes). Comme par la question 4, gradf(ar)

— s s . . 2
et gradgny ne sont pas colinéaires (leurs projections sur Ry .

sont pas paralléles; ils se coupent donc suivant une droite. Tarf~1({0}) N Targ~*({0}) est donc une droite affine de

R? passant par M. D’autre part, on a vu & la question 5.a. que M n’est pas un point isolé de C: par la remarque,
Ty C contient au moins une droite, et par 5.a. est contenu dans la droite T f~1({0}) N Targ~1({0}). L’égalité a
donc lieu.

ne le sont pas!), leurs plans orthogonaux respectifs ne

Question subsidiaire . — Par la question 4, la condition (S) signifie que les projections sur R;z de gradf(ar
— o, —_— —_— . 3

et de gradg(ar) sont non colinéaires. Les vecteurs gradf(asy et gradg sy ne sont donc pas dans un méme plan de R
contenant 1’axe des x. Leurs orthogonaux ne se coupent donc pas suivant une droite contenue dans le plan R; ., Ou
encore Ty C = (M + gradf&w)) nM+ gradg(LM)) n’est pas une droite contenue dans l'orthogonal de l'axe des x

passant par a. La courbe C' vient se “coller” en M a la droite T ;C, qui est en regard de 1’axe des x. Localement
en M, la courbe C se projette donc sur tout un voisinage de a dans ’axe des x; elle est localement en M étalée
au-dessus de R,. D’ou la possibilité d’écrire C' comme un graphe local en a au-dessus de R,.
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Corrigé de 'examen du 10 septembre 2001

Exercice I. 1 . — Il s’agit d’une question de cours. Soit A = (2,y) € Ex E et H = (h,k) € Ex E. On a
B(A + H) — B(A) = B(x + h,y + k) — B(z,y) = B(h,y) + B(x, k) + B(h, k) par bilinéarité et E x E 3 (h,k) —
B(h,y) + B(x,k) € R est linéaire. De plus par hypothése B est continue, c’est-a-dire - qu il eXiste 6 > 0 tel que quel
que soit (h, k) € E x B, ||B(h, k)|l < B.|Al|. ||| < S.max(||]], [[k])-max(||a]|[k]) = || H|.(]), avec () — 0 quand
|H| — 0. On en conclut que B est différentiable en A et que DB(A)(H) B(z, k) + B(h,y).
Remarque. La question de la continuité de B ne se pose évidemment pas si dim(E) < co.

2. — Il s’agit encore d’une question de cours, pour laquelle on ne demandait pas les justiﬁcations qui suivent.
la fonction f est différentiable en = si et seulement si existent une application linéaire notée D f,) : R — R et une
fonction € : R — R tendant vers 0 avec sa variable telles que pour tout h € R: f(z+h) — f(x) = D f)(h) + |h|.€(h).
Or une application linéaire de R dans R est nécessairement de la forme Df(,y(h) = a.h, pour un certain réel
a(= Df)(1)). On en déduit que f est différentiable en z si et seulement si quel que soit i # 0,

fleth) =@ _ Il flz+h) - f(2)

i 0 existe, c’est-a-dire si et
seulement si f est dérivable en z. On obtient de plus que f'(z) = a = D f(,)(1), ou encore D f(,)(h) = f'(x).h.

.€(h), si et seulement si la limite du rapport

3. — Notons 6 : E >z — (z,z) € EXE, B: EXE > (z,y) — B(z,y) = (zly) € R, et
r:R>s—r(s)=+/s €R. festpar hypothese dérivable, donc différentiable par la question précédente, de méme r
est différentiable sur R\ {0}. Par la premiére question B est différentiable, car B est bilinéaire et B(z,y) < ||z||.||y||
(inégalité de Cauchy-Schwarz) et donc B est continue. Enfin § est différentiable, car § = (Idg,Idg) et donc
Dé(zy = (Idg,Idg) quel que soit  dans E (0 est une application & valeurs dans un produit, dont les composantes
sont linéaires). Comme f ne s’annule pas par hypothése, B o § o f non plus, et ainsi par le théoréme des fonctions
composées F'=ro Bodo f est dérivable sur R. On a:

F'(t) = DF)(1) = [Dr(s7)) © DBsw, 1) © Drey) © Dfy](1)

= [Dr(swy 1)) © DBy, 1)) © Desan) (F (1)) = [Dresayirry) © DBseay, ) (f' (), £/(1))
= [Drisaypen((FOLF () + (F (1) = [Drepwysen] QUF @I (1))

. o TOLF®) _ GOLF©)
= ((OON2GOI0) = —Eeias = S

Exercice II. 1 . — La trace de ¥ dans le plan y = 0 est Pensemble des points (z,y, z) de R® vérifiant y = 0 et
y? = 42%(z—2?), donc y = 0 et x = 0 ou z = 2. Il ’agit de la réunion de I’axe des z > 0 et de la parabole z=2a%du
plan y = 0. La courbe de niveau ¥ NI, est I'ensemble des points (z,y, z) de R? tels que z = zg et y? = 422(z9 — 2?).
Cette courbe de niveau est donc la réunion des graphes des fonctions y = + ou — 2xv/29 — 22 dans le plan z = z.
Une étude rapide donne l'allure suivante pour ¥ N1I,,, de laquelle on déduit celle de X:

2. — Soit ® : R® 3 (2,9,2) — ((y,2),z) € R® x R. & est un isomorphisme linéaire. Notons
F:R*xR 3 ((y,2),2) — F((y,2),2) = [fo® Y ((y,2),2) = f(x,y,2). Soit alors (zo,y0,20) ¢ Pr, cest-a-

0
dire a—(xo,yo,zo) # 0. Montrons qu’au voisinage de (zo,%0,20), ¥ est un graphe au-dessus du plan yOz. F
x

a—i(xo,yo,zo).h € R est une

0
application linéaire inversible, puisque a—f(xo,yo,zo) # 0. Par le théoreme de la fonction implicite, il existe un
x
voisinage ouvert ©; de (yo, z0) dans Rz, un voisinage ouvert 25 de xg dans R et une application C*™ ¢ : Q1 — Q9
telle que (€21 x Q2) N {((y, 2), );F((y,z),x) = 0} soit le graphe de ¢ au-dessus de €;. Autrement dit, puisque
F((y,z),z) =0ssi f(z,y,2) =0, XN (22 X Q) est le graphe de ¢ au-dessus de ;.

est C> comme f, F((yo,20),%0) = 0, DaF((yo,20)x0) : R 3 h — DaF((yo,20)a0)(h) =

%(x,y, z) = 0}, c’est-a-dire est la
réunion de z = y = 0,z > 0 (Paxe des z > 0) et de la courbe de R3: 2z = 222,y = +ou — 222.

Au voisinage d’un point de P,, ¥ ne peut-étre le graphe d’une application ¢ : R? 3 (y,2) = = = ¢(y,2) € R,
puisque si (a,b,c¢) € Py, si U est un voisinage ouvert de (a,b,c) dans R® suffisamment petit, si (5,7) est dans
(U \ P;) (7 étant la projection orthogonale sur yOz), la droite A (g ) passant par (3,7) et orthogonale & yOz coupe
Y nécessairement en deux points (contre un seul si ¥ était localement en (a, b, ¢) le graphe d’une application ¢ !).
On conclut des questions 2 et 3 que X, = P,.

3 . — Commengons par remarquer que P, est donné par X N{(z,y,z) € R
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4 . — L’application F' est C*°, comme f. De plus DF{y, y0.2,) €st un isomorphisme linéaire, car de matrice
jacobienne
o oo z0) L (wo,0,20) 92 (w0, 30,20)
oz 05 Y05 <0 ay 05 Y05 <0 92 05 Y05 <0
0 1 0
0 0 1

0 . . o ..
et —f(yco, Yo, 20) 7 0. Par le théoréeme d’inversion locale, il existe un voisinage ouvert O de (xg, yo, 20) dans

Ox
R3 et un voisinage ouvert Q de F(zo, 0, z0) = (0,0, z0) dans R tels que Fo : O — 2 soit un diffSomorphisme
de O sur Q. Si (z,y,2) € 2NO, F(z,y,2) = (f(z,y,2) = 0,y,2) € QN{(X,Y, Z) € R® X = 0}. Réciproquement, si
0,Y,2) € Q,(0,Y,2) = F(z,y,2) = (f(z,y,2),y, z), pour un certain(z,y,z) € O. On en déduit que f(z,y,z) =0,
c'est-a-dire que (0,Y,Z) € F(ONY).
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1. -

6.b.
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Un corrigé du partiel du 29 novembre 2001 - Durée: 2h

Exercice 1

L’application L est linéaire. Cette application est donc C* ssi elle est continue. Or
IL(HIlF < ||flle- Donc L est bien C*°.

L’application B est bilinéaire. Cette application est donc C* ssi elle est continue. Or

|IB(u,v)||r = sup |u(z).v(x)] < sup |u(x)|. sup |v(z)| = ||u||F.]Jv||r. Donc B est bien
z€[0;1] z€[0;1] z€[0;1]

C*. De plus, d’apres le cours: Yu,v,h,k € F, DB(y.)(h, k) = u.k + h.v.

L’application ¢ est la composée suivante: ¢ = B o (L,L). Donc L étant C*, (L,L) aussi,
et B étant C™°, ¢ est bien C>°. Le théoréme des applications composées assure alors que
Vf,h € B, Dip(py(h) = B(L(f), L(R)) + B(L(R),L(f)) = 2.f".I"

L’application ® est la somme de ¢ et de l'application linéaire: ¢ : E — F, définie par
L(f) = f (autrement dit £ est l'inclusion de E dans F'). Or |[{(f)|lr = ||fllr < ||f]l&, donc
£ est une application C*. On en conclut que ® est une application C°°, et que Vf,h € E,
D@(f)(h) = 2.f/.h/ +h

Soit f € Q. Comme f’ ne s’annule pas sur [0; 1] et est continue sur [0;1], il existe ¢ > 0, tel
que Vz € [0;1], |f'(x)] > ¢. Si h est dans la boule ouverte de centre f et de rayon ¢/2 de
E,on a: ||f — h|lg < ¢/2, et en particulier |f'(z) — W/ (x)| < ¢/2, pour tout = € [0;1], ce qui
impose que |h/(z)| > |f'(z)| — |V (z) — f'(z)| > ¢ —¢/2 = ¢/2 > 0, ’est-d-dire que h € Q.

Montrons que quel que soit f € Q, D®y : E — F est bijective. Soit g € F', on cherche

& prouver qu’existe une unique application h € E, telle que 2f'h’ + h = g. Or comme

/' ne s’annule pas sur [0;1], ceci revient & résoudre (de fagon unique) dans E 1'équation
1

différentielle b’ + QTf/'h = QLf’ Le théoréme 1, assure que cette équation admet en effet une

unique solution (cette équation est linéaire du premier ordre, et les éléments de E s’annulent

tous en 0!). D® 4y est donc bien (linéaire continue) bijective.

Le théoréme 2, assure immédiatement, puisque E et F' sont complets, que [D® f)]*l est
continue, ou encore que D® 5y € Isom(E; F).

L’application ® est C* sur E, et quel que soit f € Q, D®) € Isom(E;F). Si fy € Q,
et si go = ®(fo), le théoreme d’inversion assure qu’existent deux voisinages ouverts Qy, et
Qg,, respectivement dans E de fy et dans F de go, tels que ® : Qg — Qg soit un C*
difféomorphisme. En particulier, quel que soit go € €y, il existe un unique f € Qy, tel que

o(f)=g.
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Exercice 11

33
L’ensemble ¥ N1I,, est ’ensemble des points (z,y, z0), avec y = ;— + 5 %%0; lorsque zy # 0;
20

il s’agit du graphe d’un polynome de degré 3, ayant l’allure suivante (selon que zp > 0, ou
que zg < 0).

25 >0 Z5 <0
A
0 2
/\ " ) e )
,ZO Z0
2) 22

Sizp =0, ¥NIIL,, est 'axe Oy. On en déduit l'allure générale de X.

z

3

3
Siz#0, (z,y,2) € Essiy = py(x,2) = ; + 5%, et ¢, : Q — R répond bien a la question,
z

car est C*° sur Q.

7]
Soit A = (a,b,¢) ¢ Py, c’est-a-dire que a—i(/l) # 0. L’application F : R? x R — R, définie
par F((y,2),z) = f(z,y,z) est C*, car composée de f (qui est C°*°) et de I'isomorphisme
lindaire L : R® — R? x R, défini par L(z,y,2) = ((y,2),2). On a F((b,c),a) = 0 et
P .
DoF(bc),a) - R h — a—i(A).h € R qui est bien inversible, puisque %(A) # 0. Le théoreme

de la fonction implicite assure qu’existent un voisinage Q) de (b, ¢) dans yOz, un voisinage
Q, de a dans Oz, et une application C™, ¢ : Q ¢y — Qq telle que Xp N (Qp,c) X Q) soit le
graphe de ¢, ou encore en appliquant L7, telle que © N (Qa X Qp,c)) soit le graphe de ¢.

0
Soit A = (a,b,¢) € P,. La condition G_f(A) = 0 signifie que x = 4 ou —z. P, est donc
z
constitué de Ogs et des points de ¥ N II,, quel que soit z € R*, qui correspondent aux deux

extrema locaux dex — y = ;C— - g% Si U est un voisinage (suffisament petit) de A # 0
z

dans R? et si V = m,0.(U) est le voisinage de (b,c) dans yOz obtenu en projetant U sur
yOz, quel que soit (y,z) € V, ¥ NU est coupé soit deux fois par la droite 7= 1({(y, 2)}), soit
une fois, soit zéro fois. Or si ¥ NYU était le graphe d’une application w, : V — U, X NU ne
serait coupé qu’une fois par la droite 7=1({(y, 2)}). Le méme argument au voisinage de Ogs
conduit &: ¥ NU est coupésoit trois fois par la droite 7~ ({(y, 2)}), soit deux fois, soit une
fois. On en conclut que ¥, = P,.

xxxiii
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L’application F' est C°°, et sa matrice jacobienne en A ¢ P, est de déterminant non nul
puisqu’égale a:

of of of
7@ 50 5
0 0 1

Le théoréme d’inversion locale garantit alors qu’existent un voisinage ouvert @ de A dans R3
et un voisinage ouvert  de Ogs dans R>, tels que F établisse un C* difféomorphisme de O
sur Q. Si (z,y,2) € ¥N0O, X = f(z,y,2) = 0. Réciproquement, si (X,Y,Z) € Qet si X =0,
il existe (z,y,2) € O tel que (X,Y,Z) = F(z,y,2) = (f(z,y,2),y, 2), et donc f(z,y,2z) =0,
ce qui équivaut a dire que que (z,y,z) € XN O.

Aux points A = (a,b,c) de ¥ pour lequel le théoréme de la fonction implicite s’applique
(par exemple si A ¢ P,), la notion de plan tangent est bien définie (il s’agit du graphe de la
fonction R? 3 /i — a+ Do, (E —(b,¢)) € R, ol p est donnée par le théoréme de la fonction
implicite), et d’apres le cours, celui-ci est A + ker D f(4), donc d’équation:

of
Jy

A -0 4z -0 =0

soit:
(=3a% +3¢%)(X —a) +2c(Y —b) + (2y + 622)(Z —¢) =0
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Calcul différentiel - Corrigé de 'examen du 24 janvier 2002

Probleme . — I1.1. — L’application ]?est différentiable en (z,y) si et seulement si existent une application
linéaire D f, ) de R? dans R? et une application o R? — R? de limite nulle en (0,0), telles que: quel que soit
(h k) € R?, f(z+ Ry + k) = f(2,y) = Dfiay (b k) +[[(h, )| (R k).

I.2. — Par hypoth ése, f est C-dérivable, en notant z = x + iy et f'(z) = a+ b, et en prenant les parties r éelles
et imaginaires de de (x), et en remarquant que |h + ik| = ||(h, k)|, on obtient:

p(z + h,y+ k) — p(x,y) = ah — bk + ||(h, k)||Re(e(h, k))

q(x+ h,y+ k) —q(z,y) = ak + bh + ||(h, k)| Im(e(h, k)).
C’est-a-dire que: N N
(@ +hy+k) = fz,y) = L(h, k) + [[(h, k)| u(h, k)
ot L: (h, k) — (ah — bk, ak + bh) est une application lin éaire et ot 1 = (Re(e), Im(e)) est de limite (0,0) en (0,0),
par continuit é de Re et de Im. f est donc diff érentiable, et de plus:

Sela) =a=Relf ()], Glr.y) = —b= Imlf(2)

0
ga (0 =b=TnlfG), Fhwy) =0 =Relf()]
I.3. — (z,y) € S~ si et seulement le d éterminant de la matrice jacobienne de f en (z,y) est nul. Or par 1.2, ce
d éterminant est a? + b2 |f'(z + iy)|%. Donc (z,y) € S~ ssi f/(xz+iy) =0.
I1.1. — Un polynéme ayant un nombre fini de racmeb, S ~, qui est ’ensemble des racines du polynome f’ est
fini. Son image A 7 par f~'est aussi fini. R? priv é d’un nombre ﬁni de points est un ouvert connexe, car connexe par

arcs. -
I1.2. f’ est un polynéme, donc continu. Par 1.2. on en d éduit que les d ériv ées partielles de f sont continues

(par continuit é de Re et de Im), et donc que f~€bt C'. Soit alors v € Q et u un ant éc édent de v. N beessairement,
puisque v ¢ A =f ( ) ¢ S+ 7 et D f(u est inversible. Le th éor éme d’inversion locale assure alors qu’existent des

voisinages ouverts O, et O, respectivement de u et v, tels que f\ou : Oy — O, soit un C*-diff éomorphisme. Quitte
a r éduire O,, on peut supposer que O, est inclus dans €2, puisque 2 est un ouvert. En particulier, ﬁou 10y — O,
est bijective, et tout ¢t € O, admet un (unique) ant éc édent par fdans O, ie O, C f(Rz). On vient de prouver que
O, est un voisinage de v inclus dans N f(R?), donc que QN f(R?) est un ouvert de R2.

I1.3. Soit v € 2\ f(RQ) et it (v, )nen une suite de f(R?) de limite v. On note u,, un ant éc édent de v,,. S’il
existe une sous-suite born ée de (un)neN, on peut en extraire une sous-suite (unk) ken convergeant vers u. Or comme

quel que soit k, f(unk) = vp, a our limite v, par continuit é de f, on obtient f(u) = v, ie v € f(R?). Ce qui est
contradictoire. On en conclut que nlin;o |un| = co. Mais comme f est un polynome, nlingo |f(up) =00 #v! Ona
donc prouv é que Q\ f(R?) est un ouvert.

II.4. Le connexe Q est r éunion des deux ouverts Q\ f(R?) et 2N f(R?), donc égal & I'un d’eux; ie que les
points de £ ont soit tous un ant éc édent par ]?, soit aucun.

I1.5. Siles points de §2 n’ont pas d’ant éc édent par JF‘V, les seules valeurs de fsont donc les él éments de A;;, qui

est fini. Or un polynéme ne peut pas prendre qu'un nombre fini de valeurs (puisque par exemple | l‘im |f(2)] = o0).
Z|— 00

On en conclut que les points de €2 ont tous un ant éc édent par f Or R? = f(SF) U €, done tous les points de R?
ont un ant éc édent par f, et ainsi fest surjective.

I1.6. ]?étant surjective, (0,0) admet un ant éc édent par f, donc f admet (au moins) une racine; ce qui prouve
le th éoreme fondamental de l'algebre.

Question subsidiaire. Soit v € QN f(Rz). Les ant éc édents de v par f sont en nombre fini, puisque le
polynéme f(z) — v n’a qu’un nombre fini de racines. On note w;, ..., u, ces ant éc édents. On est siir que D f(,,) est
inversible, puisque v ¢ A}vz f(S}v) La question II.2. assure qu’existent des voisinages ouverts O, 1,...,0y, de v

dans R? et Ouys--3 0y, de uy,...,u, dans R2, tels que J?\Ouj : Oy, — O, ; soient bijectives, 1 < j < p. Quitte a

P

restreindre les O,,;, on peut supposer qu’ils sont deux a deux disjoints. Notons £, = m Oy,jet Qy, = f'*l(QU)ﬁOuj.
j=1

f|gu] : Qy; — £, est bijective, quel que soit 1 < j < p, et comme les O, sont deux a deux disjoints,

I’ équation t = f(&‘) posséde au moins p racines distinctes respectivement dans O, ..., Oy, .
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En r éalit é le nombre de ces racines est exactement p. En effet si I’ équation ¢, = f(s) poss éde une racine
sp hors des voisisnages O,;, quel que soit la suite (tn)nen convergeant vers v, on montre que |s,| — oo, ce qui
contredit f(sn) = t, — v (proc éder comme dans I1.3.). On vient de prouver que la fonction qui & v € Q associe le
nombre d’ant éc édents de v par fest localement constante sur : elle vaut 0 sur € \ _}T(RQ) et est loc. constante
sur 2N f(RZ). Comme {2 est connexe, cette fonction est en r éalit é constante sur €. Par I1.5., elle ne vaut pas 0, et
donc elle vaut p > 0. (On montre que p = deg(f). Ce r ésultat s'énonce ainsi: f est un revétement de degré deg(f)
en dehors des valeurs critiques A?.
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Corrigé de 'examen partiel du 21 novembre 2002

Questions de cours. — 1. — A= BB #4~, A+ C,C = A,C = B,B #= C (on trouve les
contre-exemples dans le cours).
2. — f:Q — U est un difféomorphisme ssi f établit une bijection entre 2 et U, f est différentiable sur €2 et
! est différentiable sur U. Si f est de plus C* sur Q (k > 1), on sait que f~! est aussi C* sur U, des que E et F
sont complets (Théoréme 3.5).

3. — Théoreme de la moyenne : Soient E et F' deux espaces vectoriels normés, {2 un ouvert de E et f : 2 — F une
application différentiable sur Q. Soient a,b € Q2 tels que [a,b] € Q, onaalors: ||f(b)—f(a)|| < sup [|Dfe)(b—a)llr <
£€a,b]

sup | Dfe)llce:r b —ale.
£€la,b]

Exercice I . — 1. — L’application B est bilinéaire, et Vf,g € E, ||B(f, 9)llcc = If - 9lloc < || flloc - 19]ls0,
<

puisque la majoration V¢ € [0, 1], [f(¢) - g(t)] < \f( )I 9@ < N flloo - lgllocs donne [[f - glloo < [[flloo - [[glloc- On en
déduit la continuité de 9B, donc le caractére C*™° .

L’application A est linéaire. La continuité rebulte de Végalité : Vf € E, |A(f)lexe = ||f]lco- A est ainsi C*™

2. — Ona: b=2BoA. Le Théoreme des applications composées et la question précédente montrent alors que b
est C™. De plus : Vf € E,Vh € E,Db(f)(h) = (D%(f,f) o DA(f))(h) = D%(fyf)(A(h)) = D%(Lf)(h,h) =2 f - h.
3 . — L’application L est linéaire. Ceci résulte directement de la structure d’espace vectoriel de E et de la définition

du symbole o : Vfu € EEVA € RL(f+X-u) = (f+X-h)og= fog+A-uog =L(f)+ A L(u). De plus
L)l < [, done L st

4 n a = B o (L,b). Comme [ est bilinéaire continue par hypothese, 5 est C*°. Le caractere
C¥ de L et b donne le caractére C* de ® ((L,B) est C*° car ses deux composantes le sont). On a alors :

Vf € E,Vh € E,D®5)(h) = Dffog,52)(L(h), Db(5) (h)) = ﬂ(f 09,2 f-h)+B(hog, f?).

5. — Llapplication W est lindaire et Vf,h € E, || [¥(f)](h) [« < 2/l - IIfHoo +lloe - 1 £lleo = 3l1Plloc - 1flloo-
On en déduit que Vf € E, [¥(f)|lzz:p) < 3Hf|\ . ¥ est ainsi continue, donc C
p est bilincaire ot V1, h € B, € L(E:E). | [o(£.0)(Wlloc = If - €AY < [IFll - 1610 < 1 Fllo - [l iz - Il

Ce qui donne ||¢(f, ) HL(E;E) < HfH HZH et prouve la continuité de ¢. L’application ¢ est ainsi C*°
Comme B = 3,Vf € E,Yh € E,D®j)(h) = 2-f -h-(fog)+f*-(hog) = f[2-h-(fog)+(hog)-f] = f-[[T(/)I(h)] =
[p(f; W()I(R), dou Vf € B, DOs) = [p(f, ¥(f))], et ainsi DO = p o (Idg, ¥).

Par le théoréeme des applications composées, on en déduit : Vf, h € E, D2<I>(f>(h) = Do ui))(h, ¥(h) =
(f; W(h)) + ¢(h, W(f)). On en conclut que : Vf,hk € B, D@y (h)(k) = o(f, U(h)(k) + o(h, W(f))(k) =
f[2-k-(hog)+ (kog)-hJ+h-[2-k-(fog)+ (kog)- f]. Noter que E x E > (h, k) +— D?®y)(h)(k) € E est

bilinéaire.

Exercice II . — 1. — Soit a € Q, on considere C, = {b € Q,3¢(a,---,b)}. Soit alors b € Cq et r > 0 tel
que la boule ouverte B(b,r) de centre b et de rayon r soit contenue dans 2. L’existence d’un tel r est garantie par le
fait que Q est ouvert. Si c € B(b,r), la convexité de la boule B(b,r) () assure que le segment [a, c] est contenu dans
la boule B(b,r), et donc dans . Comme il existe £(a,---,b) C £, on en déduit que £(a,---,b) U[b,c] C Qie c € C,.
On a donc prouvé que B(b,r) C C,, ce qui montre que C, est un ouvert (1).
p—1

2 . — Soient a, 3 € C,. Quelle que soit la ligne brisée £(«, -+, 3) = U [aj,a;j11] joignant a & B (ie ap = o, ap = ),
j=0

comme [ est différentiable sur et comme Vj € [0,p — 1], [a;,a;41] C Cq C €, le théoréme de la moyenne donne :

() Dans tout espace vectoriel normé une boule (ouverte ou fermée) est convexe. Soit en effet B(a, R) une

boule (disons ouverte) de centre a et de rayon R d’'unevn (E, || ||). Soient z,y € B(a, R). z € [z,y] ssi il existe

t €10,1] tel que z = (1 —t)z+ty. Onaalors |[[z—al = [|[(1—t)(z—a)+t(y—a)|| < (1—t)|[|lz—al| +t|ly—al <

(1-t)R+tR =R, donc z € B(a, R).

(1) Comme R est une relation d’équivalence, I’ensemble des classes d’équivalence par R forme une partition

de 2. On peut écrire : 2 = U Cya,, avec I un ensemble d’indices tel que i # j = Cq4; N Cq; = 0. Comme

iel

Ca; = 2\ U Cq,, et comme U C,,; est un ouvert de Q (puisque chaque C,,; est ouvert par la question 1),
i€l,i#] i€l,i#]

on en conclut que chaque classe C, est aussi un fermé de €. Les classes sont ainsi les composantes connexes

de €, et si Q est connexe, Va € Q, C, = €. Ce qui montre que si 2 est connexe, deux points de €2 peuvent

étre joints par une ligne brisée de (2, et donc que €2 est connexe par arcs.



xxxviii Corrigés des exercices et des problemes - Année 2002-2003

[f(aj+1 —aj)llr < sup [[Dfig)llc@nimllajsr — ajll < sup IDfe)llc@nimllajer — ajll. On en déduit, grace a

€laj,aj+1
p—1 p—1
I'inégalité triangulaire, que : || f(8)— f(a)||r < Z I|f(ajs1—a;)] < ;11Cp 1D fe)lc@r;my Z laj+1—aj]|. Donc quelle
j=0 €la j=0

que soit la ligne brisée £(c, -+, 5) : [|f(B) — f()lr < sup || Dfie)lle@wniml€(a,---,B)]. Cette derniere majoration
§€Ca

donne enfin : || f(3) — f(a)|lr < ;1le 1D fie) |l cnsry - d(e, B).
€Cq
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Un corrigé de 'examen du 6 février 2003

Exercice I . — I.1. — L’application II,, est n-linéaire. Sa continuité vient de la majora-
tion = [IL,(f1,- -, fo)ll < ISl Ifnll. Cette application est par conséquent C*™, et quels que soient

(fr,--  fn), (ha, -+ h) € E™, DIygy o gy (hay oo hy) = Zfl e ficahifiva o fa
j=1

1.2. — Les applications Cos : E — E et Sin : E — E définies par Cos(f) = cosof et Sin(f) = sinof sont C*
(voir Exercice I de 'examen de septembre 2003, ou réaliser ces applications comme séries d’applications C=°) et de
plus DCosg¢(h) = —hSin(f) et DSing(h) = hCos(f). Notons p : E — E™ lapplication linéaire (dont on montre
facilement qu’elle est continue) définie par : p(f) = (f, -, f). Comme F, = CosolIl, opet G, = Sinoll, op, on
déduit de la prémiere question que F, et G,, sont C™ et que : quels que soient f,h € E :

DE,s)(h) = —n.h.f" L.Gu(f),  DGy(p)(h) =n.h.f" LE,(f)

I.3. — L’application ® est linéaire. De plus [|®(f)(h)|| < [If|.II7]l, ce qui prouve que [|®(f)|z(ee) < [If] et
que & est continue (et que ||®||z(pc(z;m) < 1). On en conclut que ® est C*°. On peut aussi remarquer que ®

définie par E)( fyh) = ®(f)(h) est I'application Il, qui par la premiére question est bilinéaire continue, puis invoquer
lisomorphisme ~ : L(E,E;E) — L(E; L(E; E)).

I.4. — Ona: DF,=-n®ollyo(Il,_1,G,) et DG, = n.® oIz 0 (II,,_1, F,,). Par le Théoreme des applications
composées, F,, et G, sont C>. On remarque que pour obtenir ce résultat, il suffit de prouver que F, et G, sont
différentiables (par une récurrence croiséee que permettent les expressions de DF,, et DG,,).

1.5. — Le théoréme de la moyenne montre que quel que soit z € R, |sin(z)| < supg| cos(z)|.|]z| < |z|. On en déduit
que quel que soit f € Bg, [|[Fo(f)|l < |If*|l < R et donc, puisque E est complet, que quel que soit f € Bg, la série
Z anF,(f) est convergente et définit par conséquent bien un élément de E.

neN

L1.6. — Ona: [[DE,p(h)| < nlhl.|f]""", Ce qui donne : |[DF, | < n.f]""!. Or la série Z N.ap.r" a
neN*

méme rayon de convergence R que la série dont elle est la dérivée. On en conclut que la série f — Z an.DFy(y) est

localement uniformément convergente sur Br. Par le Théoréeme du cours relatif a la diffé]rentiabﬁbietlzI des séries, on

en conclut que f — S(f) est différentiable sur Bg (en réalité C*°, il suffit de majorer de la méme fagon toutes les

différentielles), et DS = Z an.DF,.

neN

Probléeme

L1. — (x,y) € V ssi g2+ 22y — 22 = 0. En résolvant cette équation du second degré en z, on obtient :
(z,y) € Vssi z =y + |ylv/1+y. Comme z > 0, nécessairement y > 0, et dans ce cas la seule solution permise

est : 2z =y+y/1I+y. On en déduit que (x,y) € V ssi z = \/y+yy1+youz =—/y+yy/1+y. Onen

conclut, en notant ¥_ : [0,400[3> y — \y+yy/1+y € R_et ¢y : [0,+0> y — \Jy+yy/1+y € Ry que
{(z,y) € V;x <0} est le graphe de ¢_ et {(x,y) € V;x > 0} est le graphe de ¢;. On vérifie facilement par le calcul
que lirgl+ Y (y) = —oco et li][(r)l+ ¥l (y) = +o0.

y— y—

1.2. — Comme v, et ¥_ sont continues et comme v (0) = ¥_(0), lirll Y (y) = 400, limy_. o0 Y_(y) = —o0,
y—-+oo

par le théoreme des valeurs intermédiaires, on a : Vo € R, il existe y, € Ry tel que (z,y,) est dans le graphe de
1. Par stricte monotonie de ¢4, y, est unique. De méme Vz € R*, il existe y, € R_ tel que (z,y,) est dans le
graphe de 14 et par stricte monotonie de ©_, y, est unique. On a donc défini une application ¢ : R — R, par
©(x) = yz. Le graphe de ¢ est V, et par construction la restriction ¢4 de ¢ & Ry est bijective, d’inverse ¢4. De
meéme la restriction ¢_ de ¢ a R_ est bijective, d’inverse 9_.

o
1.3. — fest C™ et quel que soit (z,y) in V tel que = # 0, a—i(ﬂc, y) = 3y% + 222 # 0. Par le théoréme de la fonction

implicite, Papplication qui & x associe y, est C>°. Mais cette application est ¢.
Comme la restriction de ¢ & R a pour inverse 14, par la question 1 on obtient lim ¢'(x) =1/ lim+ Yi(y)=0
y—0

z—0

et de méme lil%l o'(z)=1/ lirgl+ ¥ (y) = 0. C’est-a-dire que lin%) ¢'(x) =0.
r—0— y— r—

I.4. — o est continue sur R et dérivable sur R, le théoreme des accroissements finis assure que pour tout z € R4
z)— (0 x)— (0
#lz) = 2(0) = ¢'(0,.), on en conclut que : lim+ #lz) = ()
— z—0 xTr —
dit ¢ est dérivable a droite, de dérivée nulle. Les mémes arguments montrent que ¢ est dérivable a gauche, de dérivée
nulle. On en conclut que ¢ est dérivable en 0, de dérivée nulle. De plus comme lin}) @' () = ¢'(0) et ¢ est C*> sur
T

existe 8, €]0, z[ tel que : = lirgl+ ©'(0) = 0. Autrement

R*, on a : ¢ est C! sur R.
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0
I.5. — Le théoréme de la fonction implicite ne s’applique pas en (0,0), car —f(0,0) = 0. On ne peut donc pas

dy
appliquer ce théoréme pour montrer que V est localement en (0,0) le graphe d’une application ¢!, au-dessus des z.
Cependant comme le montre la question précédente, V' est localement en (0,0) le graphe de 'application ¢, qui est
C! au-dessus des z. Cette étude montre que la réciproque du théoréme de la fonction implicite n’a pas lieu.

x=U_(y) x=0,0y)

IL.1. — Comme F(, ;) est de degré 3, il est le produit soit de trois polynomes de degré 1, soit en d’un polynome de
degré 1 et d’un polynéme irréductible de degré 2. Dans le premier cas F(4,) possede trois racines, et une seule dans
le second.

I1.2. — yo est racine multiple de F{, ;) ssi F(’a b) (yo) = Flap)(yo) = 0, ie ssi (a,b,y0) € H NXE. Par définition, A est
I'ensemble des parametres (a,b) tels que F{q4 ) possede une racine multiple, on en déduit que A est la projection de
HNX sur R?a,b).

I1.3. — (a,b) € A ssi F<’a b)(yo) = Flap)(y0) = 0ssi 3y>+a = 0et y*+ay+b=0. On en déduit que y =+ (—a/3)t/?

et b = —y* — ay. Finalement (a,b) € A ssi b = 2(—a/3)%/? ou b = —2(—a/3)%/2. On en déduit 'allure de A et que
le nombre de composantes connexes de Rib \ A est deux.

II.4. — Soit (a,b) € Ri’b tel que F{qp) possede trois racines distinctes y1, Y2, y3. Nécessairement (a,b) ¢ A, et donc
(a,b,y1), (a,b,y2), (a,b,ys), ne sont pas dans . On a alors : F(’a7b) (y1) # 0,7 € {1,2,3}. En applicant le théoréeme
de la fonction implicite & F' en chacun des points (a,b,y;) de H, on obtient l'existence de voisinages ouverts ; de
(a,b) dans R?a’b) et I,, de y; dans R et d’applications C*°, ¢; : Q; — I, telles que H N §; x I,, =Graphe(yp;).
Comme les y; sont distincts, on peut supposer, quitte a restreindre chaque I,,, que ces intervalles sont disjoints. On
peut aussi poser Qg p) = N?_,€;. On en déduit que si (o, §) € Qap)> e1(, B), p2(a, B), ¢s(a, B) sont trois racines
de F, g, distinctes puisque les intervalles I,,, sont deux & deux disjoints.

II.5.a.b — Si (a,b) est tel que F,; ne possede qu'une racine yo, (a,b) ¢ A, et comme pour la question
précédente, le théoreme de la fonction implicite donne existence d’applications C™, @o : U(qp) — o, ot U(qp)
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est un vosinage ouvert de (a,b) dans Ri,b, Iy un voisinage ouvert de yo dans R et H N (Up) x Io) est le
graphe de . On en déduit que si (o, ) € Uap), po(a,3) est une racine de F,g. On peut alors écrire
Fos(y) = (y—wo(a, 8))(y*+ By+C) = y®+ay+ 3. On obtient par dentification : B = ¢o(a, 8) et C = a—p3(a, ).
Le discriminant de 32 + By + C) est par conséquent une fonction continue de (a,3). Or ce discriminant est par
hypothese strictement négatif en (a,b); il le reste donc dans un vosinage de (a,b) inclus dans Uy et par suite, pour
(o, B) est dans ce voisinage, Fy, g ne posséde pour racine que gg(a, 3).

II.6. — Les questions 4 et 5 montrent que v est une fonction localement constante sur Ri,b \ A, et donc constante
sur les deux composantes connexes de ]Ri’b \ A (égale a 1 ou 3).

I1.7. — L’arc v, d’équation (b = —a?/4,a > 0), rencontre A seulement en (0,0), car les systemes b = —a?/4, b =
2(—a/3)3/? et b = —a?/4, b = —2(—a/3)*/? n’ont que (0, 0) pour solution. L’arc y\{0}, d’équation (b = —a?/4,a > 0),
étant connexe, il est contenu dans une des deux composantes connexes de Rib \A. Comme cette composante connexe
est aussi celle de (1,0), et que F1 o(y) = y(y*>+1) n’a qu'une seule racine, quel que soit («, 8) € ¥(R*), F, 5 n’a quune
seule racine ¢o(c, 8). Par le théoréme des applications composées, 'application R\ {0} 3 z — y = ¢o(222%, —2*) € R
est C*°. Le graphe de cette application est {(z,y) € Ri,b; Fop2 _pa(y) =0,z # 0} =V \ {(0,0)}

b=2(-a/3)*”

NG

Ra)Posséde 3 ragine

) racine triple
racines sur cette composante ) /
a

Faby POSSEde 1 racine sur cette composante

!

2
b=-a /4

1 racine simple, 1 racine double

(V(x), $e¥(x))
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Un corrigé de I'’examen du 4 septembre 2003

Exercice I . — I.1l.a — La fonction g est dérivable sur ]0,1] et continue sur [0, 1], puisque dérivable sur R. Le théoréme des
accroissements finis donne l'existence d’un réel ¢ €]0,1[ tel que : g(1) — g(0) = ¢’({)(1 = 0). Or ¢'(¢) = k.(¢'(y + (- k) — ¢’ (y)). 1l suffit
alors de poser y + ¢ -k =&, car £ € [y, y + k].

I.1.b — On remplace y par f(z) et k par h(z) dans (*).

I.l.c — f étant continue, f([0,1]) est un intervalle fermé et borné. Notons-le [a,b]. Comme par hypothese ||| < 1, (f + h)([0,1]) C
[a—1,b+1].

I.1.d — Sur Uintervalle I, ¢’ est uniformément continue. Etant donné e > 0, il existe alors 7 > 0 tel que [€ —y| < n = |¢'(€) —¢'(y)| < e.
Or si ||h|| < n, quel que soit z € [0,1], | f(z) — &| < 7, lorsque &, € [f(x), f(z)+ h(x)]. L’inégalité (+*) donne alors I'inégalité demandée.
I.1.e — Par la question précédente, la définition de la différentiabilité de ® en f est vérifiée et de plus D® sy : E 3 h— h.¢' o f € E ssi
lapplication E 3 h +— h.¢' o f € E est linéaire et continue. La linéarité est immédiate, et comme ||h.¢’ o f|| < ||h| -suI? | (w)| et que ¢’

ue
est continue sur I, donc bornée sur I, la continuité est établie.

I.2.a— L est facilement linéaire et comme ||L(u)(h)|| < [Ju|.]|}]|, on en déduit que L est continue et que ||L(u )Hl:(E B < |lu||. L’application
L étant facilement linéaire, la derniére inégalité prouve la continuité de L et ainsi son caractére C*°. De plus ||L|| L(B:L(E:E) < 1.
I.2.b — On a clairement D® = Lo ®.
I.2.c — Soit f € F et (fn)nen une suite de E de limite nulle (on peut supposer que Vn € N, ||f,]] < 1). On en déduit, comme
a la question L.l.c que que quel que soit n € N, (f + f,)([0,1] € I et f([0,1]) C I. Soit € > 0. Comme a la question I.1.d
il existe n > 0 tel que |z —y| < n = |¢'(2) — ¢'(y)| < e. On en déduit que, dés que n est assez grand pour que an|| < n,
ID(f + fn) —®(f) = @ o (f + fn) — ¢ o f|| < e. Cest-a-dire que O(f + fn) — (f), quand f,, — 0, ce qui est la continuité de ® en f.
Comme D® =L o ® et que L est C°°, on en conclut que ¢ est CL.

Montrons par récurrence sur p que “@ est C¥ = ® est C*”. On vient de prouver cette proposition pour p = 1. Supposons la vraie
pour Uentier p et montrons alors qu’elle est vraie pour p+ 1. Si ¢ est CP*1, ¢’ est CP et par hypothese de récurrence ® est alors CP. Mais
comme D® = Lo ® et que L est C*°, on en déduit que D® est CF, c’est-a-dire que ® est CPH.

Exercice II . — II.1 — L’application eg : E > f — f(0) € R est linéaire et comme |f(0)| < || f]|, cette application est continue,
A,, étant la somme de cette application et de ’application constante E 3 f — n? € R,
A,, est C*°.
I1.2 — e étant continue et Pensemble Ny des carrés d’entiers étant un fermé de R, e; ' (Ny) et un fermé de E et donc Q = F'\ e ' (Ng)
est bien un ouvert de FE.
II.3 — i :R* — R la fonction définie par i(t) = 1/t. On a ¢, =i0 A,. Comme A,(Q2) C R* et que A, et i sont C*°, ¢, est bien C*.
On a de plus : Dy (h) = [Digen(f)) 0 DAn(p))(h) = (o (f))-DAns) () = %’

I1.4 — Soit f € E, on a, des que |f(0)] < n2/2, |f(0) +n?| > |n?| — |£(0)] > n?/2, et donc : | | < 2/n%. Comme la série

1
f(0) +n?
Z 1/n? converge, il en est de méme de la série Z on(f).
neN neN

h(0) [Pl 1 L
I1.5 — On a |Dy,p(h)| = | | < , ce qui donne : || Dp,p |l < ——————. Soit f€Netr>0tel que
ol SO * 1T 1O wleen = fas R
BE(f,r) C Q. Quel que soit g € BE(f,7), |g(0)| < |f(0)] +r. Des que n est

tel que n2/2 > [£(0)| + 7, on & : ¥g € BE(£.1), [Deniyllzipm < |

7| 4/n* et donc la série Dy,, est normalement
2)2
(9(0) + ) 2

convergente sur BZ(f,r). On en déduit que cette série est localement, uniformément convergente sur 2. Comme de plus, par la question
précédente, Z (pn converge simplement sur € vers ¢, on en conclut que ¢ est différentiable sur €2 et que Dp = Z Do,

neN neN
I1.6 — L’application Ly(a) est facilement k-linéaire et comme |Li(a)(hy,- -, k)| < |a|.||h1|| - - - ||hr||, cette application est continue. De
plus L@ £ < Jal
ILI.7 — Lj est facilement linéaire et la derniére inégalité montre que L est continue (et que ||L||£(R,£(EX___XE_R)> < 1). On
a déja prouvé que Dy, = L;oc o g, Montrons que Yk € N* DFp, = Lp oc, o ¢, par récurrence sur k. Fixons

k € N* et supposons que DFp, = Liocy o, On a alors: D(D%p,)(h) = D" o, (h) = (L o Deggp, () ©

D(pn(f))(h) = Lk[C}C((pn(f))(D(pn(f))(h))] = Lk[(fl)kk)'(k’ + 1) (f(O) +n2)k(f(0) T nZ)Q]. On en déduit : Dk+1<pn(f)(h1, o ‘,hk+1) =
(=D (k+1)!

G0y £ noyerz 1 (O):h2(0) -1 (0) = [Lair © cisn 0 @al (F) (i, - ).

- ) . k!
I1.8 — On a, d’apres la question précédente : HDk(pn(f)HE(Exme;R) < W

Dl gy (ha)(ha, - hy) =
On en déduit, comme pour la question IL.5,

que Z Dkapn est localement uniformément convergente sur €2, quel que soit k > 1, et donc que ¢ est C*°. De plus on sait qu’alors :
neN
DFp = Z chpn = Z Li+1 0 Cry1 0 @n, ce qui par continuité et linéarité de Ly est Ly o Z Ck+1 © ¢n et donne bien ’égalité demandée.
neN neN neN

Exercice III . — IIL.1 — H' est la sphére unité centrée de R? et Hs est le produit O, x P avec P la parabole de 0, d’équation

z=1-—1y9>2
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ITII.2 — Considérons f comme définie sur le produit O, x O ., ¢’est-d-dire que la premiere variable de f est y et la seconde (z, z). Dans
ces conditions, Do f(y (z,2)) € E(RQ; Rz) a pour matrice représentative dans la base canonique de R? :

of 2f1

%(C%yvz) E(%%Z) B <2$ Zz)
0f2 dfs L0 1
e (z,9,2) e (z,y,2)

Cette matrice est inversible ssi z # 0 ssi (z,y, 2) # P,Q ou R. Comme f est C*, le théoréme de la fonction implicite assure le résultat.
L3 — T,,.={(2,2) € Op ;2 +y?+22 =132 =1-2} = {(2,2) € Oy ;22 +1—2+22 =1} = {(z,2) € Oy ;2% = 2z — 22}
L’application z — v/z — 22 est définie sur [0, 1], croissante sur [0,1/2], décroissante sur [1/2, 1], et son graphe possede des demi-tangentes
verticales 0 et en 1. On en déduit, puisque I'; . est la réunion des graphes des deux applications z — V=22 et z — —/z — 22, que
I'; . a P'allure donnée par la figure ci-dessous.

Toy ={(2,y) € Osyiz® +y° + 22 = Lz =1-y*} = {(2,y) € Ozys2® + 9> + (1 = 9?)* = 1} = {(2,p) € Ouy;2° —y* +y* =0}
L’application y — +/y? — y* est définie sur [—1,1] et paire, croissante sur [0, \/W], décroissante sur [\/1/_2, 1], et son graphe possede
des demi-tangentes de pente 1 en 0 et verticale en 1. On en déduit, puisque I';, est la réunion des graphes des deux applications

y— VY2 -yt ety — —/y? —y4, que I'; , & Dallure suivante :

z y

12
12

2 X

On en conclut que I' a l’allure suivante :

Au voisinage de @ et R, I" n’est pas la graphe d’une application du type de ¢, car I" rebrousse en @ et R le long de O, : si m, est la
projection de R? sur Oy, Ug un voisinage de @ dans RR®, on peut trouver b € Oy, b < 1 (suffisament proche de 1), tel que W?;l({b})ﬁl"ﬂuQ
est un ensemble constitué deux points.

III.4 — Considérons f comme définie sur le produit O, x Oy ., c’est-a-dire que la premiere variable de f est x et la seconde (y, z). Dans
ces conditions, D f(z,(y,2)) € £(R2; ]Rz) a pour matrice représentative dans la base canonique de R? :

ay Y, 62 Y, B 2y 2
0fs 0f2 T\2y 1

a_y(x7y>z) E(:L‘JJVZ)

Cette matrice est inversible ssi (y # 0 et z # 1/2) ssi (z,y,2) # P, A1, A, Az, Ay (ot Ay, Ay, A3, Ay sont les points de T tels que z = + ou
—1/4/2). En particulier cette matrice est inversible en @ et R. Comme f est C™, le théoreme de la fonction implicite assure le résultat.
En revanche, le croisement de I' e P interdit, qu’au voisinage de P, I soit le graphe d’une application au-dessus d’un voisinaged’unedroite
de coordonnées.

ITL.5 — Si (a,b,c) # P, la droite tangente en (a,b,c) est (a,b,c) +ker(D fap.c)) i€ :

a(X —a)+bY —b)+c(Z—-c)=0, 2b(Y —b)+(Z—c)=0.
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Corrigés des exercices et des problemes - Année 2003-2004

Corrigé de I'examen partiel du 19 novembre 2003

Questions de cours. — C = B= A, A% B, A% C, B# C (sauf si f est I'application linéaire nulle).

Probléme. 1.1 — L’application ¢ est linéaire. Sa continuité résulte de la majoration : ||(0,h)||rxe < ||h] &-
I-2. — Soit ¢t € I. L’application L est la composée D f(; 4, 7. Elle est donc linéaire et continnue.
I-3. — Q, =i;, (). L’application i, étant continue, et 2 étant un ouvert, €2, est un ouvert de E. De plus o = 29 + 0p € €,

donc O € Qg,.

I-4. — Soit ¢t € I. L’application M est la composée M = for, ot T est 7(h) = (t,zo+h). f étant C* et 7 étant C*> (de différentielle
D7(q)(k) = (Or, k)), on en déduit par le théoreme des applications composées, que M est C! et que DMey(h) = D f(1,z+¢)(Or, h).

I-5. — Soit ¢ € I. L’application @ 4, est la somme de L, de M et de la constante f(t,z¢). Elle est donc de classe 1 et
Dot o) (e) (k) = D fit,00+6) (Or, k) — D fit,2)(Or, k).
On a donc (t,&) = Dop 40)@e) = RoDfoo —RoDfos, ot ot,§) = (t,xz0 + &) et s(t,§) = (t,20). R est linéaire continue (car
(u, h) — R(u)(h) est bilinéaire continue), o et s sont C* (car leurs composantes le sont). Comme Df est par hypothése continue sur
J X Q, (t,8) = D[t,z0)(e) est continue sur I x Q.

I-6. — Soit ¢t € I. L’application : (u,&) — ||D[@[u,ze]l(e)lc(zr) st continue en (¢,0g), car composée de I'application continue
de la question précédente et de la norme || ||z(g;r), qui est elle aussi une application continue sur £(£;R) (les normes sont continues,
d’aprés la seconde inégalité triangulaire). Comme cette application vaut 0 en (¢,0r), pout tout € > 0, il existe , un voisinage ouvert
de O dans €2, I; un voisinage ouvert de ¢ dans I tels que :

(u,€) € I; x QU = || D@l < e

I-7. — Vlintervalle I est recouvert par les intervalle I;, puisque Vt € I, t € I;. Soit alors un recouvrement fini de I par de tels
n

intervalles I, ,---, I, (par compacité de I). Clairement U,, = m thfo est un ouvert de £ contenant Og et répondant a la question, car
j=1

quitte a choisir une boule centrée en Og de rayon suffisamment petit pour que cette boule soit dans Uy, , on peut supposer U, convexe.
(la compacité est ici essentielle, car rien n’assure que l'intersection non finie ﬂ Qf  fournissent un ouvert non vide !)

tel
L’application ¢ 4, est différentiable sur Uy,, qui est convexe. Le théoreme de la moyenne entre Og et h, lorsque h € U,,, donne :
[P1t,20](R) — Pleao)l = [f(E 20 + h) = f(t20) = Dfit,20)(Or, )| < supeepo, n) 1D?,z0)e) |l - [IRll- Or par la question précédente,

Dot zo)e) | < €, dés que h € Uy, (indépendamment de ¢ € I). On en déduit que : supgco,, n) [|DP[t,z0)(6) | < € pour h € Usy,.
I-8. — Par la question I-7, on a : (t,h) € I x Uyy = |f(t, 20+ h) — f(t,x0) — Dft,20) (O, h)| < e||h]|.
On en déduit que, des que h € Uy, :
|#(x0 + h) = ¢(xo) — /[ Dtz 0%, h) di| = | /[ S+ h) = f(t,20) = D f(t,00)(Om, ) dt]
0,1 0,1

)

< / F(t 0 + ) — F(8,20) — D fe.u0 (O, B)| dt < / e | dt = e
[0,1]

0,1
I-9. — La question précédente montre que ¢ est différentiable en z¢, de différentielle D¢ (h) = / Df(t710)(OR,ﬁ) dt ssi
[0,1]
Esh— D ft,20)(Om, fz) dt € R est linéaire et continue. La linéarité de cette application est claire, elle résulte de celle de I'intégrale
[0,1]

1D f(t 20y (Or, B)| dt < / D ft.eoyll - | (O, R)|| dt < ||B]) - / IDft.a0) | dt. Or

et de L. D’autre part, \/ Df(t,mo)(OR,i_i) dt| < /
[0,1] [0,1] [0,1]

[0,1]
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I'application ¢ — || D f(; 4,) || est bornée sur le compact I, car continue (f est C 1), Son intégrale est alors également bornée, ce qui prouve

la continuité de E 3 h +— / D f(t,20) (O, fz) dt € R.
[0,1]

)

II-1. — Si () a lieu, (xx) aussi par le théoréme de Schwarz.
II-2. — L’application f est C*, car composée d’applications C* et de u et v, qui sont C'.
II-3. — Un calcul rapide (en utilisant le théoréme des applications composées) montre que :
g(t x,y) = u(t.z,t )+xt@(txt )+ t@(txt ) et
gac”y_ ., ty gx’y ygx,y
a—i(t, z,y) = v(t.x, t.y)+ y.t.a—Z(t.x,t.y) + x.t.a—Z(t.x,t.y)
ou 0 0 ou 0
II-4. — Ona: E(t,x,y) = u(t.z,t.y) +t.x.a—Z(t.x,t.y) +t.y.a—Z(t.x,t.y). Donc par (*x), on obtient : W(t,x,y) = %(t,x,y).
0 oV
De méme : a—gjj(t,z,y) = W(t,x,y).
II-5. et II-6. — D’apres la partie I, 'application ¢ est différentiable sur 2, puisque f est C!, et ses dérivées partielles sont
¢ of . 0¢ of .
a—y(w,y) = Do) (1,0) = /0 ) Dft,2)(Or, (1,0)) dt = /01 a—i(t,x,y) dt, de méme %(Jc,y} = /0 ) %(t,x,y) dt . Mais par la
[0,1] (0,1] [0,1]
. PR of oV
question qui précede, on a : —=(t,x,y) dt = —(tyz,y) dt =V (1,z,y) — V(0,z,y) = v(z,y).
0.1 9 (0,1 Ot

0
De la méme fagon, on montre que : a—(w,y) = u(z,y).
x

Les dérivées partielles de ¢ sont u et v, qui sont C'. ¢ est donc C2.
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Corrigé de 'examen du 2 février 2004

Questions de cours. — 1. A= B B4 A A=CC#% A, C#4 B,B#C.
2. AABB=AAsC,AADD=AC+BB=C, DoB,C%D,D=C.

Exercice I. — 1.1 — L’application F : I 3t — (f(t),g(t)) € E? est deux fois dérivable, car ses composantes le sont. Le produit
scalaire B: (| ): E X E — R est lui C*. Par le théoréme des applications composées, ¢ est donc deux fois dérivable.

I-2. — On a ¢'(t) = Doy(1) = [DB(s(1),4(t)) © DFy](1) = (f(t)]g' () + (f'(t)]g(t)). En faisant jouer a g’ le role de g et f’ celui
de f dans le calcul précédent, on obtient : ¢”(t) = (f(t)|g"(t)) + (f'(®)|g’®)) + (f”@®)|g(®)) + (f'(¢)]|g'(t)).

Exercice II. — IL.1 — Notons L : E — R D’évaluation en 0. Cette application est linéaire et comme |L(f)| = |f(0)] < ||f|l, L
est continue, donc C*°. D’autre part sin, cos : R — R sont C*°, par le théoréme des applications composées, ¢ est aussi C™.

II-2. — Soient f,h € E. On a D¢y (h) = Dsingsy) (DL (h)) = cos(f(0)) - h(0).

II-3. — Fixons h € E. L’application g — D¢ (h) est g — h(0)-1)(g) qui a pour différentielleen f : E 5 k — —h(0)-k(0)-sin(f(0)).

)
Par (%), on a donc : D?9g)(h, k) = —h(0) - k(0) - sin(f(0)).

Exercice ITI. — III.1 — L’ensemble F = {p !,p € N} est un fermé de R car son complémentaire est réunion d’intervalles ouverts.
Comme = R?\ g~ 1(F), avec g(x,y) = xy et que g est continue, il s’agit bien d’un ouvert de R%. g~!(F) est la réunion des hyperboles

{(z,y) € R?,y = p!/a}.

II1.2 — f, est C™, car en tant que fraction rationnelle, elle admet des dérivées partielles & tous les ordres sur 2. On a :
Ofn 2" !+ (1 —n)y) If, ntl
7(‘Tay): | 2 )? 7(‘Tay):ﬁ
Ox (n! — zy) Ay (n! — zy)
III.3 — Ona:
|x]™ < A" A" A" _ Artt

nl —12---(p—1)p---(n—2)(n—1)n = p-(n=2)(n—1)n = An=2)—p+l(np — n  (n—1)n

III.4 — Soit (a,b) un point de Q et r > 0 tel que B((a,b),r) C Q (un tel r existe puisque © est un ouvert) Quel que soit
(z,y) € B((a,b),7), on a:

lz| <la|+7r=a, |yl <|b|+r=20, |n!—zy|>|n!—]|zy||

Or comme |zy| est borné par af, dés que n est assez grand, |n! — |zy|| = n! — |zy| > n! — af . Or comme 1/n!(n! — af) — 1 quand
n — oo, pour n assez grand n! — af > n!/2. On en conclut que quel que soit (x,y) € B((a,b),r), on a :

an( ) < 4.A Y nn! +nB) 44771 44771
2 =
oz Y= nl2 -1 " (n-1)"
of 4. A7+ An
. - 4.A"1 4.AM1p Ar s . s
Or par la question précédente ( 1)', ( ) et 4.A.—' sont les termes généraux de séries numériques convergentes. On en
n—1)! n—1)! n!

conclut que les séries des dérivées partielles de f,, convergent normalement sur B((a,b),r) donc uniformément. Des majorations
du méme type montrent que la série f = 3 _y fn est définie sur Q. On en conclut que > fn est différentiable sur Q et que

DSy (k) = e S G (0) + b S G )

2u8 —
Exercice IV. — IV.1 — La fonction f est C* sur | — oo, 93], de dérivée f/ (z) = %72%
2y — =

o . fyo est donc croissante entre —oo
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et 2y2/3 et décroissante entre 2y2/3 et y2. De plus son graphe posséde une demi-tangente verticale en y2; il a I’allure suivante :

IV.2 — L’intersection H N1IL,, est lensemble {(z,y,2), 2 = 2\/y2 — 2} U {(z,y,2),2 = —2/y3 — s}, il est donc donné par la
réunion du graphe de fy, et de son symétrique par rapport a son axe des abcisses Oz. D’autre part I'intersection H N1II,, est ’ensemble
{(z,y,2), 2z =y*} U{(x,y,2),2 = 0}. On en déduit que H a I’allure suivante :

z
Points de H au voisinage
desquels H n’est pas un graphe
au-dessus de yOz

o

IV.3 — Soit P = (a,b,¢) € H. L’application f : R x R*((y, 2),2) — f(z,y,2) € R est C=. De plus Dgﬁp)(h) = g(P).h = 2a.h.
x

Par conséquent DQJ?( p) est inversible ssi a # 0. Par le théoreme de la fonction implicite, au voisinage d’un point P de H n’appartenant
pas & II,., H est le graphe d’une application C* du type (y, z) — z. Enfin au voisinage des points P de I'axe Oy cette propriété n’a pas
lieu (croisement) et au voisinage des points P de H N1II,. cette propriété n’a pas lieu (en ces points H n’est pas étalé au-dessus de II,.).
En dehors de ces points (au moins) TpH est bien défini et I'équation de TpH est : 2a(X — a) — 2bc3(Y —b) + 3c2(Z — ¢) = 0.

IV.4 — D’apres la version géométrique du théoreme de la fonction implicite, si ker(D f(py) @ D = R?, pour au moins un axe de
coordonnées D, H est lisse en P. Or cette condition équivaut a dire que dim(ker(D f(py) = 2, puisqu’un sous-espace de dimension 2 de R3
est nécessairement le supplémentaire d’un (au moins) des trois axes de coordonnées. Les points P en lesquels H n’est pas lisse sont donc &
rechercher parmi les points de H tels que : dim(ker(D f(py) = 0, 1 ou 3. Par le théoréme du rang, dim(Im(D f(p))) +dim(ker(D f(py) = 3
et dim(Im(D fp)) < 1, donc dim(ker(D f(py) = 0 ou 1 est impossible. La condition dim(ker(D f(py) = 3 donne D f(py = 0 ce qui conduit
a: P=(0,b0), avec b quelconque. Enfin le long de 'axe Oy H n’est pas lisse & cause du croisement. En conclusion H est lisse en P ssi
P € Oy.
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IV.5 — T est Dintersection de H et de la sphére unité de R®. On en déduit que I' a I'allure suivante :

z

2

o

\J

IV.6 — Soit g(z,y,2) = 2% + y> + 22, F(x,y,2) = (9(x,y,2), f(x,9,2)) et F(z,(z,y)) = F(x,y,2). Fest C* et F71({0}) =T .
Soit P = (a,b,c) € I'. Comme D5 F(py a pour matrice jacobienne :

dg dg

gji(P) gﬁ’r(P) :(Za 2b2)
2a —2bc

) )

Par le théoréme de la fonction implicite, ' est localement en P le graphe d'une application C* du type z — (z,y) lorsque ab(1+ c2) # 0.
- Pour P €T, la condition a = 0 donne (¢ = 0 et b2 = 1) ou (c = b? et b?> + b* = 1), ce qui donne les points P = A = (0, 1,0),

- Pour P €T, la condition b = 0 donne (a? = —c® et —c + ¢ = 1). L’équation —c® + ¢? = 1 admet une unique solution «, car
I'étude de z — y = 22 — 2% montre que le graphe de cette application ne coupe qu'une fois la droite y = 1. La condition (a2
—c + ¢ = 1) donne alors les points P = G = ((—a)%/2,0,a), P = J = (—(—a)?*/2,0,a).

D’autre part au voisinage de ces six points I' ne peut pas étre le graphe d’une application du type z — (z,y), car en A et B

= -3 et

se produit un croisement et en E, C, G, J, I' n’est pas étalé au-dessus de l'axe Oz. L’équation de la droite tangente en P est :
a(X —a) +b(Y —b)+¢(Z —c) =0,2a(X —a) —2bc(Y —b) +3c3(Z —c) = 0.

IV.7 — D’aprés la version géométrique du théoréme de la fonction implicite, si ker(DF(py) ® I = R?, pour au moins un plan de
coordonnées II, T est lisse en P. Or cette condition équivaut a dire que dim(ker(DF{p)) = 1, puisqu’un sous-espace de dimension 1 de R?
est nécessairement le supplémentaire d’un (au moins) des trois plans de coordonnées. Les points P en lesquels I" n’est pas lisse sont donc &
rechercher parmi les points de I tels que : dim(ker(DF(p)) = 0, 2 ou 3. Par le théoreme du rang, dim(Im(DF(p))) +dim(ker(DFpy) = 3
et dim(Im(DFpy) <2, donc dim(ker(DF(py) = 0 est impossible. Les points P en lesquels " n’est pas lisse sont donc & rechercher parmi
les points de I tels que : dim(ker(DF(p)) = 2 ou 3. Notons que dim(ker(DFp)) = {(X,Y, Z),aX+bY +cZ = 0,2aX —2bc*Y +3¢*Z = 0}

- dim(ker(DFpy) = 3 donne DFpy = 0 ce qui conduit & P = (0,0,0), qui n’est pas un point de I".

- dim(ker(DF{py) = 2 se produit lorsque P = (0,b,0), car alors {(X,Y, Z),2aX — 20c?Y +3c*Z = 0} = R3. Ceci conduit & P = A
ou P = B. Sia # 0 les deux sous-espaces {(X,Y, Z),2aX — 2bc?Y +3c?Z = 0} et {(X,Y,Z),aX +bY +cZ = 0} sont de dimension 2 et
dire que leur intersection est de dimension 2 revient & dire qu’ils sont confondus, ce qui conduit (b =0et ¢c=0) ou (b=0et ¢ =2/3) ou
(b# 0 et ¢ = —1) qui ne donnent pas des points de I'. En conclusion I' ne peut étre non lisse qu'en A et B, et I est effectivement non

lisse en ces points (croisement).
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Calcul différentiel - Corrigé de I'examen du 9 février 2004

Exercice I. — I.1 — Comme 7y est linéaire et continue, le théoréme des applications composées assure que 7 est de méme classe
de différentiabilité que v et de plus ¥'(t) = my (7' (t)).

I-2. — Ona |50l = 1/[r@ - 7@ = 1.
I-3. — On note x la norme | ||. On sait que p est C* sur R™ \ {0} et que Dpyqy(h) = (alh)/||al|, pour tout a # 0, € R". On
note i : R* — R la fonction définie par i(z) = 1/x et B : R x R™ — R" l’application bilinéaire continue définie par B(z,h) = x - h. On

alors : 4 = Bo(iopo~,v). Le théoréme des applications composées assure que 7 est de méme classe de différentiabilité que « et de plus

apres calculs :

7@)=D%@u>:ﬁggﬂfw%ggmnwwun (*)

I-4. — Comme 7(t) est de norme 1 et orthogonal par définition & s(t), on a :

(Y OR®) = r@OFOFE) + G@)st) = r(t).

De sorte que I'égalité (x) s’écrit :

~ 1 / NPT 1 ’ ~ 1
V() = 7 |V (1) = (YO (A(@) | = Y(t) —r@)y()| = s(t)
)= T [~ OOV = gy [0 OO = gy
Exercice II. — IL.1 — R\ F est réunion des intervalles ouverts |p, (p + 1)2[,p € N. F est ainsi un fermé de R. Comme

Q=R*\ g~ 1(F), ot g(z,y) = zcos(y) et que g est continue,  est bien un ouvert de R?.

II-2. — f,, est le rapport de deux applications C* sur €2, dont le dénominateur ne s’annule pas.
Ofn . 2 _ 5 . 5

II-3. — Omna: L(x,y) = yeos(z)(n” — zeos(y)) + y cos(y) bm(x). Soit (a,b) € Q et r > 0 tel que B((a,b),r) C Q (ce qui est
Ox (n? — z cos(y))?

possible puisque  est ouvert). Dés que (z,y) € B((a,b),r), on a :

a=min(la+r|,|a—r|) < |z| < max(la +r|,|a —r|) = A,
et

B=min(|b+r|,[b—7r|) < |y| < max(|b+r|,[b—r|) = B,

n B(n?>+A)+B
par conséquent pour tout (z,y) € B((a,b),r) : %(x,yﬂ < %

déduit que la série E % est normalement convergente sur B((a,b),r), et donc cette seérie est localement uniformément convergente
x
neN

, terme général d’une série numérique convergente. On en

0 . .
sur 2. On montre qu’il en est de méme pour Z % Comme quel que soit (z,y) € Q, la série Z fn(z,y) converge (méme type de
neN neN
majoration), Z fn(z,y) définit bien une application différentiable f sur €2, dont les dérivées partielles sont :
neN

of Ofn of Ofn
—(z,9) =Y F(@y), F-(y)=> S
oz neN oz Oy neN 9y
La convergence de ces séries de fonctions continues étant uniforme, les dérivées partielles de f sont continues sur 2, ce qui signifie que f

est CL.

Exercice III. — IIL.1 — Si (z,y,2) € H, 22+ 22 =1> —y* >0 yec[-L1]et 22+ 22 =¢y? —y* & 22 + 22 = (—y)? — (—y)~.
En notant H" = H N {(x,y,2) € Ry > 0}, on obtient H = HT Us(HT), o1 s est la symétrie de plan TI,,.
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III.2 — HN1II,, est le cercle du plan I, de centre (0,yo,0) et de rayon \/y2 — y3.

1—2y2 —7r(0
II1.3 — r est continue, dérivable sur |0,1[. On a : r'(y) = M, et lim r'(y) = —oo, lim rw) =r©) = 1. D’ou lallure
/yz _ yz y—1 y—0 y—0

suivante pour le graphe de r :

12

12

On en déduit 'allure de H :

I11.4 — D’apres le théoreme de la fonction implicite, P répond & la question lorsque %(P) = 2a # 0. Il s’agit donc de tous les

Ox
points de H qui ne sont pas dans IT,.. En de tels point I’équation du plan tangent & H est or (P) (X—a)—O—% (P) (Y—b)—b—% (P)(Z—c)=0
z

Jr dy d
ie 2a(X — a) + (4b° — 2b)(Y — b) + (2¢)(Z — ¢) = 0.

II1.5 — D’apres la version géomfrique du théoreéme de la fonction implicite, H est lisse en P lorsque ker(D fp) &A= R3 ou A
est une des trois droites Oz, Oy, Oz, ce qui implique nécessairement que dim(ker(D f(p))) = 2. Mais d’autre part un plan de dimension
2 est nécessairement supplémentaire d’au moins une des trois droites Oz, Oy, Oz.

IT1.6 — Les points de H en lesquels  n’est pas lisse sont donc contenus dans ’ensemble des points P tels que dim(ker(D fp))) = 0,1
ou 3. Comme Dfpy: R?® — R, le théoréme du rang assure que dim(ker(D f(p))) = 2 ou 3. Les points de H en lesquels H n’est pas lisse
sont donc contenus dans 1’ensembles des points P tels que dim(ker(D f(p))) = 3, ie D f(py = 0, ce qui donne P = 0. Réciproquement en 0,
'H n’est pas lisse, car quel que soit I'ouvert  contenant 0 inclus dans un des trois plans Il,,, I, II, ., il existe © € Q tel que HN (z+ A)
(A droite vectorielle orthogonale au plan en question) n’est pas un singleton.

II1.7 — KNII, est {(z,y,2) € R® 22 +y? = 222}, il s’agit du cercle de II,, de centre (0,0, zp) et de rayon /2. D’out I’allure de
K:
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I11.8 — (z,y) est dans le projeté de T sur I, ssi il existe z € R tel que : 22 +y? = 222 et 22 + 22 = y? — y*. Si (z,y) est dans

le projeté de I' sur IL,,, on a la relation : 2 = 1/3y? — 2/3y?. L’étude de Dapplication y — +/1/3y%> — 2/3y* conduit & l'allure suivante
pour le projeté de I' sur Il :

2(6)12

2

Et donc I’allure suivante pour I :

IT1.9 — D’apres la version géomfrique du théoréme de la fonction implicite, I' = F~1({0}) est lisse en P lorsque ker(DF, (py)®II = R®,
ott IT est une des trois plans de coordonnées, ce qui implique nécessairement que dim(ker(DF(p))) = 1. Mais d’autre part une droite
vectorielle de R? est nécessairement supplémentaire d’au moins une des trois plans de coordonnées.

IT1.10 — Les points de I en lesquels I" n’est pas lisse sont donc contenus dans I’ensemble des points P tels que dim(ker(DF(p))) = 0,2
ou 3. Comme DF(py : R® — R?, le théoreme du rang assure que dim(ker(DFpy)) =2 ou 3. Les points de I' en lesquels I' n’est pas lisse
sont donc contenus dans I’ensembles des points P tels que dim(ker(DFpy)) =3 ou 2.

— Dans le premier cas DF(py) = 0, ce qui donne D f(py = Dg(py = 0, soit P =0

— Dans le second cas, toujours par le théoreme du rang Im(DF|p)) est de dimension 1, ie que gradf p) et gradg p) sont proportionnels,
ce qui conduit encore a P = 0.

Réciproquement en 0, ' n’est pas lisse, car quel que soit I'ouvert {2 contenant 0 inclus dans une des trois droites Ox, Oy, Oz, il existe
z € Q tel que I' N (2 +II) (II plan vectoriel orthogonal & la droite en question) n’est pas un singleton. La droite tangente & I' en P # 0

est P+ ker DF(py = P+ (ker D f(py Nker Dg(py), ie 'intersection des plans tangents en P & H et K. L’équation de la droite tangente &
I"'en P # 0 est par conséquent :

{ 2a(X —a) + (46> = 2b)(Y —b) + (2¢)(Z —¢c) = 0
2a(X —a)+2b(Y —b) —4c(Z — ¢)

|
=)



