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Exercice I (8 points) Soit f(z,y) = z(2? +y?> — 1), x,y € R.

1.

Développer la fonction f en série de Taylor a I'ordre quatre au voisi-
nage de (0,0).
fla,y) = o+ 2% + xy?.

Calculer V f(x,y) et déterminer ’ensemble des points o ce gradient
s’annule.

Vf(z,y) = (f2(0,0), fy(z,y)) = (32* +y* — 1, 2zy). Le gra-
dient s’annule si et seulement si (z,y) = (0,+1) ou (z,y) =

(£1/4/3,0).

Df(z,y) désignant la différentielle de f en (z,y), donner ’expression
de Df(x,y)(h, k).

Df(z,y)(h, k) = (32% + y* — 1)h + 2zyk.

Calculer la matrice Hessienne H(x,y).

i = (5 3

2y 2z
Montrer que f ne présente pas un extremum en (z,y) = (0,£1).

Puisque det Hy(0,£1) = —4 < 0, le point (0,£1) est un
point selle et f ne présente pas un extremum. Autre méthode:
si f présente un extremum en (x,y) = (0,£1) alors la fonc-
tion g(z) = f(x,+1) = 2 présente un extremum en x = 0,
ce qui est erroné.

Déterminer les maxima et minima locaux de f.

Puisque Hy(1/1/3,0) est définie positive, f présente un min-
imum local en (1/+/3,0). De méme, f présente un mazimum
local en (—1/+/3,0), car Hy(—1/+/3,0) est définie negative.

Calculer la valeur maximale de f dans le disque {(z,y) € R? : 22 +
2
y? <1}

Le disque D = {(x,y) € R? : 22 +y% < 1} est borné et fermé,
il existe donc un point (xo,yo) € D, tel que f(zo,y0) =
supyyenf(@,y). Si xf +y3 = 1, alors f(xo,y0) = O,
mais si T3 + y3 < 1, nécessairement (xo,yo) est un maxi-
mum local pour f et donc (xg,y0) = (—1/v/3,0). Puisque
f(=1//3,0) = 2/3v/3 > 0 alors la valeur mazimale de f
dans le disque D est égale a 2/3+/3.



Exercice IT (6 points) Le but de cet exercice est de démontrer I'identité
/ e~ dz = /7. (1)

On pose
Dg = {(z,y) € R* : 2® + y* < R*},Cr = {(2,y) € R* : |z| < R, |y| < R}.

1. En utilisant des coordonnées polaires, calculer I'intégrale double J(R) =
Wb, e~ =¥’ dzdy. En déduire que limg_o0 J(R) = 7.

En coordonnées polaires x = pcosp,y = psing, nous avons
dxdy = pdpdyp et

2
e P

27 R
J(R) :/0 (/0 ¢ pdp)dp = —2m——|ff = m—me” 1" =

2. Montrer que

R
// e_wz_yzdxdy = (/ e_””2dx)2.
Cr -R

R (R
// e‘x2_y2dxdy = // e_xQe_yzdxdy :/ (/ e_”ze_yzdac)dy
Cr Cr 0 0
R 2 R 2 R 2 R 2 R 2
:/ e VY (/ e dx)dy :/ e " dx/ e Vdy= (/ e dx)?.
0 0 0 0 0

3. Monter que Dr C Cr C D 5. En déduire que

lim // efmgfygdxdy = lim // e*IQ*dexdy = (/ e*$2dm)2.
R—oo Dr R—o0 Cr o

Les inclusions Dr C Cr C D 55 impliquent

// e‘x2_y2dmdy < // e_xz_yzdxdy < // e_“z_yzdxdy.
Dgr Cr D

V2R

Puisque

lim // e~ Y’ dzdy = lim // e~ v’ drdy =
R—o00 Dr R—o00 D
3 V2R

il s’ensuit (par le "théoréme des gendarmes”) que

lim // e*zty?dazdy =
R—o0 Cr



D’apres question 2. de ’exercice 11

R [eS)
lim eV dydy = lim ( e_’”zdnc)2 =( e_gczdac)2
R R
—JJCgr - J-R —oo
et par conséquent
o0 2
(/ e~ dx)? =m.
— 00

Exercice III (6 points) Soit Sg, R > 0, la surface définie par
{(z,y,2) €R®: 2z =2® + 4?0 < 2 < R}.

1. Calculer l’air de Sg

Si l’on pose r = (x,y, (x?+y?)/2), nous avons pour lair Ar

de SR
Ar = // |72 A 1yl |dzdy
z24+y2<2R}

Oﬁ' Ty = (1a07z)7ry = (0717y) ’ Tz /\Ty = (—l',y, 1)7 ||T$ /\

ry|| = /14 22 +y2. En coordonnées polaires x = pcos o,y =
psin g, nous avons dxdy = pdpdp et

AR:// V1+ a2+ y2dady
z2+y2<2R}

27 \/ﬁ
= / ( V' 1+ p?pdpdyp
0 0

2
= 2m(1+ ) f3Y7F = (14 2R)Y2 1),
2. Si Sg représente un récipient Vg, quel est la contenance de Vg ?

Le volume de Vg est égal a

R R
/// dxdydz = /(// dxdy)dz :/ n2zdz = TR
Vr 0 249y2<22 0



