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CHAPITRE 1

Formule de Taylor

1. Rappels

THEOREME 1.1. Soit f € CK*1(U), U =la— R,a+ R[, a,R€ R, R > 0. Alors
Yu, |u| < R il existe 8 €]0,1] tel que
k+1
(k+ 1)
Preuve Soit g(s) = f(a + su). La formule (1.1) est équivalente &

g0 g™ (0)  g*H(e)

(2 uk
(L) flat+u)=fla)+ f'(a) + - fPla) 5 + F*H (0 + 0u)

(1.2) g(1) = ¢g(0) + 1 R S
Nous allons montrer d’abords par récurrence que
/ 0 (k) 0 1 1— k
(1.3) g(1) = g(0) + % +... QT() +/ %g%“)(s)ds.
. . O .

Pour £ = 0 c¢’est la formule

Supposons que f € C*1(U) et la formule soit vraie au rang k — 1 c’est & dire

/ (k1) L] _ gD
g(1) = g(0) + gl('O) +... g(k — 1()O|) +/0 (1(k )1)! 9" (s)ds.

En intégrant par parties, il vient :

[ 00 = - @ w4 [ e

(k—1)! k!
_ g™ (0) n /1 (1 ;'S)kg(k""l)(s)ds
0 !

k!
d’ott le résultat. Finalement ¢ (s) = u’f() (a + su) et donc

1 k 1 k
1-— 1-—
/ ( k|8) g* Y (s)ds = w1 / : ktS) - f* ) (@ + su)ds
0 . 0 !
d’ou
inf &Y (g +0u) < fEFD(a+su) < sup fEY(a+ Ou)
0€[0,1] 0€10,1]

1 AN > 1 _\k
inf f(kH)(a—i—E)u)/ (1=s) dsg/ uf(’“rl)(a—hsu)ds
] 0 k! 0 k!

0€l0,1
(1—s)"

1] _ gk 1
| L suds < swp 00w [ U
0 k! 0e[0,1] 0 k!

ds
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4 1. FORMULE DE TAYLOR
. FEFD (a4 Gu) /1 (1—8)k i1 FEFY (@ 4 Gu)
£ < (k+1) ds < LA Sl et
o T S T latswds veioy] (k4 1)

Il s’en suit, d’apres le Théoréme des valeurs intermédiaires, qu'il existe 6 €]0, 1] tel

que
SR a+0u) [P (I=9)F )
BECES A 7 f (a + su)ds.
Le Théoréme est démontré.

2. Formule de Taylor a ordre deux

Désormais on suppose que U = B(a,R) = {x € R" : ||z —a| < R}, a € R",
R>0,f:U—R, fe CFYU). Silon pose g(s) = fla+ su), ||lul| <R, s €[0,1],
alors la formule (1.2) appliquée & lordre deux s’écrit

(21) 9(1) = g(0) + 2 + L
ou
P _ of _
/0 = gofa+ sl =3 @)
De méme
di Z a+9u ).u;

— Z Z axlax] a + Qu).uiuj.

1=1 j=1

Si Df(a) désigne la différentielle de f en a alors

:;8

€

DEFINITION 2.1. Soit f € C?(U). On appelle matrice Hessienne de f en a € U
la matrice

2f 0% f
Ox? Oz 0z,
Hf(a):
3% f *f
0,011 e ox2

D’apres le Théoreme de Schwarz Hy(a) est une matrice symétrique.

DEFINITION 2.2, Soit f € C?(U). On appelle différentielle seconde de f en a
la forme bi-linéaire

n n 2
R" x R" - R: (u,v) — v'Hy(a Zzajgx(a)uzu]

Nous écrivons aussi
D?f(a)(u,v) = v'Hy(a)u.

Ainsi, nous avons prouvé
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THEOREME 2.3 (formule de Taylor & 'ordre deux). Soit f € C%(U). Alors il
existe § €]0, 1] tel que

fla+u) = f(a)+ Df(a).u+ %DQf(a + Ou)(u, u).
Puisque les dérivées partielles d’ordre deux de f sont continues, nous avons
lim || H (a + 0u) — Hy(a)]| =0
L’inégalité
D2 f(a + 0u)(u,u) = D* f(a)(u, w)|| < |Hy(a + 0u) — Hy(@)] |lul*
montre que
S D2 f(a+ 0u) o, u) =  D* F(@)(u,w) + o [ull).

Cela permet de reformuler Théoreme 4.2 de la maniére suivante

THEOREME 2.4. Soit f € C?*(U), a € U. Alors

Flatu) = Fa) + Df(a)u-+ 3D Fa) () + o Jul®).

3. Conditions d’optimalité
Soit U C R™ un ouvert, f: U — R.

DEFINITION 3.1. On dit que f présente un minimum local en a € U s'il existe
€ > 0, tel que

Va € B(a,¢€), f(a) < f(x).

On définirait de méme un maximum local.

THEOREME 3.2 (condition nécessaire). Si f est différentiable en a et présente
un minimum (ou mazimum) local en a, alors

of
a.%'i

(a)=0,i=1,2,...,n.

THEOREME 3.3 (condition nécessaire). Si f € C?(U) et présente un minimum
(ou mazimum) local en a, alors la matrice Hessienne Hy(a) est semi-définie positive
(negative).

THEOREME 3.4 (condition suffisante). Soit f € C%(U). Si

of
6%

(a)=0,i=1,2,...,n.

et la matrice Hessienne Hy(a) est définie positive (negative), alors f présente en a
un minimum (mazimum) local strict.
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4. Formule de Taylor d’ordre supérieur

Soit U = B(a,R) = {x € R" : |x—al]| < R}, a € R", R > 0,f : U — R,
f € C*L(U). Sil'on pose g(s) = f(a+ su), |ul| < R, s € [0,1], alors la formule
(1.2) appliquée a l'ordre k + 1 s’écrit
g'(0) , ¢"(0) 9" ) g™

- ot -

(4.1) 9(1) = 9(0) + = o1 (k— 1! k!

Il reste & calculer les dérivées ¢(¥)(0). Nous les avons déja calculer pour i = 1,2 et
par récurrence on remarque que

(42) k(o)_ 8kf ( ) i1, 12 in g, ..
. g = o O D Q)UT UL U Mg i
i1+io+t...+in=k
ol Ny, 4,..i, sont des nombres entiers qui ne dépendent pas de la fonction f. Pour
les calculer nous posons a = (0,0, ...,0), f(z) = z'z5* ..z 1l s’en suit que g(s) =
sPultu . uln ) gk (0) = uftul? . uin k!,
OF i 972 . Oxin

Ozt dxt2...0xin

(O) = 07 si (j17j27"'7jn) 7& (i17i2a aln)

et
OF gz o2 Hyin o o . o ,
S O D (0) = i1lialiin!,y si (J1, 72, ooy Jin) = (81,02, vovyin)-

La formule (4.2) implique

i1, 12 7 s . - i1, 12 Tn
uitug k! = dq Lol et ud? oy g
k!
MNi. s : =
et Vi),

Ainsi, nous avons démontré les théoremes suivants
THEOREME 4.1 (formule de Taylor d’ordre k + 1). Soit f € C**Y(U). Alors il
existe 6 €]0, 1] tel que

Flatu) = Z ok f (a) uftug .ouin

o , Oz1dxi2...0xin IR
i1+io+... i, <k

o utul? . i
+ Z _— f —(a + Qu) 2
Oxirdx'2...0xn IR IN .|

i1+io+...+i,=k+1
THEOREME 4.2 (formule de Taylor d’ordre k + 1). Soit f € C*1(U). Alors
ok f utul .l k1
fla+u) = > (a) -2 +of[fu] ).

Ozt 9zi2...0xin IR
i1tio . in <k+1 15525t

Si nous introduisons les notation o = (i1,i2,...,n), @] = i1 + 2 + ...in,
al = d1ligl iy, % =z e iy, 0z = 9x" 0z"2...0x™ les formules de Taylor
s’écrivent sous la forme

olel o glal e
fatn =3 Sl @ e S T o

la|<k " Jal=k+1
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ou encore

ololf

ox«

()7 + ol [l ).

flatuw)= )

|a| <k+1
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