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1 Générateurs Pseudo-Aléatoires.

Le logiciel Matlab, contraction de Matrix Laboratory, est un interpréteur de commandes. Ce logiciel dispose
en particulier de certains outils utiles en probabilités et statistiques comme plusieurs générateurs de nombres
aléatoires dont rand, associé & la uniforme sur I'intervalle [0, 1] et randn associé & la loi normale A(0,1). Avec
la commande rng(sum(100 * clock)), le générateur rand est initialisé avec une graine dont la valeur dépend
de ’heure. Lorsque 'on utilise randn, il faut de méme initialiser son générateur. Les appels successifs & rand
et randn fournissent des réalisations de suites de variables aléatoires indépendantes de loi U([0,1]) et A'(0,1),
respectivement.

2 Meéthode par Inversion.

Soit X une variable aléatoire réelle de fonction de répartition F. On appelle inverse généralisée de F', la fonction
F~1 définie pour tout y €]0,1] par F~1(y) = inf{z € R /F(x) > y}.

Lemme 1. Si U est une variable aléatoire de loi uniforme ([0, 1]), alors F~!(U) a méme loi que X. De
plus, si F est continue sur R, alors F(X) suit la loi uniforme ([0, 1]).

Exercice 1. Utiliser le code Matlab suivant pour générer IN réalisations de variables aléatoires indépendantes
et de loi exponentielle £(N) et de loi de Cauchy C(c) avec A, ¢ > 0.

N = input(’Entrez la taille de ’échantillon N : ’);
= input(’Préciser la valeur du parametre A : ’);
¢ = input(’Préciser la valeur du parametre c : ’);
X =rand(N,1); Y = —log(X)/1; Z = c *tan(pi * (X — 0.5));

Tracer les moyennes empiriques successives de Y et vérifier la loi des grands nombres pour Y. Augmenter
le nombre N de réalisations pour affiner la précision. Que se passe-t-il sur Z 7 Quelle est la loi de la moyenne
empirique associée a Z 7 Conclure.

3 Meéthode par Troncature.

Lemme 2. Si X est une variable aléatoire a valeurs dans Z, de fonction de répartition F' et soit G la fonction
de répartition d’une variable aléatoire continue Y telle que, pour tout n € Z, G(n+ 1) = F(n). Si U est une
variable aléatoire de loi uniforme ¢([0, 1]), alors la partie entiere [G~1(U)] a méme loi que X.

Exercice 2. Utiliser le code Matlab suivant pour générer N réalisations de variables aléatoires indépendantes
et de loi uniforme U({1,2,--- ,a}) avec a € N* ou bien de loi géométrique G(p) avec p =1 —exp(—A) et A > 0.

N = input(’Entrez la taille de ’échantillon N : ’);

a = input('Préciser la valeur du parametre a : ’);

if a = round(a)
disp(’La valeur du parametre a doit etre un entier positif !I’)
break

end
1 = input(’Préciser la valeur du parametre 1 : ’);
X =rand(N,1); Y=fix(1+a=*X); Z=fix(—log(X)/1);

Tracer les moyennes empiriques successives de Y et vérifier la loi des grands nombres pour Y. Augmenter le



nombre N de réalisations pour affiner la précision. Effectuer le méme exercice pour la loi géométrique associée
az.

4 Lois discretes a support fini.

Lemme 3. Soit x1, 2o, - ,x, des nombres réels tous différents et soit /]31,]927 -+, pp des nombres réels positifs
tels que Y., p; = 1. On pose sy = 0 et pour tout 1 < k < n, s = > ;_; pi. Soit U est une variable aléatoire
de loi uniforme U([0,1]) et

n
X — Z,Tkl(sk_lSUSSk)'
k=1

Alors, X est une variable aléatoire de loi discrete P = p1dy, + p2dz, + -+ + Prla,, -

Exercice 3. Créer un code Matlab permettant de générer un vecteur aléatoire X contenant N réalisations
indépendantes et de méme loi Binomiale B(n,p) ou les valeurs N;n > 1 et 0 < p < 1 sont affectées par

I'utilisateur. Pour IV assez grand, vérifier la loi des grands nombres sur les moyennes empiriques successives de
X.

5 Loi Normale.

Lemme 4. Soit (X,Y) un couple aléatoire de R%. Alors, (X,Y) suit la loi normale A'(0,I5) si et seulement
si X =rcosfetY =rsinf ol r et 6 sont deux variables aléatoires indépendantes avec 72 de loi exponentielle
E(1/2) et 6 de loi uniforme U([0, 27]).

11 découle du lemme 4 que, si U et V sont deux variables aléatoires indépendantes de loi uniforme ([0, 1]),
alors X = /=2 logU cos(27V) et Y = /=2 log U sin(27V) sont indépendantes et de loi normale A/(0, 1).

Exercice 4. Utiliser I'algorithme de Box-Muller suivant pour générer N réalisations de variables aléatoires
indépendantes et de loi normale A/ (m,s?) ol la moyenne m € R et la variance s> > 0 sont affectées par
I'utilisateur. Tracer également I'histogramme associé.

N = input(’Entrez la taille de ’échantillon N : ’);

m = input(’Préciser la valeur de la moyenne m : ’);

s? = input('Préciser la valeur de la variance s? : ’);

X =mx* ones(N, 1) + sqrt(s?) * sqrt(—2 x Llog(rand(N, 1))). * cos(2 x pi * rand(N, 1));
histogram(X);hold on
title(’Simulation d’une loi normale’); xlabel(’Valeurs’); ylabel(’Effectifs’);

Exercice 5. Simuler un échantillon de loi gaussienne standard approximative en utilisant le théoreme de

la limite centrale. On essayera plusieurs lois : Bernoulli, uniforme, exponentielle, ...

Exercice 6. Simuler un échantillon de loi gaussienne standard en utilisant la méthode du rejet. On essayera
plusieurs lois pour la source: Cauchy, exponentielle double, ...
6 Approximation numérique d’une intégrale.

On considere une fonction f continue sur un intervalle [a, b] de R et & valeurs dans RT. On se propose d’évaluer
numériquement 'intégrale I définie par

b
I= / f(z)dx.
A titre d’exemple, on évaluera 'intégrale entre 0 et 27 de la fonction f définie par
x
f(x) = cos(x) exp(fg> + 1

On peut d’ailleurs calculer la valeur exacte de cette intégrale.



6.1 Méthodes déterministes.

On peut approcher I par une intégrale de Riemann, en discrétisant I'intervalle [a, b]. On peut alors arbitrairement
construire les deux approximations suivantes :

n—1 n—1

L(n) =Y (@ig1 — ) f(zi),  Da(n) = (2i1 — ) f(2i1),

=1 i=1

ouxr; =aetax, =0

Exercice 5. En choisissant une discrétisation réguliere, étudier I1(n) et Iz(n) en fonction de n. On peut
améliorer I'approximation, en approchant I par la méthode des trapeézes. Comparer 'approximation Is(n)
obtenue avec cette méthode & I (n) et Iz(n). Représenter graphiquement les trois approximations obtenues en
fonction de n.

6.2 Méthode de Monte-Carlo.

Cette méthode repose sur la loi des grands nombres. On définit un rectangle R de cotés [a,b] x [c,d] tel que
¢ < f(x) < d pour tout a < x < b. On choisit alors aléatoirement n points indépendants, avec une distribution
uniforme dans le rectangle R.

Exercice 6. Quelle est la probabilité pour qu'un de ces m points soit sous la courbe de f 7 En déduire
un estimateur I,, de I. Montrer que cet estimateur peut s’écrire comme la moyenne empirique de n variables
aléatoires indépendantes et équidistribuées. Que nous dit la Loi des Grands Nombres 7 Utiliser cette méthode
de Monte-Carlo pour évaluer I, en utilisant différentes tailles d’échantillon n. Donner a chaque fois un intervalle
de confiance & 95%.

7 Approximation numérique du volume d’un convexe.

On peut bien sir étendre ces méthodes a des situations plus compliquées, et évaluer, par exemple, le volume
d’un convexe de R%, o1 d > 2. On se limitera ici au cas ot d = 3 pour évaluer le volume V d’une sphere. Le
principe est le méme : on définit un cube qui contient la sphére, puis on génere n points indépendants dans ce
cube, avec une distribution uniforme.

Exercice 7. Proposer un estimateur de V. Quelle est sa loi ? Utiliser cette méthode de Monte-Carlo pour
évaluer V, avec différentes valeurs de n. Donner & chaque fois un intervalle de confiance a 95%.

8 Quantification

Utiliser la méthode de Lloyd pour quantifier la loi exponentielle de parametre 1 et la loi gaussienne standard.
Utiliser les approximations de ces lois pour évaluer les moments d’ordre 4. Comparer avec une méthode de
Monte Carlo Classique.



