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Probleme : Chaine de Markov a 2 états

Rappelons pour commencer quelques définitions et propriétés concernant les chaines de
Markov homogenes a valeurs dans un ensemble fini. Soit p un entier naturel strictement positif.
Soit E), I'ensemble des p premiers entiers naturels non nuls. Une suite de variables aléatoires
Y = (Y,)nen & valeurs dans E, est une chaine de Markov homogene de transition Il = (7, ;)i je,
si pour tout n € N on a

P(Yoy1 = jIYo = i0, Y1 = i1, -+, Yo = i) = P(Yoy1 = j|Yn = in) = My, (i, € Ep, (1 =0,...,n)).

IT est une matrice a coefficients positifs et la somme des éléments d’une de ses lignes vaut
toujours 1 (matrice stochastique). La loi initiale de la chaine est le vecteur de probabilité
vl = (11,...,1,) avec

P(Yo=1i)=v;, (i€kE,).

Soit Y un tel processus. On dit que Y est une chaine irréductible si pour tout 7, j € E), il existe
neN et 0<I[<pavec
P(Y, =jlY;=1) > 0.

Lorsque la chaine Y est irréductible on a les résultats suivants quelle que soit la loi initiale :
i) Existence et unicité d’une probabilité invariante
Il existe un unique vecteur de probabilité u qui vérifie p’II = p?'. La suite Y converge
en loi vers p.
ii) Théoréme ergodique
Soit P, la probabilité empirique construite a partir de Yy, ..., Y, 1 et f une application
de E, dans R. La suite (P,(f)) converge presque strement vers E,(f) = >>7_, p1;f(j)-
iii) Théoréme central limite
Soit f une application de E, dans R On pose

If(z) = E(f(M)Yo=2) (z€k,).

On suppose qu’il exite une application f de £, dans R solution de I’équation suivante
(équation de Poisson) :

f(x) —E,(f) = f(z) = TIf(z) ( pour tout = € E,).

Dans ce cas, avec les mémes notations que dans ii), /n(B,(f) — E,(f)) converge en loi
vers une loi normale centrée de variance

o(f) =B, [1/2] — B, [(17)7] .
Soit ¢ une fonction dérivable sur R, de dérivée strictement positive sur R. On suppose que

lim ¢(0) =0 et lim ¢(0) = 1.
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Dans ce probleme, on considere la famille paramétrique de chaine de Markov sur Fs de transition
1—0(0) 1+¢(0)

T1(6) = 2 2 . (BER). (1)
¢(0)  1-¢(0)

Soit X, une variable aléatoire de loi de Bernoulli B(1/2). Pour 6 € R, soit Py la loi (sur EY) de

la chaine de Markov X = (X,),en de transition I1(6). Lorsque la chaine sera considérée dans
un cadre statistique, on notera 6* la vraie valeur du parametre 6.

Quelques Généralités

Soit 0 € R fixé.
a) X est-elle une chaine de Markov irréductible ? Déterminer sa probabilité invariante p(6).
b) Montrer que pour n € N on a

o) 100 C149(0) 1+0(0)
1+ 36(0) 2
o) A0 50 ~ol0)
2+ 46(0)

¢) On pose m(#) = Soit (Z,)nen la chaine de Markov de loi initiale u(6) et de

1+3p(0)
transition I1(#). Pour n € N, on pose Z,, = Z,, —m(f#). Montrer que le processus (Z,)nen
est centré et strictement stationnaire (c’est-a-dire que, pour tout N > 1 et tout K > 0,

les vecteurs (Z,)n—o..n €t (Zn)n=k..ns+x ont la méme loi).

Estimation empirique de 6*

Pour n > 0, on oberve Xj,..., X,. On se propose d’étudier le probleme statistique d’esti-
mation de 6*. On pose pour § € R, § = ¢(0) (et 6" = ¢(6")).
a) Montrer que la moyenne empirique X, construite a partir de X,..., X, converge
presque strement (sous 6*), vers fiég Quelle est la limite en loi de
— 24467
X, /
Vi (% T )

b) Construire & partir de la statistique X, un estimateur consistant asymptotiquement
normal de §*.
¢) Batir un intervalle de confiance asymptotique de risque « €]0, 1] pour *. C’est-a-dire

un ensemble aléatoire C,(«) fonction de Xy, ..., X, qui vérifie
lim P(#* € Cp(a)) =1 — v
n—oo

Estimateurs du maximum de vraisemblance

a) On considere le processus (W, ),en+ & valeurs dans E, défini par

1 si(X,-1,X,) =1(0,0)

) 2 st (X1, X)) =(0,1)
Wou=903 & (X,1,X,) = (1,0)
4 ( n—1, ):(171)

Montrer que (W,,)nen+ est une chaine de Markov irréductible et donner sa matrice de
transition A(6%).



b) Soit pour n > 1 et 6 € R, L,(0, X, ..., X,) la fonction de vraisemblance en 6 associée
aux observations Xy, ..., X,. C'est-a-dire

L0, z0,...,2,) :=Py(Xo = x0,..., X =2), (x0,...,2, €{0,1}).

Exprimer L, (0, X, ..., X,) comme une fonction du processus (W, ),en+ et du parametre
0. Déterminer 'estimateur du maximum de vraisemblance de 6* puis celui de 6*.

¢) Montrer que 'estimateur du maximum de vraisemblance de 6* est fortement consistant.
Etudier sa vitesse de convergence en loi.



