Examen de Mai 2012

Probabilités et Statistique-Durée 4 heures
MAF 2011-2012

1 Exercice : Autour de la loi de Gumbel et de Pareto

Soit U une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1] et A > 0. On considere les variables
aléatoires X :=log(—logU) —logA et Y := U,

1. Calculer les lois de X et Y. On appelle F)\ la loi de X et G, celle de Y.

2. Montrer que (F))aso et (G))aso peuvent se reparamétrer comme des familles exponen-
tielles naturelles. On précisera avec soin le nouveau parametre et la statistique exhautive
et totale du modele.

3. Soit Xi,..., X, (resp. Y1,...,Y,) des copies i.i.d. de X (resp. de Y'). Calculer dans chacun
des deux modeles la borne de Cramér Rao pour 'estimation sans biais de A\ basée sur
Xi,..., X, (resp. Yi,...,Y,).

2 Probleme : Chaine de Markov a 2 états

Rappelons pour commencer quelques définitions et propriétés concernant les chaines de
Markov homogenes a valeurs dans un ensemble fini. Soit p un entier naturel strictement positif.
Soit E, I’ensemble des p premiers entiers naturels non nuls. Une suite de variables aléatoires
Y = (Y)nen a valeurs dans E, est une chaine de Markov homogene de transition Il = (7, ;)i jep,
si pour tout n € N on a

P(Yn+1 = ]D/b = Z.(J?Y’l = il; s 7Yn = Zn) = ]P)(YnJrl = j’Yn = ’Ln) = ﬂ-in,ju (’il,j € Ep, (l = O, Ce ,'fl,))

IT est une matrice a coefficients positifs et la somme des éléments d’une de ses lignes vaut
toujours 1 (matrice stochastique). La loi initiale de la chaine est le vecteur de probabilité
vl = (11,...,1,) avec

P(Yo=1i)=v;, (i€E,).

Soit Y un tel processus. On dit que Y est une chaine irréductible si pour tout 7, j € E,, il existe
neN et 0<I[<pavec
P(Y, =jlY;=1) > 0.

Lorsque la chaine Y est irréductible on a les résultats suivants quelle que soit la loi initiale :
i) Existence et unicité d’une probabilité invariante
Il existe un unique vecteur de probabilité ;o qui vérifie u”II = p”. La suite Y converge en
loi vers p.
ii) Théoréme ergodique
Soit P, la probabilité empirique construite a partir de Yy, ..., Y, 1 et f une application
de FE, dans R. La suite (P,(f)) converge presque sirement vers E,(f) = >>7_, 11;f(j).
iii) Théoréme central limite
Soit f une application de E, dans R On pose

If(z) = EGV)IYo=1) (z€E,).



On suppose qu’il exite une application f de E, dans R solution de ’équation suivante
(équation de Poisson) :

f(x) =Eu(f) = f(z) = TLf (x) ( pour tout x € E,).

Dans ce cas, avec les mémes notations que dans ii), v/n(P,(f) — E,(f)) converge en loi
vers une loi normale centrée de variance

o*(f) =B, |1Lf?] — B, [(1f)?].
Soit ¢ une fonction dérivable sur R, de dérivée strictement positive sur R. On suppose que
ali)r_noo p(0) =0 et QETOQ »(0) = 1.
Dans ce probleme, on considere la famille paramétrique de chaine de Markov sur Fs de transition
1—0¢(0) 1+ ¢(0)
T1(6) = 2 2 . (BeR). (1)
o(0)  1—9¢(0)

Soit X, une variable aléatoire de loi de Bernoulli B(1/2). Pour 6 € R, soit Py la loi (sur EY) de
la chaine de Markov X = (X,,),en de transition I1(6). Lorsque la chaine sera considérée dans
un cadre statistique, on notera 6* la vraie valeur du parametre 6.

2.1 Quelques Généralités

Soit 8 € R fixé.
a) X est-elle une chaine de Markov irréductible ? Déterminer sa probabilité invariante y(0).
b) Montrer que pour n € N on a

o0) L2200 C140(0) 14 6(6)
m(g) = — 2> : __<£:§?@D)” > >
1+ 36(0) >
o) 20 50 60
2 4+ 46(6)

¢) On pose m(0) = . S0it (Zy,)nen la chaine de Markov de loi initiale u(6) et de

1+ 3¢(0)
transition I1(#). Pour n € N, on pose Z, = Z,, — m(6). Montrer que le processus (Z,)nen
est centré et strictement stationnaire (c’est-a-dire que, pour tout N > 1 et tout K > 0,

les vecteurs (Z,)n—o..n €t (Zn)n=k..n+x ont la méme loi).

2.2 Estimation empirique de 0*

Pour n > 0, on oberve Xy, ..., X,. On se propose d’étudier le probleme statistique d’esti-
mation de #*. On pose pour 6 € R, § = ¢(0) (et * = ¢(0%)).
a) Montrer que la moyenne empirique X, construite & partir de X, ..., X,, converge presque
strement (sous 0*), vers ﬁgg Quelle est la limite en loi de

— 2446
X, — ?
V%( " 1+3&)

b) Construire & partir de la statistique X, un estimateur consistant asymptotiquement
normal de 6*.

c¢) Batir un intervalle de confiance asymptotique de risque « €]0, 1] pour #*. C’est-a-dire un
ensemble aléatoire C,(a) fonction de Xy, ..., X, qui vérifie

nh_{roloP(Q €Cu(a))=1-a.



2.3 Estimateurs du maximum de vraisemblance

a) On considere le processus (W, )nen+ & valeurs dans Fy défini par

o
W = 1: X,) = (
i ( ) = (

Xn laXn

= W N =
19}
(=

Montrer que (W,,)nen+ est une chaine de Markov irréductible et donner sa matrice de
transition A(6%).

b) Soit pour n > 1 et § € R, L,(0, X, ..., X,) la fonction de vraisemblance en 6 associée
aux observations Xy, ..., X,. Cest-a-dire

L0, 20, ...,2,) :=Po(Xo = x0,..., X = T0), (z0,...,7, €{0,1}).

Exprimer L, (0, Xy, ..., X,) comme une fonction du processus (W,,),en+ et du parametre
0. Déterminer 'estimateur du maximum de vraisemblance de 6* puis celui de 6*.

¢) Montrer que 'estimateur du maximum de vraisemblance de 6* est fortement consistant.
Etudier sa vitesse de convergence en loi.



