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Pour n un entier naturel non nul, on considere le modele linéaire :
)/7,:@*+b*f(xl)+gla 1= 17"'7”7

ol, pour i = 1,-+-,n, z; € [0,1] et les variables (g;) sont i.i.d. de loi N'(0,0*?). On suppose
que f est une fonction continue non constante sur [0, 1].

1) Que faut-il supposer sur (z;);=1,., pour que le modele soit identifiable? A partir de
maintenant, on supposera que cette condition est vérifiée et on notera ¥ l’ensemble
des plans d’expériences qui vérifient cette condition. Soit #* = (a*,b*)T. Donner

I’estimateur du maximum de vraisemblance 6, de 0*. Que vaut la matrice de variance
covariance de cet estimateur? On note 'y« cette matrice.

2) Afin de fixer les points z = (z;);=1,..» du plan d’expériences, on considere le critere :

1

D(z)
Calculer D en fonction de z.

3) Montrer qu'il existe m < M tels que la fonction f prenne toutes les valeurs de [m, M].
On pose

D(y) = D(ZL’) ol Y= (yi)izl,...,na Yi = f(xl)v 1= 17 s T

Montrer que .
max D(z) = max D(y),

TEYX yei
ol .
S={y:yemMi=1,....n, Ji,i' € {1,...,n},i #7,y; # ys}
4) Montrer que

D(y)=n Z(y -7)%

ouy==>" y. En déduire que

max D = max D
D)) (y) yyi€[m,M], i=1...n (y)



Soit y* avec maxy.y,cim,m], i=1..n D(Y) = D(y*). Supposons qu'il existe un indice i* €
{1,--+,n} avec m < yj. < M et considérons la fonction ¢ sur |m, M| définie, pour
y €]m, M|, par

o(y) = D(F*), avee, pour i # i* 5 =yt et G = y.

Calculer la fonction ¢ et étudier ses variations sur |m, M|[. En déduire que ’hypothese
faite sur y. est incorrecte et que, pour i =1,...,n, y* € {m, M}.

On pose
r*=Card{i e {1,...,n}: y; =m}.

On suppose que n = 2p (p € IN¥), que vaut r*? Dans le cas n = 2p + 1, quelles sont
les valeurs possibles pour r*.

Décrire tous les plans d’expériences D-optimaux.

On se place dans le cas ou f(z) = 2mxsin(2rx). Déterminer précisement les plans
D-optimaux.



