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1 Question de cours

Soit X un vecteur gaussien de Rf, (k > 2). On suppose que X est centré de matrice de
variance-covariance I'identité. On note (-,-) le produit scalaire usuel dans R¥. Soit u, v deux
vecteurs orthogonaux et normés de R¥.

a) Quelle est la loi du couple ((u, X), (v, X))?
b) Quelle sont les lois des variables suivantes :
B <U7X>2 + <U7X>27

u,X)?
(v, X)
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2 Renouvellement

Soit X1,..., X, des variables aléatoires i.i.d. de loi exponentielle de parametre 1 (£(1)).
C’est-a-dire que X; a pour densité :

fxi (@) = exp(=2)Ljo,400)(2)-
On pose, pour n e N*, S, = Xj +-.-+ X,,.
a) Calculer la fonction caractéristique ¢y, de X;. En déduire, pour n € N*| celle de S,,.

b) En utilisant le théoreme de dérivation sous le signe intégrale, montrer par récurrence
sur I’entier strictement positif n, 'identité :

/0 h 2"t e dy = H (t € R). (1)

¢) En utilisant les questions précédentes, montrer que la densité de S, est

n—1

fs.(@) = (n— 1) exp(—z)lj1ocf(z) (2 €R, n €N




d) On considére maintenant, pour ¢ € R*, la variable aléatoire :
Ni=) Tis<a-
i>1

Montrer, pour k € N, lidentité P(N;, > k) = P(Sk+1 < t). Quelle est la loi de Ny
(t € R*)?

3 Estimateur a noyau

Soit X1, ..., X, des variables aléatoires i.i.d. de densité f continue sur R. Soit xq € R fixé et
(hy,) une suite de réels strictement positifs qui décroit vers 0. On suppose que la suite (nh,)
diverge vers +o00. Pour n € N*, on pose

~ 1 <&
fn(on) = onh Z]I[évo—hn,xo-i-hn](Xj)v
L
xo+hn
pn(xo) = P(Xy € [x0 — hn, To + hy)) :/ f(t)dt.
zo—hn

pn(xo)
2h,

a) Montrer que les suites (p,(xy)) et ( ) convergent respectivement vers 0 et f(x).

b) Montrer que pour n € N*, 2nhnfn(x0) suit une loi binomiale de parametres a préciser.
En déduire l'espérance et la variance de f,(xg).

¢) Montrer que (f,(zo)) converge en probabilité vers f(z).
Indication : On pourra montrer que (f,(z9) — f(zo)) tend vers 0 en moyenne quadra-
tique.



