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Renouvellement

Pour t € R on a

oo tr — )| " 1
ox (1) = Elexp(itX; )] = / expl(ite — o)dz = {w] L
0 1t —1 0 11—t
Puisque les variables X, ..., X,, sont i.i.d. on obtient
. n 1
s, (1) = Blexp(it(X, + -+ X)] = (x, ()" = 7= 750
Montrons, par récurrence, que pour n € N* et t € R on a
+oo , —1)!
/ et e dy = u (t € R). (2)
0 (1 —at)"

L’égalité (2) est vraie pour n =1 (c’est le calcul qui a été fait en (1)). Supposons que
I'égalité (2) soit vraie jusqu’au rang N € N*. Posons alors, pour z € Rt et t € R
gy (z,t) = 2V "Texp(x(it — 1)). Pour tout x € R*, la fonction gy (z,t) est dérivable en
son argument ¢ sur R. De plus

agN N

—(x,t)| =" e "

at ( Y )
Cette fonction ne dépend plus de t et est intégrable sur Rt. Le théoreme de dérivation
sous le signe intégrale nous permet alors de conclure que, pour t € R,

o 400 ) 400 )
— eV e Tty = 2/ Ve Tl dy.
En dérivant 1’égalité (2) pour n = N on obtient :

oo : N(N —1)!
. N —x itx .
Z/O T e e dI—Zi(l it)N 1

En simplifiant les deux membres de 1’égalité précédente par i, on obtient 1’égalité (2)
pour n = N + 1 et cela acheve la démonstration.



c)

n—1

Pour n € N*, la fonction f,(z) = Cm] exp(—2)1jo yoo[(x) est positive ou nulle sur R. De
plus, d’apres la question précédente, en prenant ¢ = 0 dans (2) on obtient que f,, est une
densité de probabilité sur R. Soit Z, une variable aléatoire de densité f,. L’équation
(2) dit précisement que la fonction caractéristique de Z, est (1 —it)™ (t € R). La
fonction caractéristique caractérise complétement la loi. Donc, S, a la méme loi que

Zy. C'est-a-dire que S, a pour densité fg = f,.

Posons Sy = 0. La suite (S,,) est presque surement strictement croissante. Donc, pour
k€N, on a

P(Ny > k) = P(S) <t,8, <t,...,8 <t,Sp1 <t) =P(Sp1 < ),
PN, =k) = P(N; >k—1)—P(N, > k) =P(Sy <t) —P(Spy1 <t)

On a d’autre part,

t ok zk ¢ .
P(Sgi1 <t) = / o exp(—x)dx = [—— exp(—x)] +/ exp(—z)dx
0o R 0 :

k! 0 (k—1)!
tk
= exp(—t) + P(Sk < 't)

Donc

1k
N, suit la loi de Poisson de parametre t.
Estimateur a noyau
Posons

C= sup  f(t)

t€[xo—ho,x0+ho]

cette constante est bien finie puisque la fonction f est supposée étre continue. On a
alors pour tout n € N, p,(xy) < 2Ch,,. Donc p,(x) tend vers 0. Soit € > 0, toujours
grace a la continuité de f, il existe n. € N avec pour n > n,,

sup (1) = flzo)| <e.

te(xo—hn,zo+hn]

Donc, pour n > n. on a

2hn(f(20) — &) < pul@o) < 2hn(f(w0) +£).

Par passage a la limite, on obtient,

lim sup Pu(0) < f(wo) +e et liminf Pu(0)

n—o0 2hn n—00 2hn

> f(xo) —e.



Puisque € > 0 est arbitraire on obtient,

hﬁgp%ﬁ = llyggf% = JLTOPQ(}LHO) = f (o).

b) Pour tout j € N, la variable aléatoire Ij; ., zoth,](X;) suit la loi de Bernoulli de
parametre p,(zo). D’autre part, les variables Xi,..., X, sont indépendantes. Donc,
2nhy, fr (o) suit la loi binomiale B(n, p,(zy)). D’ou :

Bfaeo)] = 5o (20 (o) = M2zbie) _ Pafto),
Var[ﬁz(xo)] = 4n1h2 Var [2”hnﬁl(x0)} _ npn(xo)ll(;;pn(xo)) _ pn(%)iln;zpn(xo))
¢) On a

B [(Talao) ~ f0))?] = Var [Juao)] + [B )] - f(o0)]

] ]« [ v]

En utilisant les résultats de la question a), on en déduit que

lim E [(fn(xo) . f(xo)ﬂ —0.

n— 00

Donc (f,(xo)) converge en moyenne quadratique (et donc en probabilité) vers f(zo).



