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1 Estimateur a noyau

Soit Xy,..., X, des variables aléatoires i.i.d. a valeurs dans IR de loi F'. On suppose que
F est absolument continu par rapport a la mesure de Lebesgue et 'on appelle f sa densité.
On suppose que la fonction f est strictement positive et est continue et bornée sur IR. Soit
K une fonction positive et paire sur IR. On suppose que K est bornée et que son intégrale
sur IR vaut 1. Pour z € IR, on considére Pestimateur & noyau f,(z) de f(z) :

. 1 > X —x
T) = K (-2 )

Jn() nhy, ]2:1 ( hy /)’

ou (hy) est une suite de nombres strictement positifs qui vérifie :

lim h, =0et lim nh, = +o0. (1)
n—0o0 n—0o0

a) Montrer que si 'on s’intéeresse aux propriétés asymptotiques de f,(z) (z € R est fix¢),
on peut supposer sans perte de généralité que x = 0.

b) Montrer que
lim [ K(z)f(hnz)dz = f(0).

n—oo JIR

En déduire que I'espérance de f,(z) converge vers une limite a préciser.

¢) Montrer que f,(0) converge dans L* vers f(0). En déduire, pour # € IR, la limite en
probabilité de la suite f,(z).

d) On se propose de montrer que la suite (f, (x)) satisfait un principe de grandes déviations
pour la vitesse nh,,. Pour 7 € IR, on pose

v(r) = [ (€O = 1) 2

i) Montrer que 1 est définie continue et dérivable sur IR. Montrer que v est convexe.

ii) Montrer que

Jim ]R(eTK(Z) — 1) f(hnz)dz = (1) f(0) (T € R).
En utilisant I’équivalent en 0 de log(1 + h), en déduire que, pour x € IR fixé,
(fu(x)) satisfait un P.G.D. (pour la vitesse nh,). Préciser la bonne fonction de
taux I,. Que vaut I,(y) pour y < 0. Montrer que l'on peut écrire, pour y € IR,
I.(y) sous la forme I,(y) = f(x)I(y/f(z)) ou I est une fonction convexe qui
ne dépend plus de x que l'on précisera. Calculer cette fonction dans le cas ou
K(t) = Kg(t) = ]I[_Q—I,Q—I](t), (t € [0, 1])
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iii) Montrer que I,(y) > 0 si y # f(z). Pour ¢ > 0 et x € IR, AS est I’événement
défini par R
A, = {lfule) = f2)] > e},
Montrer que la série 3, IP(A;) est convergente. En déduire que la suite (Fula))
converge presque sirement vers f(z).

Dans cette question on se place dans le cas ou K = K. Soit p un entier strictement
positif et 1 < ... <z, des réels donnés. Montrer que la suite des vecteurs aléatoires
(fu(x1), ..., fu(zp))T satisfait un P.G.D., pour la vitesse nh, et la bonne fonction de
taux :

Jo() =Ly (y) +- -+ L, (%), v=i-..,y)" € R

Autour du théoréeme de Schilder

Soit (€2, A, IP) un espace de probabilité. Sur cet espace on considére un mouvement brownien
w = (W¢)tepa] et une suite ii.d. X = (X,) & valeurs dans [0,1]. On suppose que X
est indépendante de w et que la variance de X n’est pas nulle. Pour ¢ € [0, 1], on pose
Y, = wx, ou comme toujours X,, désigne la moyenne empirique de I’échantillon X; ... X,
(n € IN*). Le but de ce probleme est de montrer que le processus Y, = (Vn=1Y; +tX,,)icio.1]
satisfait un P.G.D. sur Cp([0, 1]) muni de la norme uniforme.
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a)

Montrer ou admettre que la suite (X,,, vn—1w), & valeurs dans [0, 1]x Cy([0, 1]), satisfait
un P.G.D. (a vitesse n) avec une bonne fonction de taux I a déterminer. Indications :
pour la majoration, montrer d’abord que (X,,vn=lw) est exponentiellement tendue
puis raisonner sur un compact. Pour la minoration raisonner sur un produit d’ouverts.

On considere 'application 7" de [0, 1] x Cy([0, 1]) dans Cy([0, 1]) qui a un couple (z, f) €
[0,1] x Cy([0,1]) associe la fonction g définie pour ¢t € [0,1] par g(t) = f(xt) + tz.
Montrer que Papplication T est continue. En déduire que Y, satisfait un P.G.D. (a
vitesse n) avec une bonne fonction de taux J. Exprimer J a partir de 1.

Minimum

Soit X1, ..., X, des variables i.i.d. & valeurs dans IR". On suppose que la loi de X; possede
une densité f avec f(x) > 0 sur [0,¢] pour un € > 0. On pose Y,, = min,—; _, X;.

a)

b)

Montrer que Y, possede une densité g, a déterminer. Montrer que Y, converge en loi
et en probabilité vers 0.

i) Que vaut, pour t > 0, n~'logIP(Y,, > t)?

ii) Pour ¢t > & > 0 on pose I. =|t —,t + ¢[. Calculer

1
lim —logIP(Y, € I.).

n—oo n

Soit O un ouvert de IR*. Minorer la limite inférieure de n=!log IP(Y,, € O)
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iii) Soit F un fermé de IR*. Utiliser i) pour majorer la limite supérieure de
n tlogP(Y, € F).

c) En utilisant la question b), montrer que la suite (,) satisfait un P.G.D. Quelle est la
fonction de taux J. Cette fonction est-elle bonne?

d) Calculer pour o > 0

1
lim —log/[ : exp(na( min x;)*)dz, - - - dz,.
0,1]

n—oo n, i=1,...,

4 Processus M.A.

Soit (g,) une suite de variables aléatoires centrées de variance 1 et i.i.d. On suppose que la
log-Laplace de ¢; est finie sur IR. Soit a4, ..., a, des nombres réels. Pour n € IN*, on pose

p
Xn = Z AiEpti-
i=1
Comme toujours on appelle X,, la moyenne empirique construite & partir de X, ..., X,.
a) Montrer que le processus (X,,) est stationnaire. Déterminer sa densité spectrale.

b) On suppose que &, suit la loi normale centrée réduite. Déterminer la loi de X,,. Montrer
que n VarX,, converge, quand n tend vers I'infini, vers E?Zl a?. En déduire que X,
satisfait un P.G.D. (la vitesse ici est ). Donner un equivalent pour n grand et ¢ > 0
de P(X,, > 1).

¢) On ne suppose plus que &, est gaussien. Montrer que X,, satisfait un P.G.D. avec une
bonne fonction de taux a déterminer.



