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I

Montrer sur un exemple que deux v.a. gaussiennes peuvent étre non corrélées et dépen-
dantes. (Indication : considérer deux v.a. indépendantes X et € avec X ~ N(0,1) et e = +1
ou —1 avec probabilité 1/2).

I1

Les variables X et Y sont indépendantes et de lois normales centrées et réduites. Calculer

la loi de (R, ©) a valeurs dans IRt x [0,27] ou:
(X,Y) = (RcosO, Rsin®).

En déduire que R et © sont indépendantes et donner leurs lois.

I11

Soient X et Y deux variables aléatoires normales, centrées, réduites. Calculer IE[Max(X,Y)].

vV

1. Soient X; et X; deux v.a.r. normales centrées réduites indépendantes. Calculer la
fonction caractéristique de Y = X7/2 puis celle de Z = (X7 — X3)/2.

2. Montrer que Z peut étre considéré comme le produit de deux variables aléatoires
normales indépendantes.

3. Soient A, B et (', trois v.a.r. normales centrées réduites. On considere le couple
aléatoire (71, Z3):
71 = AB
Zy = AC
Quelle est la fonction caractéristique du couple (71, Z3)? Retrouver la fonction ca-
ractéristique de 7.

v
Soit X = *(X1, X3, X3, X4) un vecteur gaussien centré de matrice de variance:
2 1 0 1
1 1 01
I= 0010
1 1 0 2



1. Que peut-on dire de X5 et de (X7, Xo, X4)?
2. Donner la loi marginale de (X7, X3) et calculer IE(X;]X3).
3. Méme question pour (X7, X3).

4. En déduire deux variables indépendantes de X3, fonctions respectivement de X7, X5

et X4, XQ.

5. Trouver une décomposition de X en quatre vecteurs indépendants.

VI

SOlt X = ¢ X1 e Xn un vecteur aléatoire avec X1 e Xn indépendantes et de méme
’ ’ ’ ’ P
loi, d’espérance m, de variance 0'2 finie. O ose
’ P ’ P
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=1 n ni:l

"= =1
A On suppose que X; ~ N(m,o?), pour i = 1,...,n.
1. Quelle est la loi de X?
2. Quelle est la loi de n¥?/a??
3. Montrer que X et S? sont indépendantes.
4. Montrer que n {52 + (X — m)z} = Y7 (X; —m)?. En déduire la fonction ca-

ractéristique de S? et reconnaitre la loi correspondante.

B On ne suppose plus connue la loi des X; mais on suppose que X et S? sont indé-
pendantes. On note ¢ la fonction caractéristique de X;.

1. Soit m = 0. Calculer IE(nS5?) en fonction de o2, et montrer que E(nSzemtX) =
&"(t)IE(S?) pour tout réel ¢. En déduire que ¢ est solution de:

£ (2) -
¢ ¢
$(0) =1, ¢'(0) = 0.

En déduire que X; ~ N(0,0%) pour i =1,...,n.
2. Montrer que 'on peut se passer de I’hypothese m = 0.



