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G� � ��� ���
G�D

q�ÂG,n�. �����

���� �������� ��������� ����� ��� ���������� �������������� ������� �� ������ ������������ ����

��� �������������� �� D ��� ��� �� ��������� NP �������� ��� ��������� �� ��� ������ �X, Y� ������
��������� �� ����� ��� �������� �� ��������� �� ������� q ���������� ���� ��������� �� ������

��� ���������� ��� ���������� ��������������� ����� ������ q̂ ����� ��� ���� ���� �� �������� ���

�� ���������� �������� ���� �� �������

���������� ������������ � ����� �� �������� ��� ���������� ������������� ������������� ����

���������� ��������������� �� ������������ ��� ���������� �� D ��� ��� ��� �� ������������ ���������

P ��� ���� ���������� �� ����� ���������� ���� ����� �� ������ k ���� ����� ��� n� �� ���������

��



�� P ��� �������� ��� �������� �������� �� ����������� �� ������� ������� ��� ��������� �� D ����

������� ���� ������ ���� �� ��� P �

E�P� �
�

G�Dk

q̂�ÂG,n�P�k�G�. �����

�� �������� ����� ���������� ��� �� P ��� ������ �� ������� �� E � ����� �� ������������ ��

����� ��� D �� ������������ ��� ��������� ��� ���������� �� ���� ������� ��� �������� �� �������

�� A� �� ��� ���� ������� �� ��������� �� �� ���������� �������������� �� E � ������ ��� E ���

��� �������� ����������� �� ������ k �� P ���� ��� ���������� �� ���� ��� ������ ������ ����

������������ �� ���������� ������ ��� ������� �� q̂�ÂG,n�� �� ��� ��� �� ������� �� ���������

2.1.2 Algorithme de descente de gradient

���� ��������� ���� ��� �� ��������� E �� ������� ����� ���������� ���������� �� �������� ��

�������� ��������������� ���������� ��� ��� �������� �� ����� ����������� �� ������� ������ ��

������������ ��� ������� ���� �� ����� ����

�Xi, Yi�i�1...n ������������ D

������ �� G � Dk ������� P�k

������ �� q̂�ÂG,n�
���� �� ���� �� P

������ ��� � ������� ��������� ��������������� �� P�

���� ���� ����� P ����������� �� �������� SD ��� ������� �� ������������� ���������� ��� D�

�� ���� �������� �� �������� ������� �� E �

�g � D ∇E�P��g� �
�

G�Fk

C�G, g�P�k�G�
P�g� q̂�ÂG,n�, �����

��� C�G, g� �������� ���������� �� ������ ������������� �� g ���� G� ������ �� πD �������� ��

���������� ��� ����������� HD ��� �������� SD� �� ���������� �������������� �� E ��������

��������� �� ��������

dPt � �πD �∇E�Pt��dt, �����

������ ��� �� �������� �� ����� ���������� ��������� �� ����� �������� �� �������� ������ ������� ��

������� �� �� �������� ���� ����������

dPt � �πD �∇E�Pt��dt� σDdBt � dZt. �����

��� �� ������ �� ������ πS �� ���������� ��� �� �������� SD ������� �������� ���� ����������� ����

������ �� ������ ����� ���������� ����������������

���� ����������� ������ �Bt�t�0 ��� �� ��������� �������� ��� R
p� σD ��� ��� �������

�� ���������� ����� �� �� ���������� ��� HD �� dZt ��� �� ��������� �� ���� ��������� ����

����������� �Pt�t�0 �� ����� �� ���� ������� ��� ������ �� ������������ ��� D� �� �� ��������

��



��� ���� ��� ��������������� ���������� ��� ������������ ����������� �� ���������� �� ��������� ��

����������� ������ ��� ���������� ���� �������� ���� ��� �� ������ �� ������������� �� ��������� ��������

���� ������� ��� �������� ������

2.1.3 Approximation par gradient stochastique

����� ����� ��� �� ������ ������ ���������� �� ������������ ����������� ���� ���� ������ q̂�ÂG,n��
�� ��� ����� ��� ������� ������� ������������ ����� ������ ����� ������ ����� �� ∇E�P� �����
�������� ��� �� �� ��������� �� ������� ���� ��� k������� �� ���������� �� ���������� �� �� ���� ����

��������� �� �� ������ �� E �� �� ��� ��������� �� ��� �������� ��������� ���

πD �∇E�P�� � EP

�
πD

�
C�G, .�q̂�ÂG,n�

P�.�
��

.

�� ��� ����� �������� �� �������� ���� ����������� ������������� ���������� ��� �������������

�� ����� �� ������ �� ��� ���� �������� ��������������� �� P� ������ ������� ��� ����� �� ���

������������� �αj�j�N ������������ ��� ���� ���������� ����������

�H0�
���
j�1
αj � �� �� �ν � 0

���
j�1
α1�νj � ��,

�� ������� ����� �� �������� ��������������� �� �� ����� �� ������������� �Pj�j�0 �������� ��� �������
������ �����

Algorithm 1 ���������� �� �������� ��� �������� ������������ �������������� �� �������

Require: ������������ D� ���������� A� �������� �Xi, Yi�i�1...n� ������� k ��0;n� �� J�
Ensure: P ���������� �� E

P0 � UD� ��� �������� ��� D�

j� 0

while j � J do

����� Gj ���� D
k ����� P

�k
j

�������� ÂGj,n ����� ��� ������������ �� �������� �� ������������� q̂�ÂGj,n�
���� �� ���� �� �� ������������ �� �����

�g � D Pj�1�g� � πS � πD
�
Pj � αj

�
C�Gj, .�q̂�ÂGj,n�

Pj

��
�g�

j� j� 1
end while

�� ��������� �� ��������� ���� ��� �������� �Pinterpt �t�0 ����������� �Pj�j�0 ��� �����

τj �
�
i�j
αi,

�� ������ ����� �� ����������� ��� ���������� �� �������� ������������ �� ������������� �����

��� ������� �������� ��� ���� ����� �� �������� ������ �� ��������� ������� �

Théorème 2.1.1 (Convergence de l’algorithme OFW (Optimal Feature Weighting))

�� ��������� ������������ �Pinterpt �t�0 ��� ��� ������������������ ������������ �� ��� ��

����������� �������������� ������ ��� ��������� ������������ �������� ���� �� ������� ����

���� �� E�

��



�� ��� ���������� �������� �� ����� ��� ������ ��� �� �������� ���� ��������������� ��������

����� ������������ ������ ��� ������ ��� ���������� ����������� ���� ����� ����� ������� �������� ����

������������ ��� ������� ��� ������������ ����

Algorithm 2 ���������� �� �������� ��� �������� ������������ �������������� �� �������

Require: ������������ D� ���������� A� �������� �Xi, Yi�i�1...n� ������� k ��0;n� �� J� ��������
σ2�

Ensure: �P ���������� �� E
�P0 � UD� ��� �������� ��� D�

j� 0

while j � J do

����� Gj ���� D
k ����� �P�kj

�������� ÂGj,n ����� ��� ������������ �� �������� �� ������������� q̂�ÂGj,n�
������ �� p ��������� ����������� �������������� �ξj�g��g�D � N �0, 1��p
���� �� ���� �� �� ������������ �� �����

�g � D �Pj�1�g� � πS � πD
�
�Pj � αj

�
C�Gj, .�q̂�ÂGj,n�

�Pj

�
� �

αjσξj

�
�g�

j� j� 1
end while

�� �������� �� ����������� ��Pinterpt �t�0 �� ��������� ���� ��� �������� ����������� ��Pj�j�0 ���
����� τj� �� �� ��������� ��� ��������� ���������� ��������������� ������������ �� �������� ��� ���� �����

�� ��� ���������� ��� ��������� ����� �� ���������������������� �� ���� ���������� �� ���������

��������

Théorème 2.1.2 (Convergence de l’algorithme de diffusion OFW) �� ��������� ��������

����� ��Pinterpt �t�0 �������� ���������� ���� �������� ������ ���������� �� ��������� ����

������ ������ �� �� ��� �� ����� ��Pj�j�N�

�� ����� ��� ���� �� ���������� �� ��������� �������� �� ���������� �� ������� �� ��������� �������

�������� ��� ������������ ��������� ��� �� �������� SD�

�� ����� ��� ����������� �� ����� ��������� ��� ����������� �������� �� ����� �������������� ����

���� ��������� �� ���������� �� ������� ���� �� ���������� �� ����

2.2 Algorithme séquentiel de plans d’expériences

���� ��������� ���� ����� ������ �� ������ ���������� ����������� ���� ������� ��� �����

�������������� ��������� ���� �� �������� �� �� ������������ ���� ��� ������� �� ������������ ��

�� ���������� �� ��� ��� �� �������� η �������� ��� ������� ��� Ω � �0; 1�d �� �� ������� ��
���������� ���������� �� ������� ��� ������ �� ������ �� ������ ��� ���� �������� ������� ��

����� �� �������� η ��� Ω� ���� �� ������ ���� ���������� ���������� d � 1 �� ���� ���� ����� ��

�������������� ���� ������������ �� ��� ���������� ����������� ��� ��� ���� ����������

��



������ ��� � ��������������� ��� ����������� �� ����� �������� �������������� ���� �� ��������� ��

������������� �� �������

2.2.1 Cadre

�� �������� η ��� ��������� ���������� �� �� ������ �� ����� ��������� �� ������������ s ������

��� �� ���� ��������� �� �������� η ����� ����������� ��������� ���� ������������ �Λj,k�j�N,k�0...2j�1 �
D� ���� D ��� ���� ��� ������� ����������������� ������ ��� ��� �������������� �� ���������� ��

���� ��������� ��� �� ������ η ��� ������� ��� ���������������� �������������� f ������ ���

f�x� � η�x� � σξ�x�, �����

��� ξ�x� ��� �� ����� �������� ������� ������� �� σ2 �� �������� �� ����� � ������ ��������� ����
��������� ���� �� ������� ��� ������ �� ������ ��������� �� ������� ����� ���� �������� �� �����������

�� η ���� ���������

���� ��� ����������� ���� ��������� ���������� �� ������� ��������� ����� ��� �� �������������

������������ �� D� �� ��������� ������� ����� �� ���� �� ������ ������ n �� ���� ������������� �xn�
����� ��� �� ���� ��������� Dn� ���� ��� ������� ���������� ������ �� �� �������������� ��� �����

�������������� �� �� ������ ����

xn�1 � xn � �ζn�1�. �����

���� ��������� �� ����� ���������� ��� ������� ��������� η̂xn,Dn �� �������� ���������� ���������������

������� ��� ���������� �� �������� ����������� ������� ����������

J�η̂xn,Dn , η� �
�
Ω

E�η̂xn,Dn�u� � η�u��2du.

η �� ���������� ����� ��� �������� ��������� ��� Dn �� ��� ���������� �� �� �������� �������� �������

������� �� � ����� � �������� � �

J�η̂xn,Dn , η� � �Eη̂xn,Dn � ηDn�2Ω � �ηDc
n
�2Ω � σ2Tr

�
µ1,1�Dn��M�1

xn,Dn

�
.

����� �� �� ����� ��� ������������ �� ��� �������� ���� ������ ��� ������ ���������� ��� ��� ��������

������� ���������� ���� ���������� τ � 0 ���������� ����������� �� ����� ��������������� ���

�� ���� �� ���������� ��������� �� ������������ ��� ���� �� ������ ���� ������������ ���������� ��� ���� ����

���������� ���� �������� ������� �� ������������ ��������������
�� ������ ������ �� η ������ ������������ ����� ��������� �� �� � ����� � ��� ��� ������ ��� ���� ��� ��� ����

� ����� �����

��



�� ������������� ������������ �� Dn �

�Eη̂xn,Dn � ηDn�2Ω � �ηDc
n
�2Ω � ���

�ν�2
Dcn
�τ

�Eη̂xn,Dn � νDn�2Ω � �νDc
n
�2Ω :� B�xn,Dn,τ.

��� ������� ��������������� ���������� ����� �� ����������� �� �������� ������� ����������� �

J��η̂xn,Dn , η� :� B�xn,Dn,1 � λTr
�
µ1,1�Dn��M�1

xn,Dn

�
, �����

��� λ � σ2τ�2 ��� �� �� �� ������ �� ���������� �� ������������� �� �� ���������

2.2.2 Description de l’algorithme de plans d’expériences séquentiels

���� ��������� ���� ��� �� ���������� ��������� ������������ �� ���� xn �� ��������� �������

��� ���� �� ���� �� Dn � xn ������ �� ���������� �� �������� ������ ��� Dn �������� �� �����

�� ������ �� �������������� �� ζn�1 ����� ����� �� ���� ��� �������������� �� J��η̂xn,Dn , η� ������
��� Dn�1 ��������� �� �������� �� ����������� �� Dn �� �� ��� ��� ��� �� ����� ����� ����������

������������������� �� ����� ��� �Dn�1 ΔDn� � 1� ����� �������� ��� ������� ���� ������������

��

Algorithm 3 ������������ ������������� �� ���� ��������������

Require: ������������ D0� ���������� λ � �0;���� ������ �� ������ n�
Ensure: xn �� Dn
�������������� �� x0 ���� ������� ���������� ������

������� f ��� �� ����� �� ����� �� ������ �� ������� ��������� η̂x0,D0
�

j� 0

while j � n do

���� �� ���� �� Dj�1 �� ����������� ��������������
� ������ ���� ��� �� ������ ���� ��������� �� Dj �� ���� �����������

� ����������� ���� ��� �� ���� ������ �� ����� ����������� �� Dj
� �� ��� ������� Dj
�������� ζj�1 ��� ������������ �� ������
������� f�ζj�1� ��� �� ����� �� ����� �� ������ �� ���� �� ������� ��������� η̂xj�1,Dj�1

�

j� j� 1
end while

������� ��� ���� �� ������� �� ��� �������� ���������������� ������������ �� ���������� ��

��������� ��� ���������� �� ���� �������������� �� ����������� �������� �� ����� �� Dj�1 �� ��������
�� Dj ��� �� ����� ��� ����������� �� �� ������� �� ��� ���� ���� �� �������� ��� ����� ���� �� �����

���� �������� ��� �� ������ ��������� ������������ ��� ������� ������ ����������� ����� ���� ��

���� �� Dj ������� �� ������� ��������� ������� η̂xj�1,Dj�1
�

2.2.3 Résultats

���� ������������ ������������ �� ����� �� ��������� �� ζj�1 ��� �� ����� �� �� ���������
���������� ���� �� �������������� �� ���� ������������� ��������� ��������� ��������� �� ��������

��� �� ������� ��������� ���� �� �������� �� ������ ���� ���� ���� ����������� �� ��������� ��

������������ ��������������� ���� �� �������������� �� ζj�1 ���� ��� ��������� ����������� ��� �����
�� �������� �� ���� ��� ����� �� ������ �λ � ��� �� ���� �� ���� ��� ��������� �� ��������� ��
��������� ��� ������ ��� �� ���������� ��������

��



Théorème 2.2.1 ���� ��� ���� �D �� ������������� ��� �� D � �Λj,k�j�0�����,k�0...2j�1 �����
����� ���� ������������� ������������� x� �� ���� ������� x� ζ ���� �� ��������

Tr
�
µ1,1� �D�M�1

x�ζ, �D

�
��� ������ ������� ζ ��� ��������� ��� ��� ������ ��������� ��� ���������� �� �D� ����� �� ����

ζ� � �Λ� �D ������Λ.

�� ���������� ����������� ������ ��� ���������� �������� ���� ������������ ����������� ���������

������ �� ������� �� ���� xj�1 �� �� ���� �Dj�1� ������������
��� ��������� ���� �� ��������� ��� Dj ����� ��� ���� �� ���� �� ������������� �� ��� �������� ��

������� �� ��������� ���������� ��� ��� ���������� �� ������� ��������� ���� ��������� ������ ����

������������������

Théorème 2.2.2 ���� ��� ���� �D �� ������������� ��� �� D � �Λj,k�j�0�����,k�0...2j�1� ��

�� η � η �D � �η�η �D �������� �� �������������� �� η ��� ��� ���������� �� �D� ����� ���� �� ���

��� λ � ��� �� ������ C � 0 ��� ���

�η �D � η̂xn, �D� � C

�
���n

n
.

����� �� ��� ���������� ����������� �� ���������� ������ ���� ������������� ������������� �� ���

�������� ���������� �������� ����� ����� ����� �� ������ ��� �� ������� ������������ ����������� ��

�� �������� �� ����������� ���������� ��� ����� �������� ����� �� ������ �� ����� ����� �������

��������� ��� ������� �� ������ ������� �� ������ ����������� �� ������������� ���� ������� η�
�� ����� ��� ���� ������� ���� ��� ��� ������������ ��������������� ���� ��� ��������� ����

�������������� �� ���������� �� ���������� ������������ �� �� �������� ���������� ����������� �������

��� ����������� ��� ����� �������� �� ������� ����� ������������� �� ��� �����������

2.3 Boosting multivarié : application à la reconstruction de réseaux
de régulation

�

����� �������� ���� �� ���������� ������������ �� ��������� ������������ �� ������� ��

����������� ���� ����� ���������� ��� �� ����� �� ����������� ������������� ������ ������ �� ������

�� ������� H� �� ������� �� ��������� f � �f1, . . . fm� � H�m :� Hm ��� ��� ����� ������������

�Gk�k�0� ���� �� ������ �� ������� ���� ������������ ��� �� ������ p ����� D ������������ �� H ���

��� ����D � H� �� �� ��� �� �������� ���������� ������������ ���� ������������ �� ��� ��� D �����

��� �� ������������ ���������� ����������� �� H�

2.3.1 Description (sommaire) des algorithmes de boosting

Cadre déterministe ��� ����������� �� L2��������� ���������������� �� �������������� �����

�������� ����� � �� ����� �� ����������� Gk �� f ��� ������������ �� G0 � 0 �� Gk ��������� �� ������

�� Gk�1 �� ��� �������� ��� ���������� �������������� �� ������ ���� �������� ����� ��� f�Gk�1 ��
D� ���� ���������� ���� ������������ � �� ��� ����������� �� ���� ������ ��������� ����� ����

������ �� ����� ������ �� ��������� ���� �� ����� ������������ �� ������ ��������� �� ���������

�� �� ������� ��������� ��� ������ �� �� ������ �� ������ �������� ��������� �� �����

��



������ ��� � ����������� ������� ��� ����� ���������� ����������� �� ���� ������������� ��� �� ����
����������� � ���� � ������ ���� �� ������ ���� �� ���� �� ���� �� ���� �� ���� ������ �������� �

���� ������� ������ ����������� � ������������� ���� �� ������� ��������� �� �� ���� ������������ ��

�� ���� �� ������

���� �������� �� ��������� ���� ��� ���������� �� ��������� f ������� �� �� � ������ ��� f� ���

������� ������� ��� ���������� ����� ���������� ����� �� ������ �� ������� �� ����������� ��

Gk ���� f �� �� ������ �� f ��� ������� �� ������� �� �� ��������� B ���� �� ��������� ������� �

Théorème 2.3.1 ([DeVore and Temlyakov, 1996]) ���� B � 0 �� ��������� f � A�D, B�
���

A�D, B� �
���f � �

gj�D
ajgj ��� ��� �a�1 � B

��� ,
����� �� ������ ��� ��������� CB �� ���������� ��� �� B ����� ��� �� ������� ���������������

���������

�Rk�H � CB�1� ν2k�� ν
2�2�ν� .

��



Algorithm 4 ���� ������ ��������� ������ ��������������������� ��� ���������� �����

Require: ������������ D� �������� f � H �� ����������

Ensure: ���������� �� ��������� ν ��0, 1�� ���������� �������� N
����������� G0 � 0H �� ������� R0 � f�

k� 0

while k � N do

����� ���� ��������� ϕk � D ��������� ��������� ���� Rk ��Rk,ϕk�� � ν���g�D ��Rk, g��
���� �� ���� �� �� �����������

Gk�1 � Gk � �Rk,ϕk�ϕk
�� ��� ��������

Rk�1 � f�Gk�1 � Rk � �Rk,ϕk�ϕk
k� k� 1

end while

������ �� ν ��� �� �������� �� ������� �� ����������� �� ������������ ��� ��� �������� ����

ν � 1 � �� ������� ����� ��� ������� �� k�1�6� ����� �� ν � 1 ������ ��� �������� �� ��� �� ���������

����� ��������� �� ��� ����� ����������� �� ������������ �� �������� ���� �� ����� ���������� �����

���� �����

Cadre aléatoire ��� ������� �� ����������� ����� ���������� ������������ ����������� ����

��� ��������� �� ����������� �������� �� �������� �� ���������� �� ���� ����������� ���� �� ��� ��� ��

������� ���� ������������ �X1, Y1�, . . . �Xn, Yn� ������ ���

�i � �1 . . . n� Yi � f�Xi� � �i,

�� ��������� �� ������� ��� f � ����D� �� ������ H �������� �� ������� L2�P� ��� P �������� ��
��� ���������� ��� X� �� ��� ���� ��� ��������� ��� ��� ���� �� ���� ������� ����������������

��� ��� �������� ��� ������� �� �������� ���������� �� H� �� ���� ����

��h1, h2� � H2 �h1, h2��n� �
1

n

n�
i�1
h1�Xi�h2�Xi� �� �h1�2�n� � �h1, h1��n�.

�� ���� ������ ��������� �������� �� ����� ������� �� ��� ������� ��� ������������ � ��

2.3.2 Algorithme de Boost-Boost pour le cadre multivarié déterministe

Extension de [Lutz and Bühlmann, 2006] ���� �� ��������� ��� ����������� �� �������� f ���

m ������������� �� ��� ������������ ���������� ��� ����������� ������������ �� ������������ ����

������� ���� �� ��������� �������������� �� ������� ��� ����� �� ��������������������� ������������

�� G0 � 0Hm , R0 � f �� �� ������� �� ������������ k �� ����������� ik � �1 . . . m� �� �� �����������
ϕk � D ���� ��� ����Rikk ,ϕk���� � ν ���

i��1...m�,g�D

����Rik, g���� .
�� ��� ����� �� ����������� �� ����������� � ����� ��������� ��� ����� ��� ���������� ����� ����

�� ����� �������� ���������� ���� ��� ����� ��� ��� ��� ������� ����������� �� �� �����������

�� ������ ��� ������ ������� ���� ����������� ����� ���� ��� ���������� ����� ��� �� ���� ��� ��������

����������� ��� ��������� Rk � f � Gk ��� ���� ��������� ���� ������� �� ���������� ��� ������������ ϕk �� ���

��� �������� ��������� Y �Gk ��� ���� ��� ������ ����������� ����������� ���� �������������

��



Algorithm 5 ���� ������ ��������� ������ ������������������� �����

Require: ������������ D� �Xi, Yi�i��1...n�
Ensure: ���������� �� ��������� ν ��0, 1�� ���������� �������� Nn
����������� G0 � 0H �� ������� R0 � f�

k� 0

while k � Nn do

����� ���� ��������� ϕk � D ��������� ��������� ���� �� ������� � �������� � ����Y �Gk,ϕk��n�
�� � ν���

g�D
���Y �Gk, g��n�

��
���� �� ���� �� �� �����������

Gk�1 � Gk � �Y �Gk,ϕk�ϕk

�� ��� �������� ����������� ��� ���������

Rk�1 � Rk � �Rk,ϕk��n�ϕk � ��,ϕk��n�ϕk.

k� k� 1

end while

������ �������������� �� ����������� ������ �������� ���� ��� ����������� ������� ��� �����������

����������� ���������� �� ��� ����� �� ����� ��������� ��� �� ������ ����������� ��� �������

�������� ���������������� ����������� ��� ������������ ���� ���� ����� �� ��� �������������� ����

�� ��� ������� ������� ���� �� ������� ��� ����� �������� ������������� �� �������� ���� ����������

������ ����������� � ������������ �������� Nn ��� �������������� ����������� �� n �� �� ��������

�� ������ ������������ ��� �� ����� ���� �������� �� ���� ��� �� �� ��� ���� ��������� �� ����

������� ������� ��� ������������ �� ���������

Algorithmes Boost-Boost multivariés déterministes ���� ����� ����������� ���� �� ��������

����������� �� ���������� ��� �� ��������� ������� �� �������� ��� ������ ����������� �� Hm ��

���� �� �� ������ ��� ����������� ��� ��������� �� ������� �� ���������� ������������ ��������������

���������� ���� ��������� ���� ������� �� ������������� ik �� �� �������� ��� �������� ���� �������

������ ��

���� ���������� ���� �� ���� ����� �� �������� k � �������� ������� �� ����������� ik ����������

�� ���� ������������� �� ��������� ���� ������� �� �������� ����������� ϕk ���� ����� ������������ ��

��� ����� �������� �� ���������� �� ����������� �� ������������ ����� ��� �� ����� L2 ��� ���������
�� �������� �� ����������� �� ��������� �� �� ������ �� f �� ��� ����������� �� ��������� µ, γ ��

ν ��� ������������� ������ �� �0, 1��

Théorème 2.3.2 (Algorithme Boost-Boost déterministe (norme L
2 des résidus)) ����

f � �f1, . . . fm� � Hm ����� ��� ������ ��� ������������ fj � A�D, B�� ������ ���� ���� k � m�

������������ � ��������� ����� �������� � �� ������ ��� ��������� CB � 0 �� ���������� ���

�� B ����� ���

�i � �1, . . . ,m�, �Rk�fi�� � µ�
1
2ν
� ν�2�γ�
2�ν�2�γ� �γ�2 � γ���

�ν�2�γ�
2�2�ν�2�γ�� CB

�
k

m

�� ν�2�γ�
2�2�ν�2�γ��

.

�� �������������� ��� ��� ��������� �� �� ��������� �� ������� ��� ���������� ������ �������

������ ��� ��������� ���� ����� �������������� �� ������������ �� ����� ��� ����������� �� ������

��



Algorithm 6 ���������� ����������� ������ ������������������

Require: ������������ D� �������� f � H �� ����������

Ensure: ����������� �� ��������� �γ, ν, µ� � �0, 1�3� ���������� �������� N
����������� G0 � 0H �� ������� R0 � f�

k� 0

while k � N do

����� �� �� ����������� ik �� �������

�Rk�fik��2 � µ ���
1�i�m

�Rk�fi��2 ������ L2 ��� ��������� �����

�� ����

p�
j�1

�Rk�fik�, gj�2 � µ ���
1�i�m

p�
j�1

�Rk�fi�, gj�2. ������ ��� ������������� �� D� ������

����� �� ����������� ϕk � D ��������� ��������� ���� Rk � ��Rk,ϕk�� � ν���
g�D

��Rk, g��
���� �� ���� �� �� �����������

Gikk�1 � Gikk � γ�Rikk ,ϕk�ϕk �� �i � ik Gik�1 � Gik.

���� �� ���� ��� ��������

Rikk�1 � Rikk � γ�Rikk ,ϕk�ϕk �� �i � ik Rik�1 � Rik.

k� k� 1

end while

��



������� �� ���� �� �� �������� ������� �� ���������� �� ���������� ����� ���� �������� ��� �������������

������� ��� ������ ��� ���������

������������ ����� ��� �� ���������� �� �� ����������� ik ��� �� ����� ��� ������ ��� �������������

������ ���� ���������� ����� �������� �� ��������� �� ��������� ��� �� ���������� �� �������������

�� �������

ρ � ���
i�j,gi�D,gj�D

��gi, gj��,

�� �� ������� ��� ������ fj ��� S �������������� �������������

fj �
p�
i�1
a
j
igi ���� �aj.�0 � S.

�� ��� ����� �������� �� ���������� �� ��������� ��������

Théorème 2.3.3 (Algorithme Boost-Boost déterministe (somme des corrélations à D))

���� f � �f1, . . . fm� � Hm ����� ��� ������ ��� ������������ fj � A�D, B�� �� ������ fj ��� S

������������� ���� ρ��1�ν�1�S�1� � 1� ������ �� ������ ��� ��������� Cρ,S,B �� ����������

��� �� �� ���������� �� ������������ �� �� B ����� ��� ���� ���� k � 1 �

�i � �1, . . . ,m�, �Rk�fi�� � µ�
1
2ν

�ν�2�γ�
2�ν�2�γ� �γ�2� γ��

�ν�2�γ�
2�2�ν�2�γ�� Cρ,S,B

�
k

m

�� ν�2�γ�
2�2�ν�2�γ��

.

�� ���� ����� �� ���������� �� D� �������� �� ���������� �� ��������������� �� f ��� �����������

�� �������� � ������ ����� ����� ��� ���������� ������� ����������� ��� �������� ����� ������ �����

��� ��������� �� ������������ ������������ ρ�2S � 1� � 1 �������� ���� �� ��� ����������� ν � 1�

������ �� ���������� ��� �������� �� ���������� ��� �������� ��� ��� �������� ������������� ����

�� ���� ��� ����������� �� �������� �� ��� ������������ ��������� ��� ���� ��������������� �� f

��� ��������� ���������� �� ������������� �� ����� ���� ��� ���������� ��������� �� ��������� ��

�� ���� ���� ����� ���������

2.3.3 Extension des algorithmes Boost-Boost multivariés aux situations bruitées

�� ��� �������� �� ������ ����������� ��� ��������� ��������� ���� ������������ � ��� ����������

���������� �� ��������� ��� ��������� �� ���������� ����� ����������� ���� ��� �������� �����������

�� ���� �������� �� ������� ������������ �� ����� �������� ����������� ���� ������������ ��

������ ������� ���������� ��������� �� ����� L2 ��� ��������� �� ��� ���������� �� �� ��� ��������

�� ��������� ��� µ� �� ����� ���� ����� �� ��� ����������� �� ��������� ������� �� ������ ��

����������� ����� ��� ���������� �� ���������� �� �������� ������������� ������ �� ������ �� ��

���������� �� ������������ �������������� �������������� ��� ������������ �������� �� ��� �������� ��

������� �� ����������� �� ������������ �� �� ���� �������� ��� �� ������ �� ����������� pn
���� D ���� ������� ���� n� ��������� ����������� ���� ������������ ���� ������� �� �����������

������������

�� ��������� ���������� ��� ��� ���������� ��������� ��� �� ��������� �� ������ �� �� ��������

����� D� ����� ��� ���������� ��������� ���������� ��������� ��� ���������� �� ��� ��� ������

������� ������������

Hypothèse 1 (HD) ���� ���� gj � D� gj�X� �������� �� ������ ������� 2 ����������

E�gj�X�2� � 1 �� ��� ��������������� �������

�j � �1 . . . pn� E�gj�X�2� � 1 ��� ���
1�j�pn,n�N

�gj�X��� � �.

���
1�j�pn,n�N

�gj�X��� � �.

��



Algorithm 7 ���������� ����������� ������ ������������

Require: ������������ D� �������� f � H �� ����������

Ensure: ����������� �� ��������� �ν, γ, µ� � �0, 1�2� ���������� �������� Nn
����������� Ĝ0 � 0H �� ������� R0 � f�

k� 0

while k � N do

����� �� �� ����������� ik �� �������

�Y � Ĝikk �2�n� � ���
1�i�m

�Y � Ĝik�2�n� ������ L2 ��� ��������� ������

�� ����

p�
j�1

�Y � Ĝikk , gj�2�n� � µ ���
1�i�m

p�
j�1

�Y � Ĝikk , gj�2�n�. ������ ��� ������������� �� D� ������

����� �� ����������� ϕk � D ��������� ��������� ���� �� ������� �������� Yik � Ĝikk �����Yik � Ĝikk ,ϕk�
���
�n�

� ν���
g�D

����Yik � Ĝikk , g�
���
�n�

���� �� ���� �� �� �����������

Ĝikk�1 � Ĝikk � γ�Rikk ,ϕk�ϕk �� �i � ik Ĝik�1 � Ĝik.

���� �� ���� ��� �������� ����������� ��� ���������

Rikk�1 � Rikk � γ�Rikk ,ϕk��n�ϕk � ��ik , ϕk��n�ϕk �� �i � ik Rik�1 � Rik.

k� k� 1

end while

������������ �������� ��� �� ����� ����������� �� �� ����� ������ ���������� �� ��� �������� ���������

������� ����� ���� ���� ��� ��� p �� n�

Hypothèse 2 (Hpn
) �� ������ �� ������������ pn �� D �������

pn � O
n���

�
����Cn1�ξ�

�
,

���� ξ ��0, 1� �� 0 � C � �.
����� ������������ ���������� ��� �� �������� �� ������� ��� �������� ���������� ���� ��

�������������� ��� D ��� ���������� �� �������� ���� ��� ����������� ����� ���� ����� ������ ��

������ �� ���������� ��� ��� ������� �� n�

Hypothèse 3 (Hf) �� �������� f � �f1, . . . fm� �� �������� �� ���������� ������ �� ��������

����� D

�j � �1 . . . m� fj �
pn�
i�1
γ
�j�
i gj

�� ������ ����������� ��� S��������������� ���� S ������������ �� n� �� ����� �γ�j�i �n�N,1�j�m,1�i�pn
��������� ����

�1 � j � m ���
n�N

pn�
i�1

�γ�j�i � � �.

��



������������ ��� �� ������ �� ����� ������ ����������� ��� ������������ �� ������������� ����

��� �������� �� �����������

Hypothèse 4 (H�) ��� ��������� ����������� �ε����1...n ���� ����� ��������� ���� R
m �� �����

������ Idm �������������� ��� �X����1...n� �� ������ ���

���
1�j�mn,n�N

E�ε�j��s � �,

���� s � 2
ξ ��� ξ ��� ������ ���� ������������ � �Hpn

���

���� ��� ���������� ���� ��� ��� ������ �� ������������ ���� �� ������ ���������� �� ������� ���

��������

����� �� ��������� ���������� ��� ����������� ��� ���������� ������ ����� ����� ��� ���� �������

�� ��������� �� ����������� ��� ������������ �� ������� �� f�

Hypothèse 5 (HS) ��� ���������� ������ ���� �� �������������� S ������������� �� ������

����������� fi ��������� �

�γ�j�i � � n�κξ,

���� κ � 1�2�

�� ��������� ����� �� ������� ��������� ������� ��� �� �������������� �� ������� ��� �����

������� ������������

Théorème 2.3.4 (Consistance en support des algorithmes de Boost-Boost) ��� �����

������ �������� ���� ���������� ���� ������ ������������ �

i� ��������� ��� ��� ����������� ��� ���� ����������� � �HD�, �Hpn
�, �Hf �, �H��� �� ���

������ ���������� fj ��� S ������������� ��������� ρ��1�ν�1�S�1� � 1� ����� �� ������ ���

������ ��������� �� ���������� �� ��������� γ� ��� ��� ���� ���� γ � �0, γ�� ������������

����������� ������ L
2 ��� ��������� �� ������������ ��� ��� ������ ���������� ���� ����

����� ������� �� ������ �kn�n�N ������������� ����� ������ ��������������

ii� �� �� ������� �� ���� ��� ������������ ��� HS ��� ������ ����� �� ������ ��� ������

�������� κ��γ, S� ��������� ��� ������ ����� ������ ���� �� ������� �� ������ �����������

����� ������ ������������� ���� ���� ��� κ � κ��γ, S��
iii� �� ��� �������� pn � o

n��� ��n� � �� �� ��� �� ����� ���� ������������ �� ������

����� ����� ��� �� ����� ��� ������������� �� D�

�� ����������� ��������� �� ����������� �� ������� ��� ������� ���� ��� ����������� ���� ��

������ ������ ����� ���� �������� ��������� ������������ �������������� �� ����� n�ξ�2 ����������
�� ����� �� ������ ������ �� ����� ��� �������� �� ��������� �� �������� ����� �� ��������� �������

���� �� �������������� ��� fi� �� ����� ���������� ����� ��� ����������� �� ������� ��� ��������

���������� �� ��������� �� ���������� � ������������ �� ������������ ��� ��� ���� ��������� ����

������ ������������� ��� ����������� ���������� ���� ��� ������������ ������������ ������������� ����

����� �� ��� ���������� �� �������� ��������� �������������� ��� ��� �� ������ ���� ������� ����

��� �� ��������� ��� ����������� ����� ��� ����������� �� ��� ������ ��������� �� ��� ��������� ���

��� �� ���������� �� ��������� γ� ���� �� ������ �� ���� �������� �������������� 13�18 ��� �������
���� �� ��� �� ������������ ����������� ����� ��� �� ����� L2 ��� ���������

������������� �� �� ������� ��������� ������ ���������� ��������� �� ���������� �������� �� �����

��� ������������ ��� HS ����� ��� ����������� ���� ����������� �� ������ �������������

��



Théorème 2.3.5 (Consistance des algorithmes de Boost-Boost) ��������� ��� ��� ���

��������� ��� ���� ����������� � �HD�, �Hpn
�, �Hf �, �H��� �� ��� ������ ���������� fj ��� S

������������� ��������� ρ��1�ν�1�S�1� � 1� ������ ���� γ � γ� �� ������ �kn�n�N ��� �����

��������� ��������� ��������� ���� �� ����� ��� ������������ ����������� ����� ��� ��

����� L
2 ��� �������� �������

�i � �1, . . . ,mn�, E�f� Ĝkn�f��2 � oP
n���

�1�.

�� �� ������� �� ���� ��� pn � o
n��� ��n� ������ �� ��������� ����� ���� ���� ������������

����������� ����� ��� �� ����� ��� ������������� �� D ��� �������

�i � �1, . . . ,mn�, E�f� Ĝkn�f��2 � oP
n���

�1�.

�� ������ �� ��������� ���� ���� ������� ����������������� ���� ���� �� ������ ��������

������� n� �� ��� ���������� �� ��� ����� ��� pn � Cn ��� ��� ����� ���� ��� ������� ��

����������� �������������� ������� ����������� ��������� ��� ��� ��� ��� ������ ������� ��������

��������� �� ������������ �H��� ���������� ���� �� ����� ��� kn ����� ����������������� ���� n
��� ����� ��������� �� ���� ������� ���� ����������� ������ �� �� ��������� ��� ���� ������ ��� ���

���������� ��� ���� �������������� ������� �� ����������� ����������� ������������� ����� �� ������

���� ��������� �� ���� ���� ��� ���������� ���������� ��� ������� �� ��� ������������

2.3.4 Résultats numériques

���� ���������� ��� ����������� �������� ���������� ������� ��� ��� ����������� �� �������� ��

��������� �� ���� �� ���� ���� �� ���� ������ ������������

�� ��������� ���������� �������� �� �������� ���� ��� �� �������� ������ �������� ���� ����� ��� ���������� ������

�� ������� �� ������� �� �������� Y �� ������ n �m ����� ��� ��� ������������ X ���� �� ������

n� p �� ��� �� ������� �������� Y � Xθ� � ��� � ��� �� ����� �������� N �0, In�� ��� ��������� ���
������������� ���� ����������� ���� �� ��� �� �������� �� ������ ����� �� ��������� �gj, gk� �����
1 � j, k � p� ��� ���� ������ ��� ρ�gj, gk� � 0.9�k�j�. ������ ������� �� θ ���� s���������������

�� ������� ���������� ������� ���� ������������� �� ��� �� ������������ ���� ������� �� �����������

�� p ������ � ������ ������ ������������ ������ ���� ��� n ������������ Ei� ���� ����� Ei,j� ����

1 � j � p ��� ������������� �������� ��� �� ������ ������������ ��� ������ ������ Ei,k, k � j� �� ���

�� ������� ��� ��� ������������� �� ������� �� E � Eθ�� ���� θ ��� ������� �� ������� �� ���������
����� ���� ������� ��� ����������� �������� �� ������������ ���� ����� ���������� ��� ������� � ���

�� ����� �������� N �0, In��
�� ��������� ���������� ������� �� �������� �� �� ��������� �� ������������ ��� ����������� ��

���������� s ��� ������� ����� ���������� ���� ��� �������� �� �� ������� θ� �� �� ������������ ���

������������� ���� ������ ��0.9� ����� ��� ��������� ������������ ��� �� ��� ��� ���� ���� �� ���������
������������

������ ��� ������ ������������� ��������� ������������ �� �� ���������� ��� ����������� �� �����

���� �� ����� ����������� �� ������ ���� �� �������� �� �� ���������� �� ���������� ���������� ���

��� ����������� �� �� ��������� �� �� ���������� �� ������ ������������ �� ���������� ���������

��� ������� ����������� ���� ��� ���������� ��� �������� �� ��� �� ����� �������� �� �����������

��� ���������� ���� ���� ��� ���������� ������������������

��� ���� �������� ���� �� �������� ���� �������� ��� �� ������� �� ������ ��� ���������

�� �������� ���� ������������ ����������� �� �� ���������� ������������� ��� ������� ���

��������� ���������� �� ������ ������ �� ��������� ������ �� ���������� ��� ������� �����������

�������� �� ������ ��� ��� ����������� �� ����������� ��� �������� ���������� ���� �� ��� �����

��
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�������� �� ����� ���� �� ����� ��� ����� ��� ����������� �� �� ������� ���������� ������� ����

��
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������ ��� � ��������� ��� � ��������� �� �������� ��� �� ��������� ������� �� ����������� ����

��������� ��������� ����������� ���� m � 4� ��� p � 250� n � 50 ������ ��� s � �30, 100, 100, 100��
�� �������� � �� ���������� �� ��������� �� �����������

�� ���� �� ��������� ��� �� 40 ����� ��� ���� ������� 50 ����������

���� �� ��� �������� ��� ��� ������������� �� ������� ��� 9
10
���� ���������� ���� �� ��� �� ��������

������� ����� �� �������� ��� ������������ �� �������� ��������� �� ����� ��� ������������� ��

������������ ��� ������������ ���� ���������� ��� ��� � ������ ����������� �� �������� �� ������

����� ������� ��� ���������� ����������� �� �������� ��� ���������� �� ����� ��� ���������� ������

��� ��������� �� ���������� ��� ������������ ��������� ��� ���������� ���������� �������� ��� �����

����� �� ������� �� 5�100� ���� ���� ��� ������ ���� �� ����� �� ����� ������ ��������� �������
n � 50 ����� ��� �� ��������� �� ��������� ��� 1000 ����

2.3.5 Élargissements

����� �� ��� ���������� ����������� �������� ���� �� ���� �������������� ��� ������������ �����������

���� �� ����� ��� ����������� ���� ���� ����� ������� �� ������� ��� n �� p �� ��� �������� �� ����

������� ����� ���� ����� ���������� ��� �� ������ ����� �� ����������� ��� ����������� ������ ���

���������� ����������� ������������ �� ����� ������������ ����� S� p� n� γ �� κ ����� ����������

������� �� ������ ������������ ��������� �� ������������� �� ��� ������� �� ��������� ����������

�������� ���� ��� ����������� ��� ���� ��� ��������� ������������ ������������ �� ����� ���������

������������ ���� �� �������� �� �� ������ ��������� ������ ���������� ��� ������� �������� ��

��������� ��� ��� ��� ����� ��� ������
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Chapitre 3

Statistiques de modèles déformables

���� �� ��������� �� ������� ��� ��������� ��� ���������� ��� ���� ��������� �� ��� ���������� ���

����� ��� �� ������ ��� ������������ �� �������� ������������� ������� �� ����� ������ ��� �� ��������

��� ��������� ������������ ���� ��� ������� �� ������� ���� ���� �������� ���� �������������

���� �� ����� ����������� �� ��� ������ ����� ������� �� ������������ ������������� �� �� ������

H �������� ���� ������ �� �������� ���� �� �������� ���� �����

3.1 Modélisation d’action de déformations

���� ��� ���������� ������������ ����������� ��� �� ����� ������ �� ���������� ��� ������������

��� ������� � ����� ��� ������������ ��� �� ������ ������ � ��� ������������ ���������� ����� �����

����� � ������� � f� ���� ����� ��� ������������ �� ������� �� ����� �� ������ �������� ������
������� ��� n ������������ ��� �������� ��� ��� ���������

�i � 1 . . . n Yi � fi � εi, �����

��� εi �������� �� ����� �� ������� fi ��� �� ����� ���������� ������������ ����������� �� H �� Yi
������������� ����������� �������� �� H ��� �� �������� �� ��������� �������� ��� Ω� �� ����

������� ������ fi �� ���� ��������� ��� ������ �� ����������� ������� ������ ������ fi ��� �������

�� ������� ��

�x � Ω,�i � 1 . . . n fi�x� � �f� � Zi��gi.x�, �����

��� Zi �������� �� ��������� �� ��������� �� gi �������� �������� �� ������������� ������ �� ��������

�� Zi ��� ���������� �� ����� ��� ������ ��� �� ��� ���� �������� �� gi ��� ������� ��� ���������

�� Ω ���� Ω� ���� ���� �� ��� ����� �� �� �������� ��� ��� ���������� ������������ �������

Zi � 0 ������� ���� ������� ��� ����������� ���� ��� ������� ��� ���������� ��������������� ��

�� ��������� ��� ��������

3.1.1 Déformation rigide

�� ������ ���������������� � ������� �� ������������� ������������� �� Ω� ��� ������� �� ���

������������ ��� ������������� ������� ���� ��� ���� ������� �� ������������� �� �������� ���� ������

�� ��� �� ��������� ���� ���Ω� ��������� ������� ��� ����� ��� ��� ������� Ω � R
d �� �� ������

�� ������������ ��� �� ������ ��� ������������ �� ���� �� ��� ��� ������������ ���� ����������

�������� ���

�x � Ω,�i � 1 . . . n fi�x� � f��x� τi�,
��� τi ��� �� ���������� �� ����������� ����������� ���� �������� �� G ��� ���� ���������� g.x � x�g
���� ���� x �� Ω�

��



���� �������� ����� ��������� ���� �������� ��� ���������� ���� ��������� �� ���������

����������� ������� G �������� ��� ���������� ������������� ������������� � � �

3.1.2 Déformation élastique

�� ������� ������ �� ������������ ��������� ��� ��������� ���� �������� �� ������� ���� ������

�� �������� �� ����� ����������� ���� ������������� ��Ω� ��� �������� �� ������������� ��� ����� ���

��������� ��� ��� ���� ������������ ��������������� ��� ������� ��� ������� ����� ������� ��� ������� ������

��� �� ���������� ��� ������������� ��Ω ��� ������������ �� ������������� ������� ��� �� �������� �

�� vi �������� ��� ����������� �� C�Ω,Ω�� �� �� � ��� �� ����� ������� ����� ������ ����� �������������
φ1 � Id��vi ��� �������� ������������ ���� ��� ������� ������ φp�φp�1�� � ��φ1 ��� ����������
������������� ������������� �� ���������� ���

φp � φp�1
�

� vp�φp�1�,

�� �������� ��� �� ������� �� ����������� �� ������� ������������� ���� ����� �������������� �� �� ��

����� ��� ������� �������������� �vt�t��0;1� �� C�Ω,Ω�� �� ����� ���������� �� ������� �� ���������

�t � �0; 1� dφt

dt
� vt�φt�, �����

����� ����� ����� ��� ������ �������� �φt�t��0;1� ������������ �� φ0 � IdΩ ���� ���
�1
0
�vs�ds � ���

��� ��������� ���� ���� ����� t� φt ��� �� ��������������� �� Ω ���� φt�Ω�� ����� ����
������� ��� ��� ���������������� ������ ���������� ���� Ω� �� ��� ������� ��������� ������

������������� �� ����������� ��� �� ���� �� Ω� �� ��� ��� ���� ���� ��� �t � �0; 1�,�x � �Ωvt�x� � 0�

������ ���� ����� �� ����� ����������� ���� ������� �� ��������� ��� ������������ fi �����������

����� ����������� �������� f�� ���� �������� �� ��� ������� ���� ��������� ���� ���� ����������
�������������� �� ��������� ��� ������������� ������������
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������ ��� � ������� ���������������� �� ���� ���������������� φ1 �� �0; 1� ��� �������
���������� ��� ��� ������ �� ������� v ���������� �� ����� ��� ��������

3.1.3 Régression sous contrainte de monotonie

��� ������� ������� ���� �� �������� ��� ���������� ������������ ���� ��� ������ ������������

�� ��������� �� ��������� �� ������ ����� ���������� ��� ���������������� �� ��������� � ��� ����

������������� ��� ��������� ���������� ���� ���������� ���� ���� ����� ������ �������� ����

���������� ��� �������� �� ����������� ���� ���������� �� ���������� �� ���� ��� ������� ���� ��

��������� ������� ��� ��� �� ���� �� �� ��������� �� ����� �������� ������������� �� I �������� ��

���������� �� R� �� ������� Hm�I� �������� �� ������� ���

Hm�I� � �f : I� R, f�m�1� ��� �������� ��� I ��
�
I

�f�m��x��2dx � ���,

�� � ����� �� ���������������� �������� �� ��������� ��������� ���� I � �0, 1� ��� ���������

��



Théorème 3.1.1 ������ �H � Span�1, x� � Hm�R� �� m � 2� ���� ���� f � Hm��0, 1��
����������� ���������� ��� I � �0, 1�� �� �������

φt�x� � tf�x� � �1� t�x,�t � �0, 1�.

����� �� ������ �� ����� �� ������� �vft�t��0,1� ��� ��� vft � �H,�t � �0; 1� ��� ���

f � φ1 � φ0 �
� 1
0

vft�φt�dt.

�� ����� ���� ���� t � �0, 1�� �� �

vft�φt�x�� � f�x� � x ���� ���� x � �0, 1�. �����

�� ������ ��� ������� �� ������� f ���������� ���� �� φ1� ������� ��� ��������� �� ����������

�������� �� ������� �� ������������ �� �vt�t�0 ���� �������� ����� ���� ������� φ1� ���� ����
t � �0; 1�� �� ���� ��� �� ����� �� ���������� ����� ��� vt � ������ � tf�x� � �1� t�x ��� f�x� � x�

���� ����� �� ��� ������������ �� ������� �������������� �x1, y1�, . . . �xn, yn� ������ ���

yi � f�xi� � �i,

��� ��� ��������� ��i�i��1...n� ���� ��������� �� �������� σ2� �� ������� �� ���������� �������� f̂n
��� ��� ��� ������ ����������� ������ ���

R�f̂n, f� � 1

n

n�
i�1

�f̂n�xi� � f�xi��2,

���� ������ �� ��� ���� �� ���� ��������� ������� ��� �� �������� � �� ����������� f̂0n �� ����������

��� ��������� �� f� �� ��������� ����� �� ���������� ��������� f̂cn �������� �� ��� ������� ���

������ ������������ ������������� ��� f̂0n� ����� ������ ��������� ���� �� ����� �� ���������� ���

�������� ��� ����������� ��� ��������� ����������� ���� ����� �� ������� �� ����� �� �������

vn,λ � �vn,λt �t�I ��� ������ �vt�t�0 ��� ��� ���� ���� t � �0; 1�� vn,λt ���������� �� �H ��������

�x � I vn,λt �x� � at1 � at2x� ht�x�, ��� ht � H.

�� ����� �H ����� ��������� �������� ���������� �� ������ ������������ ��������� ��� �� �����

���� ����� K� �� ��� �������� �� ������� vn,λt ��� �� �������� �� �������� �� ��������� ���������

������

vn,λt � ������
v� �H

1

n

n�
i�1

��f̂0n�xi� � xi� � v�tf̂0n�xi� � �1� t�xi��2 � λ�ht�2K. �����

�� ��� ����� �������� ����� ���������� ��� �� ����� ��������� ���� �� ������� ������ �������������

���������� ��� �� ����� K �� �� ��������� �� ������������� λn �������� ������� ������ ������������ �

R�f̂cn, f� � C�R�f̂n, f� � λn�.

�� ��������� ���� ����� ������� �� �������� �� ������ ����������� ��� �0; 1� ��� �� ����� �� ����������
��������

��



Théorème 3.1.2 �� f � Hm�I� ��� ����� ��� f � � 0 ��� I �� �� ���� ������� λn � 1�n� �����

f̂cn ��������� �� ������ �� ������������ f̂0n ������ ���� ���������� ����� ��� ��������� ��� ��

���������� �������� �� ��� ���������������� ������� �� ���� ������� �

Rn�f̂cn, f� � O�n�2m��2m�1��.

��� ������ ������ ����� �� ����� ���� ������ �� �������� �������������� ������ ���� ���� �� ����������

�� �������������� ������������ ��� ��������� ������� ��� �� ����� �� ����� ��� �� ����� ��

�������� �� ���� ���������� ���������� ��� ��� ������� �������� ���� ���� ������� ����������

������������� �� �� ������������ �� ���������������� �� ��������� ����������� ��� �� ������ ��
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������ ��� � ������ m1 � �� ����� ����������� ��� ���������� f� ��� �������� ������ ���� SNR � 3�

��� ���������� ��� ��������� f̂0n� ��� ���������� �� ����� �� ���� ��� ���������� ����������� f̂
c
n

�� ������ �� f̂0n�
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������ ��� � ������ m2 � �� ����� ����������� ��� ���������� f� ��� �������� ������ ���� SNR � 3�

��� ���������� ��� ��������� f̂0n� ������������� �� ����� �� ���� ��� ���������� ����������� f̂
c
n ��

������ �� f̂0n�
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������ ��� � ������ m3 � �� ����� ����������� ��� ���������� f� ��� �������� ������ ���� SNR � 3�

��� ���������� ��� ��������� f̂0n� ������������� �� ����� �� ���� ��� ���������� ����������� f̂
c
n ��

������ �� f̂0n�
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3.2 Modèle déformé et bruit blanc, loi des déformations connue

���� ����� �������� �� ������� ��� ������� ������� ��� ������������ �� f ���� �� ������� ��

������������ ������� ��� ������������ ����� ���� �������� ��� �� ������� �� ����� ����� �������� ��

��� ��� fi ���� �������� ��� ������ ���������� ��� ��� ����������� �������� �� �������� ������������

������� �� ������ n �������������� ���� ���� ��� ���� ���� �������� ���� �� �������� ��� �� ���
��� ������������� ������� g ��� ������� ����� ���������� ��� ������������ ���� ����� �� ��������

3.2.1 Modèle de courbes translatées aléatoirement

�� ����������� ���� �� ����� �� �������� ����� ������ ���� ��� �� ���� ������ ��������������

����� ��� ����������������� �������� ���� ����� �� �������������� ����� ����������� ��� ���� ��������

������ ������ ��� ������ ����������� ��� ������ ���������� ������������� ���� ��� �� �����

�� ��� �� ���� ������ �������� �� ��������� ��� fi ����� ������ ����� ������ ����������� ����������

����� �������� f �������� ����������� �� �������� 1 ���� �� ��� ��� �� ��� g ��� ������������ ���

������� ������ �� ���������� �� ��������� ������������ �� f ���� �� ������� �� ����� �����

�j � �1 . . . n� �x � �0; 1� dYj�x� � f�x� τj�dx� �dWj�x� ����τj�j��1...n�i.i.d. � g. �����

Approche par déconvolution �� ������� ����� ���� ����� ������� �� ������������ �� ���� ��

������� �ek�k�Z ��� �������� ������ ��������� �������� Wi�x� �� ���������� �� ����������
��������� ������������� �

�j � �1 . . . n� �k � Z θj,k :� �Yj, ek� � �f, ek�e�i2πkτj � ��j,k,

��� ��� ��j,k�j,k ���� ��� ��������� ����������� ������ N �0, 1��
������� ���� �� ������������ ���� ���������� �� f ��� ����� ����������� ��� ���������� ��

������� �γk�k�Z �� g� �� ���� ������� ���� �� f �� ���������� ���

�k � Z ck�f� :� �f, ek� � �f � g, ek�
�g, ek� �

1
n

�n
j�1 θj,k
γk

. �����

�� ����� ����������� ������������ ��� ����� �� ���������� ���� ���� ��� γk � 0 �� ��������� �� ��� ���

������ ������� ������ ���������� ��� ����� ���������� �� f� �� �������� ���������� �� ���������

��� ����������� �� γk ���� ������� ���������� ������� k ��� ����� ������� γk �� 0 ���� k� ���
�� ��������� ��� �� ����������� ���� ����� ���� �� �������� ��� ���������� �������� �������

������������ �� �������� ��� ��� ������������� �� ����������� ��� ���� �� ���� ������� ���� �����

�������� ������������ ������� ���� ������ ���� ��� �������� �� �������������� �� ��� ��� γk
������������� ��� ������� ������� �� ������������ �� ����������� ��� ���� ������� �� ���������

������ ���� �� ����� ����� �� ������ ��� �������� ��� ��� ������ � ��������� ������� � ����

������� �� �� ��� �� ������� ����� ���� ���� ����� ������ �� ����� ������ ����������� ������������

������

Estimateur par seuillage et vitesse de reconstruction dans les espaces de Besov

���� �� �������� ���� �������� �� ������� �� �������������� �� ��������� �� ������ �����������

����� � ���� ���� ���������� f̂� �� ����� ��� ������� ���

R�f̂, f� � E�f̂� f�22.

��



�� ��� �������� �� ���������� f̂n �� ������ ����� �������������� ���� ��� ���� ������������� ����

�������������� �� �ψj,k�j,k �� �φj,k�j,k ���������� ��� ��������� ���������� �� ����������� �� ����� ��
���������� j �� ������������ k� �� �� ��������

f̂n �
2
j
0
�1�

k�0
ĉj0,kφj0,k �

�
j�j0

2j�1�
j�0

β̂j,kψj,k,

��� ĉ �� β̂ ������ ��� ���������� �� ������� �� �������� ��� ������������� �� ����������� ���������

�� ����� �������� ������������ ��� �� ����� ��� ��������� �� ���� ��������� �� ������� ��� ����

���� �� ��������� ������� ���������� ������������ �� ����� �������� ��� ������������� �� ������� ��

������ �� j0 �� j1 �� �������� �� n �� ν �� ������������ �� g� �� ������ ����� ���� ��� ����������

������������ ��������� ���� ���� ����������� ��� ����������� �� �� ����� �������� ��� ��� ���������

�� ���������� �� �������������� ������ ���� ��� ����� �� ����� ����������� �� ����� ���

��������� ���� ���� ���������� ������

Théorème 3.2.1 ������ f � Bs2,2 ��������� �� ������������ s ��������� �� g ���� ��� �����

������ �� ������� ������ ���������

� �Cmin,Cmax� �k � Z Cmin����ν � �γ�� � Cmax����ν. �����

����� ������������ f̂Hn ������ ���� ��� �������

���
f��Bs

2,2

R�f̂Hn , f� � O

�
n

�2s
2s�2ν�1 log

2s
2s�2ν�1

�
.

������������ ������ ��� �� ���������� �� ���� ��������� ��� �� ��� ��������� �� �� ������������

�� �� �������� s� �� ��� ����� ������������� � ����� ������� ��� �� ����� �� ������������� �� �� ����

������������ �� ���� ����� ��� �� �������� ��� ���� ��������� �������� �� ����������� ������������

�� �� ���� �� ����� ������� �� ������� ������ �� ����������� �� ��� ������ �� ������ ��� ����������

�� ������� �������� ��������� ��� ���������� ������������ �� ����� �������� ��� ���������� �� ��

�������� f�

���������� ���� ��� �� ������� n
�2s

2s�2ν�1 ������� ���� �� ���������� ����� ��� ��������� �����

����� ������� �� ��������� �� �������������� ������ ��� �� ��� g �������� ���� �� �������

�j � �1 . . . n� �x � �0; 1� dYj�x� � f � g�x�dx� �dWj�x�.

�� ����� ��� ��� ���������� �� ��������� �� ����� ������� �� �������������� ������� �����������

�������� ���� ����� �� ��� ��� ��������� ������� ���� �� ������ ��� ���������� ����������� �� �����

��� ��������� ���������� ���� ��� ��������� �� ���������������

Taux minimax de reconstruction ������������� �� ����������� ��� �������������� �� ���������

�� �� ���������� �� ������������ ��� ������� �� ������������ ��� ����� ����������� �� ��������������

����� ������� ������ �� �� ����� ����������� ������������� ���� ��� ������� ��� �� ������� �������

������� �� ������ ���� ������ �������������� n �� ����� ������ �� �������� F ����� �������� ��

������� ������������� �� ����

Rn�F� � ���
f̂n

���
f�F

R�f̂n, f�,

f̂n ���������� ���������� ��� ������������ �� ���� ���� ���������� f̂n ����� ������ ��� ��������

��������� ��� n ������������ �� Rn�F� ����������� ����� �� ��������� ������� ����� ���� ���������
���� �� ���� �������� �� ������� ���� �� ������ F �

��



��������������� �� ������ �� �������� �� �� ����� ����������� �� ��������� ������������� �� ����

���� �� ������������� �� ���� ����������� ��� ���� ����������� �� ����� L2 �� ��� �������� ����

������� ���� ����� �� ��� ������������ �� ���� ����� ����� ���������� ��� ������� ��� �����������

�� ������ ��������� �� ���������� � �� ������ �� ����� �� ���� ����� ���������� ��� ��� ���������� �����
��� �������� �� ����� ��������� ��������� ���� �� �� �������� �� ��� ���� ������ ���� ���� ����

�������� �� ���������� �� ������ Rn�F� ������� F ��� �������� �� ����� Bs2,2 ��� �� ����� ��

����� ��������� ���� �� �������� ��� ��� ��������� ���� �� ���������� ���������� ����� ����

�� ������� ��������� ��� ��� ���������� ������ �� �� ������

Lemme 3.2.1 (Lemme d’Assouad ([Bretagnolle and Huber, 1979])) ������ ������ ��

������� �� ��������� �fθ�θ�Θ ������� �� ���� Θ � �
θ � �θ1, . . . θd� � ��1�d�� �� ���� ��

������� �� ������������� ��� n ������������ Λ�fθ � , fθ�� �� ���� ����� ����� ������������

fθ, fθ � ����� ��� �θ� θ ��0 � 1� �� ���� ������� �� ������������ �� ������� �� �������������

PY1,...Yn �Λ�fθ � , fθ� � β� � 1� α,

���� �� ������� β � 0 �� α � �0, 1�� �����

���
θ̂�Θ

���
θ�Θ

R�fθ̂, fθ� � d

2
�1� α��τ� 1�.

�� ����� ������� ������������ �� ��������� �� ����� ����������� ��������� �� ��� fθ ������� ���

�������� �� ������������� ���� ������� �β � 0� ���� ��� ������������ ��������� ���������� �� 0�

�� ������������� �� �� ����� ��� ��������� ��� ���������� �� ������ ��� ������ ���� �� ��� ��

�� ����������� ������� �� f ��� g� �� ������� �� �������� ���� ����� ����������� ����� �������� ���

��������� ���� �������� ���� �� ��� �� ������� ������ ���� ������� ���� ������� ���� ��� ��

���� �� ������� �� ������������� �� ���� ����������� ���� �� ����� �� ������� ����� �� ���������

�� ��������������� �� �� ������ �� ������ ������������ �� �� ��������� �� ���������� �� ������

�� ��������� ���� ����� �������� ��������� ψ ��� �������� Y � �� ���� �������

EY�fθ�ψ�Y�� �
� 1
0

g�α�EY�fθ�ψ�Y��τ � α��dα �
� 1
0

EY�f0�ψ�Y�e�f�αθ ,dY���f�2�2�τ � α��g�α�dα.

�������� ���������� �� ������ ��� ������������ ����� f0 ������ �� ��������� ��� ���� �� ��� ���

��� �������� ������� ��� ��� ����� �� f � 0 ���� �� ������� ������ �� ��� �� Y �� ������� ��� ���

���������� α �� ����

EY�fθ�ψ�Y�� � EY�f0

�
ψ�Y�

� 1
0

e�f
�α
θ ,dY���fθ�2�2�g�α�dα

�
.

�� ���������� �� ������ ����� ���� ����������� ��� ����� ������ ��� �� ��������

EY�fθ�ψ�Y�� � EY�fθ �

�������ψ�Y�
�1
0 e
�f�α
θ
,dY���fθ �2�2�g�α�dα�1

0
e�f

�α
θ �
,dY���fθ � �2�2�g�α�dα�������������������������������������

:�Λ�fθ,fθ � �

������� . �����

���� ����������� ���� ��� ��� ���������� �� Λ�fθ, fθ �� �� ������������ ���� �� ������� �������
�� ��������� ���� Bs2,2 �� �������� ����� �� ��������� ��� �����

Théorème 3.2.2 ���� A � 0� �� g ��������� �� ����������� �� ������������� ������ �� ν � 1�2
�� s � 2ν� 1 ����� �� ������ C ��� ��������� C ���������� �� A �� s ����� ���

Rn�Bs2,2�A�� � Cn�
2s

2s�2ν�1 ������� n� ��.

��



�� ��������� ��������� ����� ��� �� �������� ������������ ������� ��� ��������� ������� ��� ������

����������� �������� �� ���� �� ������ ������� ������� ��� ������ ������������ �� ������������ ��

������ ����������� �� �� ������� ������������� ������ ������ �� ���� �������� �� ������� ����� �����

�� ��������� ������� ���� ���������� ����� ����� �� �� ��� ��� ������������ �� ��� g� ���� ��������

�� ���������� �� ������������ ���� ����� �� ��� ��������������� �������� ����� ������� �� ��������� ��

���������� ����� �� �� ������� �� �������������� ����� ����� ��� ���������� �� ������������� �����

������������� �� ����������

���������� ��� ������������� �� ����� �� ���� ������� ��� �� �� �������� ��������� ��

������ ��� ���� ������� ���� �������� �� ���������� �� ����� �� ������� �� ������ �� ���������� ��

���������������� ����� ���� ����������� fθ �� fθ � ��������

KL�fθ, fθ �� � EY�fθ ��� �Λ�fθ, fθ ��� .

������ ��� ���� �� ��������� �� ����������� ������� ��� �� ��� g �������� ���� �� �������

�i � �1 . . . n� �x � I d�Yi�x� � f � g�x�dx� �dWi�x�,

�� ���������� �� �������� ��������

�KL�fθ, fθ �� � EY�fθ ���
�
�Λ�fθ, fθ ��

�
,

���
�Λ�fθ, fθ �� � e��fθ�fθ ���g,dY���fθ ��g�

2�2��fθ�g�2�2.

�� �������� ����� ��� �� ������������� � ���������� � ������������� � �� �� ��������� ��������

��� ���������� ���� �� ������������� ������� ��� ������ �� ��� ���������� �������� �����������

������������� �� ������ ���� �������

KL�fθ, fθ �� � ���

�
EY�fθ

�1
0
e�f

�α
θ ,dY���fθ�2�2�g�α�dα�1

0
e�f

�α

θ �
,dY���fθ � �2�2�g�α�dα

�
,

�� ������� �� ��� ����� ������� ��� ������ ������� ��� ���� ��� ���� ����� �� ������������ ��������������

�� ����� ����������

Remarque 3.2.1 ������ ���� ��� �� �� �������� ����������� �� ������������ ��� �����

���������� �� ����� ��� ���� �� ���� �� ��� ���� �� ���������� �� ������� �� ���� �� ����� ����

��������������� ������������ �� F ���� ��� �� ��� ��� ������������ Y ��� ������������� ��� ���

������� ����������� ��� ���������� ���� ��� ������������ ������������� ��� ����� ���������� ��������

���� ����� ��������� ��������� �������� ������� �� ������ ������������ �� ���������� ����

�� �� ����� ���������� ��������������� ������������� � ����������� � ��� ��������� �����������

��� �����������

3.2.2 Action aléatoire pour l’estimation dans des groupes de Lie

�� ��� �������� �� ����������� ��� ���������������� �� ������� ����� ������� ��� �������������

������� �������������� ���� ��� ���������� ����������� ��� ��������������� ����� ��� �������������

��� ���������� �� ��������� � �� �� ���� ���� ����� �� ��������� ��������� ���������� ��� ����������

�� ���������� ���������� ��������� ������� ��� ������� ��� �� ����� ����� ������������ �� ������

�� ���� ��� ���������� ���������� �� ��������� ��������� ������������� ���������� ����� ��� �����

��� �� ����� ����������� ���� ���������� �������� ����� ���� ��� ������� ���������������������� ���

������� �� �� �������� �����������

��



���� ��� �� ���� ��������� �� ������� ������������ ����������� �� ������ ������ ������ �� ������

�� ��� G �� ���������������� ������� �� ������������ �� ������������ �� ������������ �� f � L
2�G�

������� ��� ��������� ��������� �������� ��� G� �� ������ ����������� ���� �� ������ �� ����� ��

������� ��� ������������

�i � �1 . . . n� �g � G dYi�g� � f�τ�1i .g�dg� �dWi�g� ��� �τi�i��1...n�i.i.d. � h.

������

���� h ��� �� ��� ��� ������������� ��������� ������ ��� �������������� ����� ��� ��������� ��������

��� G ��� ����������� �� ������ �� ��� f ��� �������� �� ������ �� ������������� ���� ��� ������������

�� ����������� ���� �������� �� ������� f ���� ������������ �������� ���� ���������� ������������

���� �� ����������� ������������ �� ��������� �� ���������� �� ����������� ��� ���������� �� L2�G� ����
�������������� �� ������ �� ������� ��� ��� ���������������� �������������� �� G ��� ���� �������������

�� ���� �� �� ����������� ������ �� ������� ������������ �� f �������� ��� �� �������������� L
2

�g � G f�g� �
�
π�Ĝ

dπ�� �π�g�cπ�f�� ,

��� Ĝ �������� ���������� ��� ���������������� �������������� �� G� dπ ��� �� ��������� �� ��

���������������� π� �� cπ�f� ��� �� ������� ������ �� ����� �� ���������� �� ������� �� f ��� π
��� ��� �� ������� ������ �� ��������� ��� G �� ������ ������ λπ�

������� f ������� ����� �� ������� ��� ������ ��������� ��� ���������� �� ������� ���� ���

������ ������������ �� �������� ��� ������ ������������ ��� ������� ��� ���������� ��� �� ������������ ν

�� h� �� ������� �� ������������� s ��� ���������� �� ������� �� f ��� ������� ������ �� ������

�� ���������� ���������� �� f� �� �� ����

�π � Ĝ �cπ�f� � 1

n

n�
j�1
cπ�Yj�cπ�h��1,

�� ��������� ����� ������������ f̂Tn ��� ��������� �� �������� ��������� ���������������� π �

f̂Tn �
�
π�ĜT

dπ�� �π�g� �cπ�f�� .
��� ĜT ��� ���������� ��� ���������������� ���� �� ������ ������ ��������� λπ ��� ����������� �� T �

��������� ���������� ������������ ������ �� ���� �� ������ �� ����� ����������� ��������������

��� ������� �� ������� ������ �� ������������ ����� ��� �������

Hs�A� �
���f � L

2�G� � �f�22 �
�
π�Ĝ

λsπdπ�cπ�f��2 � A

��� .
��� ������������ ���������� ��������� ���������� ���������� ����� �� �������� ����� ������ ���

����� ���������� �� ������� ���� ������������ ��������� ���� ���� ���� ������ Hs�A� ����������
�� ����� ��� ���������� ��������� ������ ��������� �� s ��� ������ �� ���� �������� ���� ��� �������

��������������

Théorème 3.2.3 ��������� h ������ �� ������������ ν �� f � Hs�A� ��� s ��� ����� ��

s � ����G��2� ����� ���� �� ����� Tn � n
2

2s�2ν����G � �� ������ K1 � 0 ��� ���

��� ���
n���

���
f�Hs�A�

n
2s

2s�2ν����GR�f̂Tnn , f� � K1.

�� �� ������� ��� �� ��������� �� ����� �� ��� �� ������ ���������� �������� �� �����

��



��� ��������� �� ��� ���������� �������� �� ������������ ���������� ������ ��� �� ������� ��

������������� ��������� �� ����� ������� ��� ����� �� ������� ��� ����� ����������� �� ���������������

Théorème 3.2.4 ��������� h �� ������������ ν �� s � 2ν � ����G�� ����� �� ������ K2 � ���

���

��� ���
n��� ���

f̂�L2�G�
���

f�Hs�A�
n

2s
2s�2ν����GR�f̂Tnn , f� � K2.

Remarque 3.2.2 ���������� ��� �� ��������� �� ���������� ����� ��� ���� ������ ��� �����

������ ��� �� ���������� ������ �� ����� ���� �������� ��� �� ���������� ��� ��������� ��

�� ������������ s �� �� �������� ������ ����� ��� �������� �� ��� ���� ������������ ������ ����

�� ���������� ������ ���� ��� ��������� ��� ������������� ����� ������� �� ������� �� ����

��������� ������ ����� ��� ���� ���������� ���������� ��� �������������� �� ���������� ��

��� �������� �� ��������� ��� ��� ���������� ������������� �� ������ �������� �� ��������

�� ���������� �� ���������� ��������� ���� �� ����� �� ������������ ������ �� ��������� ���

������� �� �������� �� �������� ����� ��� � ��� ��������������� ������ ���� �� ����� ��

������ ������������ ����������

3.2.3 Approche à horizon fini

��� ���� ������������� �������� ��������� ��� ��������� ������������� ���� ��� �������� ��

������������ ����������� �� ��� �������� �� ��������� �� ������ �� ������� n ������� ���� ����� ����

��������� �� ������� �� ������� �

�j � �1 . . . n� �x � �0; 1� dYj�x� � f�x� τj�dx� �dWj�x� ����τj�j��1...n�i.i.d. � g, ������

�� ��������� �� ������ ����������� L2 ������������ �� ��������� �� ������� ��������� �� ��������
�� k ���� �� �������� �� ��� ���������� ������������� �� ���������� �� ������� ck�f� �� ���������
�� ������� ��� �θj,k�j�1...n� �� ������� ����� ��� ��������� �� ������� ��� �� ��� �� ����������
�λk�k�Z ���� �������� ������������ θ̂�λ�� ���� �������������� �� ����

�k � Z θ̂�λ�k � λk
γk

1

n

n�
j�1
θj,k.

�� ������ ����������� ������������ �� f ��� fθ̂�λ� �� ���������� ����� ��

R�fθ̂�λ�, f� �
�
k�Z

�λk � 1�2�ck�f��2�������������������������
Biais

� �2

n

�
k�Z

λ2k
�γk�2�������������

V1

� 1

n

�
k�Z

�
λ2k�ck�f��2

�
1

�γk�2 � 1

��
�����������������������������������������

V2

.

�� ����� �� ����� ��� �������� �� �� �������� ��� �� ����� �� �������� ��� �������� �� ����

������� �� ������� ���������� �������� ��� �� ������� �� ����� ����� �� ��������� ������� ������

��� �� ������ ���������� �� �� �������� ��� γk ���� ����� �� ��� �γk � 1
n

�n
j�1 e

�i2πkτj �
���� �������� �ck�f��2 �� ���� R ���� �������� ���� �� ������� ������������ �� ���� �� ����

���� ���������� �� �������� �� �������� ������� λ ���� ������� ������������� f� ��� ������� ��

��� �������� �� ���������� ��� ���������� �� �Θ̂k�2 �� �ck�f��2 �� �������� ����� ���������� ���
��������� ���� ����������� ���� ����� ��������� �� ������� ���� α � �0; 1�

Uα�Y, λ� �
�
k�Z

�λ2k � 2λk��γk��2�Θ̂k�2 � �2

n

�
k�Z

λ2k�γk��2 � α
���2 n

n

�
k�Z

λ2k�γk��4�Θ̂k�2.

��



�� ������������ ��� ����������� �� ����� ������������ �� ��������� �� �k� �

Λmon :�
�
λ � �λk�k�Z : λk � λ�k,

�
k�Z

λ2k � ��, 1 � λ0 � . . . � λm � . . . � 0

�
,

�� ��������� ������������ ���������

λ̂α � ��� ���
λ�Λmon

Uα�Y, λ�.

�� ��� ����� �������� �� ���������� ��� ������������ θ̂�λ̂α� ��������� ��� � ����������� ������ ��

Théorème 3.2.5 �� ��� ���������� �� ������� �� g ��������� ������������ �� �������������

������ ����� �� ������ γ1 � �0, 1� ��� ��� ���� ���� γ � �0, γ1��

Eθ�θ̂�λ̂α� � c.�f��2 � �1� hγ,n� ���
λ�Λmon

�
R�fθ̂�λ�, f� � α

���2 n

n

�
k�Z

λ2k�γk��2�ck�f��2
�
� Γγ,n,�2�c�f�, α�

��� hγ,n � 0 ������� γ � 0 �� n � ��� �� Γγ,n,�2�c�f�, α� ��� ��� �������� ��������� ��

�γ,n, �2� �� �c�f�, α��

�� ����������� �� �� �������� Γ ������������ ��� ������������ ��������� �� �� ���������� ���� ����

���� �� ��������� ��� ������ ���� �� �������� Γ ���� �������������� �� ���� ������ � �� ���� ���

������������� �� �2�n �� ������� �� ���2 n�n� �� �������� ��������� �� ������� ��� α ���� �� ����� ��
�������������� �� ����� �� ������� ������ ��� ����� ����� �������� ���������� �� ����� �� ���� �����

������ ������ �� 0 ���� ��� ������� �� � �������� �� ����������� ���� ����� ������� �� �������

������ ��� ����� ��� ��������

3.3 Modèle de bruit blanc, loi des déformations inconnue

3.3.1 Problématique

��� ����������� �� �� ������� ��� ��� �������� ��� ��������� ���������� �� ������������ ���������

f ������� �� ��� ��� ������������� ��� ������� ���� ��� �������� �� ������������ �� ���� ����� ��

������ ��������� �������� n �� ������ �� ������� ���� ��� �� ������ �� ����� � ��� �� ����������

���� �� ���������� ������������ �� �� ������������ �� �� ��� g ���� ����� ������������� �� ����

���������� ��� ������� ��� ������ ���������� ������������� ��� ����������� �� �������������� ��

����� � �� �� � �������������� �������� ��� ���� �� ������������� ��� �������� �� ����������� ���

��� �������� �������� �� ��� ������������ ���� �������� ��� ���������� ��� ���� �� ��������������

�� ������ �� �� ���������� ��� ������ ������ ��� �� ������ �� �� ���� ������� �� ��� ��� ���������

�� ���������� �� ����� ������ �� �� �������� ���������� ��� �� ����� ���� ��������� �� ����� ��

����������� ���������� ��� ���������� �� ���� ��� �������� �������������� �� �� ��� ������� �� ��

����� �� �������� �� �� ������������ ��������� f ���� ���������� �� ��� g�

���� ���� ����� ���� ����������� � �� ��������� ������ ��������� �� ������� ��� ������������

��� ������������ ��� �� ��������� ������������ ��� �������� �� ����� �������� ���� �������� ���

�������� ������������ ��� ����� �� ���������� ��� �������� �� ������� ���������� ��� ��� ����

��� �������� �� ��������� ��� ����������� ��� ������������� ���� ����������� ���� ��� ��������

������������� ����� �� ���� �������� �� ������ f ���������� ���� ���������� ��������� ��������� ��

������� ��� ������� ����� �� ������� �� ����� ����� ���������� ��������������

�j � �1 . . . n� �x � �0; 1� dYj�x� � f�x� τj�dx� �dWj�x� ��� �τj�j��1...n�i.i.d. � g.

��



��� �������� ���� ������� f �������� ��������� �� ��������� ��� ����������� �� ������������ ��

������ ������ ��� �� ����� ������������� �τ̂j�j��1...n�� ���� �������� �� ������������ �������� τ̂j ���
������ ������ Yj ����� ���������� ��� ������ �������� ������������ �� f ��������� ����� �� �����

��

f̂n�.� � 1

n

n�
j�1
Yj�.� τ̂j�. ������

���� �� ������ ���� ���� �������������� ���� ��� ���� ��������� �

� ������ �������� �� ��������� ��� ����������� �� ������������ �

� ������ �������� ��������� f ���� �� ������������ �� g �

Remarque 3.3.1 �� ������ ����� ��� �� ���� ��������� �� �������� ������� �� ��������� �����

���� � ������ ����� �������� ���� �� ��� ������������������ ��� ��� ������� �Yi�i��1...n� ���� ���

�������� ��� ��� ������ ���������������� �� ���� �� ���� ������� ����� ������� �� ���� �������

������ �� ���� ����� �� �������� ������� ������ ��� ����������� ��� ����������������� �� ��

������ ��� �� ���� �� ���� ��������� ������� ���������� �� ������ �� ������ �� ����� � ��

���� �� ���� ������

3.3.2 Estimation de f par moyenne de Fréchet

�� ��� �������� ����������� ��� ���������� ������� �� ��������� �� ������� �� ���� �� ��������

�� ��������� ����������� Z1, . . . , Zn ��� �� ���� ���� ���� �� ������ ��������� V ���� ���� �� ������

����������� ��� ������ ������������� ����� �������� ��� ����������� ���� �� ���� ��� Z,Z � �������
����� ������������� ����� ���������� �� �� ���� ���������� ��� ��������������� ���� ������ H ���

������ ���������� Z ��� Z �� ���� ��������� ������ �� ������ �� ������� ����������� ��� ��������
��� ������� ���������� ��� �� ����� ���� �������� ��������� � �� �� ���������� ��� �������� d �������

��� ��� ��������� M� ����� �� ������� �� �������� �� n ������������ �Zi�i��1...n� ����M ��� �������

���

ẐFn � ��� ���
Z�M

1

n

n�
m�1

d2�Z,Zm�.

�� �������� �� ����� ��� ��� ������� ������������ ��������������� H � R ��� �� ������ ��� ������

������� �������� ��� ��� ��������� f � L2��0, 1�� �� �������� � ���

τ � f�x� � f�x� τ�, ��� x � �0, 1� ��� τ � H.

������ ������ �������� n ������������� Y1, . . . , Yn �� ������� ������ �� ������� �� �������� ����

�������� �� H ���� ������� ���

f̂Fn � ��� ���
f�L2��0,1��

1

n

n�
m�1

���
τm�R�

� 1
0

�f�x� � Ym�x� τm��2dx.

�� ������������ �� ������� ��� ���������� ��� ������������ ������� θm,� ���� �� ���������� � ��

������������� m�� �� �� ��������� �� ��� ���������� �0� �� ������� ��� ���������� �θ̂k���0�k��0
���

�θ̂��0 , . . . , θ̂�0� � ��� ���
�θ��0 ,...,θ�0 ��R2�0�1

1

n

n�
m�1

���
τm�R

�
�����0

�θm,�e2i�πτm � θ��2. ������

��



�� ������� �� �������� ��� ����� ������� ��� f̂Fn,�0�x� � ������0 θ̂�e�2i�πx. �� ���������� ����
������� ��� ��������������� θ̂� � 1

n

�n
m�1 θm,�e

2i�πτ̂m , �� �� ������� ���

�τ̂1, . . . , τ̂n� � ��� ���
�τ1,...,τn��Rn

1

n

n�
m�1

�
�����0

�����θm,�e2i�πτm � 1

n

n�
q�1

θq,�e
2i�πτq

�����
2

�����������������������������������������������������������
:�Mn�τ1,...τn�

. ������

�� �� �� ������� �� ������ �� �� ������� �� �������� ������� �� �� ������������ �� �������� ������

��� ������� �� ���� ���� ����� �������� �� ��������� ��� �������� �� ���������

3.3.3 Estimation des paramètres de translation

��������� ��� �� ������� ����� �������� ���������������

θm,� � c��f�e�i2π�τ�m � �z�,m, � � Z ���� m � 1, . . . , n, ������

��� z�,m ���� ������ NC �0, 1� �� ��� τ�m,m � 1, . . . , n ���� ��� ��� ����� ����������� �� �����������

��� ��� ����� ������ ����� g� �� ��������� ������ ��� ���������� ��� ����������� ������� ���� ����

τ0 � R� �� ���� ���������� θ�e
i2π�τ0 �� θ� �� τ

�
m � τ0 �� τ�m ���� ������� ��������������� �� ������

���� ���� ��� ���� ���������� ����������������� �������� �

�Hg� : g ��� �� ������� ������� ������ ���� T � �� 1
4 ,
1
4 � �� �� ������� ������

�Hf� : �� �������� f ��� ����� ��� c1�f� � 0�

������������ �Hg� ���� ������� �� ���� ����������� �� ��� ����������� �τ̂1, . . . , τ̂n� �� �������
������ �� ��������� ���� ����������

T n � ��τ1, . . . , τn� � T n ���� ���
n�

m�1
τm � 0�,

�� �� �� ���������� �� ������� �0 ��� ������ �� ������� ���� ���� τ � �τ1, . . . , τn� � T n �� ���������

Mn�τ� ������� ����� �� ��� ��� ����������� ���� ���������� �� ������� �� �������� f̂Fn� �� ����
����� ���������� �� ��������� ������� �� �������������� ��� ����������� �� �������������

Théorème 3.3.1 ��������� �Hg� �� �Hf� �� ����������� ������������

τ̂ � ��� ���
τ�T n

Mn�τ�,

����� ���� ���� t � 0

P

�
1

n

n�
m�2

�τ̂m � τ�m�2 � C�f, �0, �, n, t, g�
�

� 3 �����t�, ������

���� C�f, �0, �, n, t, g� � 4���
�
C1�f, �0�

��
C2��, n, �0, t� � C2��, n, �0, t�

�
, C3�t, n, g�

�
� C1�f, �0�

��� ��� ��������� �������� �� ���������� ��� �� f �� �� �� ���������� �� ������� �0�

C2��, n, �0, t� � �2�2�0 � 1� � 2�2
�
2�0 � 1

n
t� 2

�2

n
t,

��

C3�t, n, g� �
��

2�2g
t

n
� t

12n

�2
��� �2g �

�
T

τ2g�τ�dτ.

��



�� ���������� ����� ����� ��� ����� ����������� �� ������������ ���� �� ���������� �� ������������

τ̂ ��� ������� ��� ����� ����������� �� ������������ τ�m,m � 2, . . . , n� �� ������� �� Mn�τ�
������ �������� ��� T n� �� ������� τ̂1 � ��n

m�2 τ̂m� ������� n � ��� C�f, �0, �, n, t, g� ���������
���� ������ �������� ���� 4C1�f, �0�

�
�2�2�0 � 1� � �

�
2�0 � 1

�
� ������ ���� �� ���� ������ �� ��

����������� ������� ������ �� ���� ������� �� ���n��� 1
n

�n
m�2�τ̂m�τ�m�2 � 0 �� ������������� ��

���������� ������ ������ ��������� ����������� �� C � 0 ����� ��� 1
n

�n
m�2�τ̂m�τ�m�2 � C�2�2�0�1�

�� ������� ���� ��� ������������ ����������� ��������� ���� ���������� ���� ��� �� ���������� �� τ̂

�� ��������� �� ������ �� ����� �2 �� �� �� ���������� �� ������� �0�

3.3.4 Borne inférieure de reconstruction

�� ��������� ��� f ��� �� ������ C1��0, 1��� �� ��� �������� �� ������ ��� ����� �����������
�� �������������� ��� ����������� �� ������������ ��� ��� �� ��������� ��� ������ ��� �������

�������� �� ��� �� �� ������ �� ����� � ��� �������� ��������� ����� �� ����� ��� �������� ���������

��� �τ�m�m�1...n ����� �� ���������� ��� ������������ �n �� ���� ���� �������������� �� �������
��Hf� : f ��� ����� ��� �f ��22 � ���Z�2π��2�c��f��2 � ���
��Hg� : �� �������� g ��� �� ������� ������� T ���� ���

τ���� T
g�τ� � ���

τ����T
g�τ� � 0�

�� � ����� �� ����������

Théorème 3.3.2 ���� X � �θm,����Z,m�1,...,n ���������� ��� ���������� �� ������� ���������

���� X � �2�Z��n �� ���� τ̂n � τ̂n�X� � X ��� �������� ��������� �� X ����������� ������

�� ��Hf� �� ��Hg� ���� ����������� �� �

E

�
1

n

n�
m�1

�τ̂nm � τ�m�2
�

� �2

�f ��22 � �2I�g� ,

��� I�g� ��� ������������� �� ������ �

I�g� �
�
T

� �
�τ ��� g�τ�

�2
g�τ�dτ.

�� ��������� ������ ��� �� ���������� ����� �������� ��� ������������� �� ��� ����� ��� ��� ��� �����������

�� ���������� ������������ ������� n � ��� E � 1n �n
m�1�τ̂nm � τ�m�2� �� ���� ��������� ����

0� �� ��� �������� �� ��������� ������ ��� �� ���������� ������ �� ��� �������� ���������� ������������

f � C1��0, 1�� �� ������������ ��� ����������� τ̂n,�0 ���������� �� ������ ��� θm,� ���� m � 1, . . . , n

�� ��� � �0 ���� �� ������� ������� ���� �� ���� �� ���������� ����� �� ����� ����������� ���������

E

�
1

n

n�
m�1

�τ̂n,�0m � τ�m�2
�

� �2�
�����0�2π��2�θ��2 � �2

�
T

� �
�τ ��� g�τ�

�2
g�τ�dτ

.

3.3.5 Reconnaissance de forme moyenne par modèles déformables

���������� �� ������� �� �������� ���� ����� �������� �� ��� ��� ������ ��� ��������� ���

������������� ���� ����������� ��� ��� ���������� ���� ������ �� ���� ���� ��������� ���� ���� ��

������� ���������� �� ������������ ���������� ������� ��� ����������� ���������� ��� ����������������

������ �� ������������ ��� ������ �� ������ �� ���� �������� ��� Ω � R
2� ��� ����� I ��� ���� ���

����������� I : Ω ��� R� ����� �������� ��� ����� �������������� �� ������� �� ������� �� ��������

����� �� ������������ ����� ��� ������� ���� ��� ������ ����� ���� �� �������� �������� ���

��� ������������ ���� �� �������� ��������

��



���� �������� ���� ��������� �� ������� ��� �������� ��� ���������������� ����������� ���

������������ �� ��������� ���������� ������������ ��� �������� ��� ������� ����� ���� ��� ������

�� �������� ���������� �� ����� ���� ����������� ������ ���� ����� �� �������������� �� �������

Ω � �0, 1�2 �� ���� �������� ��� ��������� ������������� ���� ��� �������� v : �0, 1�2 �� R
2

��������� v��0,1�2 � 0. ������ �� �e1, . . . eK� �������� ��� ������� ���� �� ��������� �� ���� �� �0; 1�2
���� R2 ���������� ��� ����� �� �0, 1�2� �� ������� �� ����� �� ������� ���������� va �� ����������
�������������� 2K ���������� �a11, . . . a1K� � �a21, . . . a2K� ���� ���������

v1a � �K
j�1 a

1
j e
1
k

v2a � �K
j�1 a

2
j e
2
k

������ ������ va� �� ������� ����� �� ��������������� ���������� �� ��������� ���������� �� ��������

�� ����� 1 �� ����� ������ Φ1
va � �� ������������ ���� ������� ������� ���������� ��������������

���� ����� ��������� ����������� ������ ������� ��� ��� PA �� ������� ������� ���� ��A,A�� ���
A � 0 �� �� ������ K ����������� �� ������� ��� ����� ���������� �������������� ���

�p � �0, 1�2 I�,a � I� �Φ1
va�p� � ��p�, ������

��� � ��� �� ����� ������� ������������ ��� ���������� a �� ��� P�2KA � �� ������� ����� ����������

n ������������� �������������� �� ������ ������� I�i,ai � �� ������ VA ���������� ��� ������ ��

�������� ������� ����� ���������� ���� ��� ���������� �������� ���� ��A,A�2K ���� �� ����������
�� va� ���� ��� ����� Z ������� ��� �0, 1�2� �� ���� �� �������� �� ��������� ��������� ���
��������������� P �� ����� �� �0, 1�2 �

f�a, �, Z� � ���
v�VA

�I�,a � Z �Φ1
v�2P .

��� ������������ f������ �� ����� �2�P� ������������ �� Z ��� I�,a �� ��������� �� ���������������
�� VA� �� �������� �� ��������� ������� ��� �����

F�Z� �
�
f�a, �, Z�dbP�a, ��,

�� �� ������� �� �������� ������������ �� �� �������� ���������� I�,a ��� ������� ���Q
� � ������Z�Z F�Z��

�� Pn �������� �� ������ ��������� ��� ������������� �� ��� �������� �� ������� �� ��������� �����

����� ���

Fn�Z� �
�
f�a, �, Z�dPn�a, �� � 1

n

n�
j�1

���
vj�VA

�I�j,aj � Z �Φ1
vj
�2P . ������

�� ������� ���� �� ������� �� �������� ��� ������������ ����� ������ Q̂n � ������Z�Z Fn�Z� ��
��� ���������� ��� ���������� ������������� �� Q� ������� �� ��� ��� ������������� ��� ��� ���������

���� �������� �� ������������ �� ������ ���� ������� �� ��� ����������� ����� ���������� �� I�

�� �� ��������� Fn ���� ����� ������������ �� ��������� ���� ����� ���� ���������� �� Fn �� �����

�� ������������� ���������� �� ���������� �� ������������ �� Z ����� ��� �� ��������� �� ������������

�������� ���� ��������� ��� ��������� �� ����������� ����� ��� ������������ �� ����������� �������

����� ��� ����������� �� ������� �� �������� Q̂n ���� Q
��

�� ��� ��������� �� ����� ��� ���� �� ������ ��� �� I� ���������� �� Q�� �� �� �� ���� �� ��������
��������� ��� ����� �������� ��� ������ ����� ��������� ���� ����� ����������

��



3.4 Résultats numériques

3.4.1 Modèle de courbes translatées aléatoirement

���� ������� �������� ���������� ����������� ��� �� ��������� �� ������������ �� �� �����

������� f ������� ��� �������� ���� ������ �� ������� �� ����������� ����������� ������ ���������

f ���� ���������� � ���� ������� �������������� �� ���� ��������� n � 200 ������� ��������� �� ������

������� �������������� ���� ��� ��� �� ������� �� �������� g�x� � 1�
2σ
���
�
�
�
2
�x�
σ

�
���� σ � 0.1�

�� ������������ �� �� ������� ��� ������ ���� ��� ������� ������� ������ ���� ������ ��������

������� �� �������� ����� ���� ������� ������������ �� f ��� �� ������ ������� �������������

���� ��� ������� ������� ������� �� �������� �������������� �� ����������� ��� g �� ����� �����
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3.5 Élargissements

3.5.1 Régression sous contrainte de forme
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3.5.2 Approche Bayésienne dans le modèle déformé avec opérateur inconnu
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������� �� ���� ����� ������� ����� ��������� ������ ������� ���������� ���� ������� ��� �������

����� ��� �������������� ����������� ��� �� ���������� ��� ������ ���������������

�� ��������� ��������������� ���� ����� �������� ����� ��� ��� ������ ������ ��������� ���� �������

������ �������������� ��� ��� ��� ������������ ���������� ���� ���������� ������ ��� ��� �� ������

������ ���������� ������ ����� g� �� ��������� ����� ���� ��������� �� ������� θ0 �� f ���� �����

�������� ��� ���������� �� ������� ��� ������������ ����

�i � �1 . . . n� θi � e2iπτiθ0 � �i.

�� q �������� �� � ������ ��� Θ �� r �� � ������ ��� L1�S1� ������� ��� ��������� ��� �� �������
�� ��������� � ������������ ��� e2iπτ�� �� ��� �� ������� �������� �� �������� ��� ����������

����������� �� �θ0, g� �

�θ̂Bn, ĝBn� � ��� ���
θ�Θ,g�L1�S1�

�
Θ�L1�S1�

L�u� θ; v� g�pθ,g�X1, . . . Xn�Iu,v�X1, . . . , Xn�dq�u�dr�v�

��� Iu,v�X1, . . . , Xn� �������� �� ������� �� ������������� �������� ��� � ������ q, r� �� ��� ����� ��
��� ���� ���������� �� ������� �� �������� � ����� ��������� ���������� ��� ������� �������������� ������

�� ������� ����� �� �������� ���� ������� �� ��������� �� ����������� ������ �� �������� �������

����������� ���� �� ������� ���������� �� �� ���� ���� f �� g� �� ��� ��������� ������� ��������� ��

���� ��� ������ ����� �� ��������� ������ ����� ��� ���� dVT �Pf,g,P�f,�g� �� �� ������������ �� �������
L�g� �g� �� ��� ���������� �� ������� �� f �� �f� �������� �� ��� ����������� ���� ������������ ���
������������� �� ���������� ��� ������� �� ������������ ��� ���� Pf,g ���� �� �������� �� ���������

��� ���� ���� �� �������� �� �������� ������� �� �� ��������� �������� ���� ��������� �� ����� ��

�� ��������� ��������� �� ���� ������� �������������� ����� ��� ��������� �� ���� �� ��� ��������� ���

��� ������� ������������� ���� �������� ������ f, �f, g, �g� �� ��� ���� ���������� �� �������� ��� ������

������������ �� ������� �� ������������ ���� ��� ��������� ������ �� ����������� ������� �����

��� �� ��� �������� ��� ���������

3.5.3 Modèle de bruit Poissonien

���� ����� ���� ��������� �������� ������������ ��� ������� ������������ ������ ���� ������

���� �� �������� �� ������������ ����� ���������� λ ���� ��������� �� �������� ��� ������������

���� ����� ���� �������� ��� ��� ��������� �� �������� ������� ��� �0, 1� N1, . . . Nn �������������
����������� λ�.� τ1�, . . . , λ�.� τn� ��� ��� ������������ ����������� ��� ���������� ������� ��� ��� g
������ �� ���� ������� ��������������� �� ��� ������� ���� ����� �������� ���� �� �������� ��� ��������

�� �� ���������� �� �������� �� �������� ������ ����� ��������� �� ��� ��� ��� ���������� ������������ ���� �������
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�������� ����� �������� ���� ��������������� ���� ����������� ���� ���� ��� ������������ ��

λ �� ���� ����� ��������� ��� ���� �� ��������� �� ����� ����� ��������� ���� �������������� ����

�������� �� ���������� ��������

Théorème 3.5.1 ��������� ��� �� �������� g ��������� ��� ���������� �� ������������� ��

��� ���������� �� ������� ������ ��

Λ0 �
�
λ � L2��0, 1��; λ�t� � 0 ���� ���� t � �0, 1�

�
.

���� A � 0 �� ��������� ��� �� ������������ �� λ ������ s ��� ����� ��� s � 2ν � 1� ����� ��

������ C0 � 0 �������������� �� n� ����� ��� ���� n ����� �����

���
λ̂n

���
λ�Bs

2,2
�A��Λ0

R�λ̂n, λ� � C0n
� 2s
2s�2ν�1 ,

��� �� ������� ��� ���� ��� ���� ��� ����������� λ̂n � Λ0 ����� ��������� ���������� ���

��������� Ni, i � 1, . . . , n �� ������� ���� Λ0��

�� ��������� �� �������������� �� ����� ����� ����������� ������ ������ ��� ���� ��� ���������

��� �� ������� �� ������������� ����� ���� ����������� λ �� λ � h �������� �� ��� ��������

��������� �� ����� ���������� �� ������� �� ������������� �������� ��� �� ����� ���� ����������

�� ������ ���� ��� �������� �� ������� �� �� ��������� �� ������� ��� ���������������� �����

���������� � ����� �� ����� �� ���� ��� ��� ���������� ��� ������������ ����� �������� ������������

����� �� �������� ��� ����� ����� ���������� �� ��������� �� �������� ��������� ������ �� ρ ��� �0, 1��
������ �� λ1, λ2 ���� ���� ����������� ������ ��� λ1 � ρ � 0 �� λ2 � ρ � 0� �� �� �� ������� ��

��������� �� �������� N� �� ������������� ��������

Λ�λ1, λ2��N� �

� 1
0

���

�
�
� 1
0

µ1�t� α�dt�
� 1
0

���

�
1� µ1�t� α�

ρ

�
dNt

�
g�α�dα�� 1

0

���

�
�
� 1
0

µ2�t� α�dt�
� 1
0

���

�
1� µ2�t� α�

ρ

�
dNt

�
g�α�dα�

��� µ1 � λ1 � ρ �� µ2 � λ2 � ρ�
����� ���� ��������� �� ������� �� ���������� ��������� λ̂hn ����� ��� ��� �������� ��

��������� ��� ��� ������� ���������������� �� ����� ����������� �� �� ������� ������������� �����

O

��
���n
n

� 2s
2s�2ν�1

�
� ��� ���������� ��� ������������� ������� ���� �����

������ ���� ����� ������ ������������ ��������� ����������� ����� ������ ���������� ����

����� �� ��� �������� ������� ������������� �� ������������ ������������ ����������� ��������� ���

����������� �� �������� ������������ ���� ��� �������� �� �������� ���� ������ �������� �� ���

�� ��������� ������ ������ �������������� ���� �� ������������ �� �� ����� �� ���������

3.5.4 Problèmes de tests

����� �� ���������� ����������� ����������� �� ��������� �� ������� �� ������������� ���� ���

�������� ����������� �� �� ����� ����� ���� �� �������� ��� ����������� �� ���� ���� �� ���������

��� ����������� �� ����������� ������������ ���� ������ �� ��� ���� ������� �� ����� ����� �� ����

������� �� ��������� �� �������� ���������� ��������������� ��� �������� ���� ��������� ��������

�� ����� �������� ��� �������� ���� �� ����� ���� ������ ���� ��� ������� �������� �� ���� �����

�� �������� ��������� �� �� ����� �� ���������� ���������� ���� �� ����������
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Chapitre 4

Algorithmes d’optimisation non
réversible

�� ��������� ���� �� �������� ��� ������� ��������� �� �������� ��������� ������� ��� �����������

��������������

�xt � �1
t

� t
0

∇U�xu�du,

��� U ��� �� ��������� ������ ��� Rd ������� �� ������� � ����x�����U�x� � ��� ��������� ���
�������� �� �� �������� ������������ �������� ���� ������������ ���������� ���������� ���� �� �����

������ ��� �������������� �� �� ������������ �� U� �� ��������� ���� ����� �� �������������� ���

���Rd U � 0� ��� U ��� �� ����� C2�Rd� �� ������� �� ������� �� �� ���� ���

��� ���
x�� �x,∇U�x�� � 0.

��� ��������� �� ��������� ��� U�0� � ���U�

4.1 Modèle de descente de gradient à mémoire

4.1.1 Lien avec un problème physique

������ �������� h �� k ���� ��������� ������������ ����������� �� ���������� �� ���������� �����������

�������������� ��� Rd ������� ���

�xt � � 1

k�t�
� t
0

h�u�∇U�xu�du. �����

�� ��� ����������������� ������� ���� �� ��� ��� k � � h ���� ��� ������� ������� �� t� �� ���������
�� ���������� �� ����� t �� τ�t�� �� ��� �������� �� ����������� ����� �� ��� ��������� �� ������
������

Proposition 4.1.1 �� τ �������� �� �������� �� �τ �
�
k�τ��h�τ� �� x ��� �������� �� ������

����� z � x � τ ��� �������� ��

�z�s� � γ�s� �z�s� �∇U�z�s�� � 0, �����

��� a ��� ��� �������� ��������������� ������� ��� γ�s� �
�

�kh�k �h
2h3�2k1�2

�
� τ�s��

�� ���� ��������������� �� ���� ����� ��������� ����� ��� ��������� �� ������ �� �������� �����

��



�� �������� γ �������� ���� �� ���������� ���� ��� ��������� ����� ����� ������� ��� ��

������ �� �� �������� U� �� ������� �� ������������� �������� ��� �� ��������� ��������� h �� k

���������� ����� �� ��������� �� �������� ����� ���� ���� �������� �� ����� �� ��� ���� ���

�����������������
�� ������ �� ����� ���������������� �� ���� ��������� �������� ��� �� �������� ����������� ���

����� �� ��������� ��� �� ������� �� U �� ��� ��������� ���������� ��� �� ����������� �������� �� ��

�������� �� �������� ��������� �� ������ �������� ������ ������� ������������� �� ��� ��������

�� �������� ����������

���� �������� �� ������ ��� ��� ������������ ��������� �� ����� ���� ������� ��� �� �����

����� �������� �� �������� ��������� E �������� ���������� ���� ��� U ��������� ��� ���������� ��

���������� �� ������� �� U�

4.1.2 Comportement du système dynamique (4.2), cas convexe

�� �� ����� ���� �� ����� �� ��� ���� ��������� ��� ����� �� �� ���������� ������� ��� ������������ � �

�H1U� : �θ � 0 �x � R
d U�x� �U�0� � θ�∇U�x�, x��

Rôle de l’amortissement γ ������ �� ��������������� γ ��� ��������� �� ���� ����� �������

����� � �� ��������������� ��� ���� ���������� ������������ ���� 0� �� ����������� ����� ��������� ���

�������� �������������� ��� �������������� ������� �� �������� �� ��������� ����� ����� ��������� ��

���� �x�ω2∇Ux � 0� �� ��������� ��� ������� ���� �� ����������� �������� �

Proposition 4.1.2 �� �� ���� E�t� � U�x�t�� � �x�t�2
2

� ����� �E�t� � �γ�t�� �x�t��2 �� ��� �����

����� �� ����� ���� �������� ��� R� �� ������� ��������� ��� ���������

�t � 0 E�t� ����U � �E�0� �����U��e�
�t
0
γ�s�ds.

������ ����� �� U ��� �������� �� γ � L
1�R�� �� ����������� �� ���� ����������

�� ����������� ������������ ���� ������ ���� �� ����������� �� ������������� γ � L
1�R��� �� ����

����� ������ ��� ��������� �������� �� ����������� �� �U�xt��t�0�

Proposition 4.1.3 ��������� ��� U ������� �� ��������� �H1U��
i� �� γ ��� C1 �� �������������� ������ ��

0

γ�s��E�s� �minU�ds � ��.

ii� �� �� ����
���
0

γ�s�ds � �� ���� �� ������������� ������� ����� ��� E�t� � ���U.

iii� ���� ������ m � 0 ��� ��� γ�t� � m�t ���� t ����� ������ �����

E�s� �min�U� � o

�
1

ta�t�
�
.

iv� �� ���� �������U� � �0�� �� ����������� ���������

������ ��� ����� ����������� �� ����� ��� �� ����������� �� ����������� �� �� �����������

���������� ���� �� ��������� ��� ������U ������������ �� ������ �� Rd� ���� ����� ���������� ��

��� �������� �� ������ ��� ���������� ��������� ���������

�� ����� ��������� ��� ���������� ���� ��� U ��� ������� ���� θ � 1 ��� ��������
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Théorème 4.1.1 ��������� ��� d � 1 �� ��� U ��������� �H1U� ���� �α,β� � ������U� ��

γ ���������

�k � 1

� ��
0

e�k
�s
0
γ�u�duds � �,

����� �� ����������� �������� �� ����� ��������� �� ��� ������ γ ���������� ��
0

e�
�s
0
γ�u�duds � �,

�� ����������� �� �������� ���� ���� �� ���� ��� ������������ �� ������� ����� ���� �������U��
�� ��� ���������� �������� �� ���������� �� ��������� �� ��� ����������� ��������� �� ������

���� ������������ ��� �������� ���� ���� ��� ��� ���������� ���� �� ����� ��� ���������� �� ����

���� ����������� ���� ����� ������������ ���� �� ����������� �� ��� ��� �������� ��� �� ������������
0

e�
�s
0
γ�u�duds � �� ������ ���� ��� �� ������ ���� ���������� ��� �������� �� ��������

���������� �� ���������� ������� �� �������� �� �� ������������ �� ��� ����� ��� �� ��� �� E �����

��������� �� ����������� ������� ����� �������� ���� ���������� �� ���� ��� ������ �� E �� �����

������� ����� ������� �� �������� �� ��� ������������ ��������� ��������� ������� ��� ��������� ����

������� ����� �������� ����� ��� ��������� ����� ���������� �� ������ �������� � ������ ����� �����

��������� ��������� ���� ��� ��������� ����������������� �� ���������� ��� ���������� ���������� �� ��

��������������

4.1.3 Comportement du système dynamique (4.2), cas non convexe

�� ����� ��� ������� ��� ��������� �� ��� ��������� ����������� �������� ��� ������������ ��������

��HU� : U �������� �� ������ ��� m �� ������ ��������� ���� ��� U�x1� � U�x2� � � � � U�xm�

���� ����� ����������� �� �� �� �������� ���� �� ��� ��� γ � L
1�R��� �� ���� ����������

�� ��������� ���� ������ ������ ����������� �������������� ���� �� ��� ��������� �� �� ���������

����������� �� ������ �� 1�

Théorème 4.1.2 ��������� ��� ��HU� ���� ������ ����� �� ������ �� ������ xi ��� ���

�ε � 0 ���
T���

1

T
��t � T �x�t� � xi� � ε�� � 0.

�� ���� �������� ������������� ��

���
T��

1

T

� T
0

x�t�dt � xi.

���� �� ��� �� �� ��������� �� �� ��� �������� ��������� �� ��������� �� ����������� ���� ����

���� �� ������ ��� �������� ���������� �� �� ������ �� �� ��������� � �� �������� �� ����������� ���

����������� �� ����� �� �x�t��
Théorème 4.1.3 ��������� ��� ���� ��� ������ ��������� �� U ��������� U"�xi� � 0 �� ���

��������������� γ ��� ������� ��� γ�t� � c
1�t ��� c � 0� �����

i� ������ ��� ���� ����������������� ��� ��������� �� ����� ��������� ���t�� x�t� � x� ������
�� ���������� �� �x1, . . . xm��

ii� �� T ��� ���������� ��� ����� �� ���������� �� ����� �� �x� �����

�T � � �� �� x���� �� ������� ������� �� U.

iii� ���������� ��� ������ ���������������� ��� ��� x� ��� �� ������� ����� ��� �� ������

������

��



������ �� ��� ��� ����� �������� �� ���������� ��� ���������� ���� ����� ����� �� ����������� ����

�� ������� ������ �� U� ���� ����� ���� ������������� ����� �������� �� �������� ��� ����������

���������� �� ������

4.2 Diffusion renforcée par sa mémoire

4.2.1 Modèle de diffusion moyennée

���� ��������� ��� �� ����� ����������� ��������� �� ����� ������� ������������ ��� ����������

��� �� ��������� �������� ��� ������������� �� ������������ �������� h �� k ���� ���������

����������� �� ���������� �� σ �������� ��� ������� �� ���������� ���������� �� ������ d �� �Bt�t�0 ��
��������� �������� �������� �� ��������� d� ������������ ��� �������� ��� ����������� ��������������

������������

dXt � � 1

k�t�
�� t

0

h�u�∇U�Xu�du
�
dt� σdWt, �����

�� �Yt�t�0 ��� �� ��������� ����������� �� ������� �������������

Yt � 1

k�t�
� t
0

h�s�∇U�Xs�ds,

�� ������� ����� dYt � �h�k��t��∇U�Xt��Yt�dt� ������ ����� ��� �� �������� ������������ ����������
2d������������� ��� ��������� �� ��������� ������� ��� ��� ���������� ��������� ��

dXt � σ�Xt�dWt � Ytdt.

dYt � r�t��∇U�Xt� � Yt�dt,
�����

��� r�t� � h
k
�t� ��� C1�

���� ���� ������ �������������� ������� �� ��� ��� h � �k ����� ���� ��� �������� ����������

��� ���������� �� ��� ��������� �� ��� ���� ������������ �� ��� ������ �� �������� ��� �Xt, Yt, t�t�0
������� �� ��������� ��������� �� ������������ A �������� ��� f � C2K�Rd � R

d � R�� ��� �

Af�x, y, t� � ��y,∇xf� � r�t��∇U�x� � y,∇yf� � 1

2
��
�
σ��x�D2xf�x, y�σ�x�

�
� �tf. �����

��� �� ������ �� ��������� ��� U ��� �� ��������� ������������ ������������ �HU� �������� �

Hypothèse 6 (HU) ���
�x����

U�x� � �� ��� ���
�x����

�x,∇U�x�� � 0, ��
�
σ�D2Uσ

�
� CU�

����� ���������� ��� ���������� ���� ��� ������ ������ �� ���������� U � ��� ������� U�x� ��
C1�x�p ���� D2U�x� �� C2�x�p�2 ������� �HU� ���� ��� �σ�x�� � O��x��� ����� ���������� ����
���� ��� ����������� �� U ���� ������� � U�x� �� C1 �� �x� �� D2U�x� �� C2�x��2 ���� �σ�x�� �
O�1� �x�� ������� ���������� �HU��

Proposition 4.2.1 ���� ������������ �HU�� �� ������ ��� ������ �������� ��� ���� ����� ��

������ �� ����� �� �X0, Y0� ������� E�U�X0� � �Y0�2� � ��� ����� ���� ���� T � 0

���
t��0,T �

E�U�Xt� � �Yt�2� � ��.

��



����������� ����� ����� ����������� ������ �������������� ��� �� �������� �� ��� ��������� ��

����� ��� ��� ������������ �� ��� ����� ��� �� ��������� ����� �������� ������ ��� ����� �� ��������

��������� �� ������� �� �� �������� �� �������� ���������� �������� �

E�x, y, t� � U�x� � �y�2
2r�t� . �����

�� ����� �� ����� ������ ��� �� ������ �������� ��� ������������ �� ������������ �� ����������� ��������

�� �Xt, Yt, t�t�0� ����� ��� �� ����������� ���� �� ������� ������������ ���������� ��� ����������� ��
������ �������� z0 � �x0, y0� � R

d�R
d �� ����� ���������������� ����������� �� ���� �� �� ���������

4.2.2 Hypo-ellipticité

�� ��������� ����� ������ ���������� ������������ ��� �� ����������� Y� ����������� �� ������������

����������� �� ������������ �� �� �������� Pt�z0, .� ����� ��� ����������� ���� ����������� ����
���������� ���������� �� ��� ���������� ������������������� �� ��������� ��������� ��

Existence et régularité de densité par rapport à la mesure de Lebesgue �� �������

�� ��� ���������� �������� ����������� �� �������� ��� ������� �� �� ������ �� �������� �� �������

��� ��������� EU ������� ���

EU �
�
x � R

d, ���
�
D2U�x�

�
� 0
�
, �� MU � R

d�EU. �����

�� ������� ����� ��� �

Hypothèse 7 (HHypo) σ �� U ���� C� �� �� ������ ε0 � 0 ��� ��� σσ� � ε0��� ���������

������������ �� σ ��� R
d�� ��� ��������� �� �������������� MU ��� ����� ��� ����MU� � d� 1�

�� ������� ��� ������ �� ������� ��� ������������� ���� ����� �� ���������� ������������ �������

� �� �� ����� �� ������� �� ������ �����

Lσ�x��f� � 1

2

d�
j�1

�∇x�σj��x�, σj�x��f��.

���

�j � �1 . . . d� : σj�x� �
d�
i�1
σij�x��xi . �����

������ ��� �

LD�t, x, y� � ��y,∇x� � r�t��∇U�x� � y,∇y�.

Proposition 4.2.2 ���� ������������ �HHypo�� ����� ���� ���� z0 � R
d � R

d �� ���� t � 0�

Pt�z0, .� ��� ���������� �������� ��� ������� �� �� ������ �� �������� ��� R
d�R

d� �� �����

���� ���� t � 0 �� z0 � R
d � R

d� z �� pt�z0, z� ��� C� ��� R
d � R

d ��� pt�z0, .� ��� ����� ��

�������� �� ������������ ��������� �� Pt�z0, .��

����� ����������� �������� �� ���� ��� ���� �� ��������� �HHypo�� ���������� �� ��� ����������
��� �t � �LD � Lσ�, σ1, . . . , σd ��� �� ��������� 2d � 1� �� ��� ���� ����� �������� �������������

�� ���������� ������������� �� ���� ����� ���� ��� �� ����������� ������������ �� ��� ���� ��� ��

�� ������������������� ��� �������������� ���������� ���� �� ��� ��� �� ��������� ��� ��������� �� ����� ���

��������� ���������� �� �� ������ ������������ �� ����������

��



������������ �� ������������� �z0, z� �� pt�z0, z�� ����� ����������� ������ ����� ���������� ��������
���� ���� ����� ����� �� ���� ��� ���������� ��������������� �� ���������� ��� ��� ������ �� ����

����� ����� �������� �������� ����� �������� ��� �� ����� �� ������ �� ��������� �� ��������������

�� ������� ����� ��� ������� �������� ����� �� ��������� ��� ��������� ������ ���� ��������

������������ �� �� ����� �� �� �������� �� ����� ��� ������ �� ������� �� � ����� ���������� ���� ��

����� �� ���������

Minoration de la densité pt�z0, .� �� �������� �� �� ����������� �� pt�z0, .� ��������������
���������� ��� ��������� ����� ���������� ����� ������ ����������� �� �� ��������� �� ����������

���� ����������� ����� �������� ������������ �� ����� ������� pt�z0, z� ������� ��������� �������
��� ��������� �������� �� ������������ �� ����� ������� �� z0 �� �������� ������ �� z� ����� ����

��� �������� �� ��������� �� ������������ �������� ��� �� �������� ������������ �������
�x�t� � σ�x�t��ϕ�t� � y�t�.
�y�t� � r�t��∇U�x�t�� � y�t��dt,

�����

�� ���������������� �� �������� ����������� ���� �������� �� ������� ���� �� ��������� ������ �� ��

��������� ���� ���� ��� ������ ���������� ���� ���� ��� �� ��� ����� ����� ��� ������� ���� ����� z0
���������� �� Rd�R

d �� ������ ��������� �� ����� ���������� ��� �� ����������� x� �� �� ����

��� �� ���� ������ ���� �� ����������� y ������� �� ��������� �� ϕ ��������� ����������� ���

x�t� �� ��� y�t�� ���������� �� ���� ������� �� ��������� ������� �� ��������� ��� y�t� ��������

y�t� � y0 � 1

k�t�
� t
0

�k�s�∇U�x�s��. ������

�� �� ����� �� ∇U ��� ������� y �� ���� ��������� ��� ������� �� ����� �� B�y0, �∇U��� �� ��������
�� ������ ������ ���� �� �������� ��� ∇U ��� ��� ����������� ���������� �� R

d ���� Rd� ������

���� ����������� ����� �� ����������� �������� ���������� ����� ������

Proposition 4.2.3 �� ������������ �HHypo� ��� ����� �� �� �� ���� ���
�x����

U�x�
�x� � ��� �����

��� ���� ������ �������� ���� ������

��� ���� ���� T � 0� ���� ���� z0 � R
d�R

d �� ���� ���� O � R
d�R

d� PT �z0,O� � 0� ������

���� ���� z0 � R
2d� pT �z0, .� ��� λ2d� ���� ������� �� �� ������ �� ���� ��� ������ ����������

���� �Xt, Yt�t�0 ���� �� ��� ��� r�t� ��� r� � �0;����
���� �� �� ���� r ��� �������� ������� �� ����� ������ �� ������� x� �� U ��� ��� D2U�x��
��� ����������� ����� �� ������ z� � �x�, 0�� �� ������ T � 0 ��� ��� ���� ���� ������� K ��

R
2d� �� ������ νK � 0 �� α�T, K� � 0 ���� ��������

�z0 � K, PT �z0, .� � α�T, K�λ2d�.� B�z�, νK��.

�� ������� ����� �� �� ����������� ������������ �������� �� ���������������� �� �������� �����

�� ��������� �� ������������ �� ���������������� �� U � �� ���
�x����

U�x�
�x� � ��� ����� ���� �� v

���������� �� R
d ������������� Fv�x� � �v, x� � U�x� �������� �� ������� �� ��� �����������

∇U ��� ���������� ���� ��������� ��������� ���� ������ O �� Rd�R
d� ������� ��� ����� �� ���������

��� ����������� �� ����� ������� � �� ��������� ������ �� �� ����������� ������ ���������� x �� ��

����� x�η�� �� ������� ������ �� �� ����������� ����� ��������� �� x ����� η �� T�η ���� �� ���������
������ �� �� ����������� ������ x ���� Πx�O�� ���� �������� x�η� ��� �������� ���� ��� �� �����
������ ����� η �� T �η ��� �� ����� �������� �� y�T �η� ��������� ���� Πy�O� �� ����������� ����

��



��� x�η� ��� �������� ��� �� ������������� �� ∇U� ����� ���������� ��������� ����� �� ����������������

���������� �� �������� ������

�� ������ ����� �� �� ����������� ������ ��� ���������� �������� ���� ������� ��� ��� ����

����� ���� ��� ������ ���� ���� ��������� ������� ��� ��������� �� ���� �� �������� �� �����������

�������� ���� ��� �� ��������� ���� ���� ��� �� �������� ����� �� ���������������� ������ ������ ������

�� ����� z�� �� ����� �� ���������������� �� D2U�x�� ��� ���������� ��� ��������� �� ����� ���� ��
������ ���� �� �������� ����������� ������ �� z� ��� ������ ��������� ������� ����� ���� ���� ��
���������� ���� �������� ����� ����������� ��� ����� ����� ��������� ��� ������ �� ���������������� ������

���������� ������ �� z� ���� ���� ������ ����� ����������������� ��� ��������� ������������� ����
�������� �� ��� ���������� ����� ���������������� ������ ������ ����� ��������� �� �� ����� ������ ��

����� z� �� ��� ������� ���������� �� �������� pt� ���� �� ����� ���� ��������� �� ��������� �������
�� �������� ��� �������� ������

4.2.3 Régime d’équilibre (r� � 0)

Mémoire courte portée ���� ���������� ���� ����� ������ ��� ���������� ���������� �� ����

��������� ������������ �� �Xt, Yt� ���� �� ��������� ��� �� �������� ��������� ���� �� ��������
t �� r�t�� ����� ��� ���� ������� ���� ���������� ��� ����� ��������� ��� �� ����� �� �� ������ ��
r �� ��� �� ������� ������������ ���������� �� ��� ��� r�t� ��� r� ��0,���� ���� ������� ����
������������ �������� ��� r�

Hypothèse 8 (Hr) ������������� r � ��� ������ ����������� �������� r� �� �� ����������������

r� � ���� ��� ��������� �� ������� ��� r ����� ����� ��������� �� �� �

���
t ����

r ��t�
r2�t� � 0.

�� ���� ����� ���� ���������� �������� �

� k�t� � ����λt� �� ���� �� ��� r�t� � r� � λ ���� �Xzt, Yzt �t�0 ������ ����������
� k�t� � ����tα� ���� α � 1 �� ���� �� ��� r� � ���t��� r�t� � ���

Fonction de Lyapunov �� �������������� �� ��������� ��� ����� �������� ���� ���� ��� ∇U

�������� ��������� �� ����� ���� �������� �� ��������� �� ������� ����� ��� ����������� �� ��������

������������ �� ��� ��������� ��� �� ���������

Hypothèse 9 (H̃U) �� ������ m � �0, r�� �� ε � �0, r� �m� ��� ���

��� ���
�x����

�
�m�x,∇U�x�� � 1

2
��
�
σ��x��D2U�x� � �m� ε�Id�σ�x�

��
� ��.

�H̃U� ��� ��� ���������� � ������ ���� ����� ��� �H̃U� ���� ����� ���� �� ����� ��� ����

������������ �� σ ��� ������������ �� x� ���� ��� ���������� ���� ��� ���������� ���� ��� U�x� ��x����
�x�q ���� ��� q � 0 �� ����� ���� U�x� ��x����� ����x� � 1�β ���� β � 1 � �� σ ������ �� ���

����������� ��� ����� �� �� ���� ��� ���� ����� ���� x �� � �

� ���� ��� ����������� ������������ �� U � U�x� ��x���� �x�q ���� q � 0� ������������ ���

����� ���� ��� �σ�x�σ��x�� � o��x�q�2� ���� �x� � ���
� ���� ��� ����������� �������������� U � U�x� ��x���� ����x��1�β ���� β � 1� ������������

��� ���������� �� �σ�x�σ��x�� � o�����x� � 1�β�1� ���� �x� � ���

��



�� ���� �� �������� ������ ����� ��� �� ������������ ����� �������� �� �������� ���������� ��

���������� �� �������� ��������� �� �� ���� ��� �� ����������� x �� y� �� ���� ����� ��� �� ��������

E ������� �������������� ��� E�x, y, t� � U�x� � �y�2
2r�t� ����� ��� �������� ��� ��� ���� �� ������

��������� ��� ������������ ��� ��� �� ����������� y �������

AE�x, y, t� � �y2
�
1� r ��t�

2r2�t�
�

� 1

2
Tr
�
σ��x�D2U�x�σ�x�

�
.

�� ��������� �� ��� �������� ����������� �� �������� ������������ �� ���������� ��� ��������� ��

�� ����������� y �� � ���������� �� ����� ������� � �������� � ������� ����� ������� ����������

��� ������������ ��� �� �������� x� �� ������� ����� �� ������ �mε, ε� ��� �� ����� �� �H̃U� �� ��

����

V�x, y, t� � U�x� � �y�2
2r�t� �mε

� �x�2
2

� �x, y�
ρ�t�

�
, ������

��� ������������� ρ ��� ������� ���

ρ�t� �
�� ��

t

k�t�
k�s�ds

��1
.

����� �������� V ������ ��������� ��� ����� ����� �� ������ ��� ��� ������������ x �� y ���������

���� ������� ��� ���� t ����� �����

AV�x, y, t� � �C1�x,∇U�x�� � 1

2
Tr
�
σ��x�D2U�x�σ�x�

�
�C2�y�2.

Mesures d’occupation ���� z0 � R
d�R

d� �� ���������� ��� ���� �������� �� ������� �������

������ �νz0t �ω,dx, dy��t�1 �� �µz0t �dx, dy��t�1 �������� ����� � �� f �������� ��� �������� ��������
������� f : Rd � R

d � R� �� ���� �

νz0t �ω, f� � 1

t

� t
0

f�Xz0s , Yz0s �ds,

��

µz0t �f� � 1

t

� t
0

E�f�Xz0s , Yz0s ��ds � E�νz0t �ω, f��.

�� ���� ���������� �� ������� ��������� ������������� ��� �µz0t �t�0 �
Théorème 4.2.1 ��������� �H̃U� �� �Hr� ���� r� � R

�������� ���� ���� z0 �� R
d�R

d�

�µz0t �t�1 ��� ������� �� µ� ��� �� ����� �������������� �� �µzt�t�1 ������� t � �� �

��� �� r� � ��� �� ��������� ��������� ��� x� �� µ� ��� ��� ������ ���������� ��

��������� �� ����������

dXt � �∇U�Xt�dt� σ�Xt�dBt.
���� �� r�t� t�������� r� � ��� µ� ��� ��� ������������ ���������� �� ��������� �� ������

��������� �������� �� ����� ���� r�t� � r�, �t � 0�

�� ��� ���������� �������� ��������� �� ��������� �� ����������� ��� ������� ������������ �����������

�νz0t �ω,dx, dy��t�1 ���� ��� ����������� �� ����� ��� ���� ������
Hypothèse 10 (ȞU) �� ������ a � �0, 1�� β � R �� α � 0 ���� ���

�i� � �x,∇U�x�� � β� α
�
U�x� � �x�2

�a
,�x � R

d

�ii� �1� ���σσ���x��
�
1� �∇U�x��2

U�x� � �D2U�x�� � ���D3U�x����
�
�x����� o��U�x� � �x�2�a�.

����� ��������� �� ��� ���������� ��� �� ���������� ���� ����� ����������� �� ���� �� ����������

����������� �� ���� ����������� ���� �����

��



Mesures stationnaires et Vitesses de convergence �� ��� �������� �� �������� �� ������ ��

������������ ���� �� ��������� �Xt, Yt� ���� �� ��� ��� 0 � r� � ���

Proposition 4.2.4 ��������� ��� �Hr�� �HHypo� �� �H̃U� ������ ����������� �� ��� r�t� �
r� � R

��� �� ����x����
U�x�
�x� � ��� ����� �� ������ ��� ������ ������ ���������� ν ���������

� ��� ν ��� ���������� �������� ��� ������� �� �� ������ �� �������� �� �������� ������

pr� ��� ��� C��Rd�R
d,R��� �� ����� pr� ��� �������� ������ �� ������������� ��������

�������� ��

�y,∇xpr�� � 1

2
��
�
σ�D2xpr�σ�

�
� r� ��y�∇U�x�,∇ypr�� � pr�� � 0. ������

� ���� �� d � 1� U�x� � x2�2 ���� σ�x� � σ � 0 �x � R� �� r�t� � r� ��0;���� ����� pr�
��� ��� ������ ���������� �������� �� ������� �� ����������

Σ2�r�� � σ2

2

�
r��1
r�

1

1 1

�
.

Remarque 4.2.1 �� �� ��������� ��� ������ ������� r� � �� ������� �� ���������� �����

��������� �� ������������ �� ����� �������� ��������� �� ����� �� ����������� ���� ��

��� r� � �0,��� �� ������ ������������ ������ ��� ���������� ��� �������� ������� �����

���� �� ��� ��������� �� �������� pr� ��� ����� ����� ���������� � ������ �� ���� r� ��� �����

�� ���� �� �������� ��� ������ �������� �� ��� ���� �� �������� �� pr� ���������� ����� ����

�� ��� ���������� ����������� ��� ���������� ���������� ���������� ��� pr� �� �� ������� ��� �� ���

����� ���������� �� pr� ����� ���� �������� �� ���������

����� �� ��� �������� �� ������ ��� ���������� �� ����������� �� Pt�z0, .� ������� t� ���
���� �� ��� ��������� r�t� � r�� �� ��� �������� ���������� ��� ���������� ������ ��� ������� ��
����� �� ���� ������

Théorème 4.2.2 ��������� ��� �� �������� r ���� ��������� � r�t� � r� � 0 �� ��� ���

���������� ������������������� �� �� ����������� ������ ��� ������ ������� �� U ������� �ȞU�

���� �� ������� a � �0, 1�� ����� ���� ���� p � 1 �� ���� t � 0 �

���
�f,�f��1�

�Pr�t �z0, f� � ν�f�� � Ca,p,r�V
p
�
�z0�

�
�����γp,r�t� �� a � 1

t�
p�a�1
1�a �� a � �0, 1�.

��� z � �x, y�� V� ��� ��� �������� �������� ������� ��� V��z� � U�x�� r�
2

���x� y
r�

���2� γp,r� ��

Ca,p,r� ���� ��� ���������� ��������� ���������� ��� �� ���������� ��� �� z0 �� t�

������ ����� ��� ���������� �������� �� ������ ��� ���������� �� ������� �� ����������� �������

r� � �� �� ��������� ��� ��������� �� �������� �� �� �������� dXt � �∇U�Xt�dt� σ�Xt�dBt�
���� ��������� �� ���� ���� ���� �� ���������

4.2.4 Régime explosif (r� � 0)

���� ��������� ���� �� ���������� �� �������� ����� ������� �� �������� r ��� �� ������ ��������

���� ��� ������� ���� ����� ��� ��� ���t ���� r�t� � r� � 0� �� ��� ������� �� ������ ���������

��� �� ��� ��� k�t� � �1� t�α ���� α � 0 �� ���� k�t� � e�1�t�α ���� 0 � α � 1�

��



Potentiel sous-quadratique ���� ����� ������ �� ��������� ����� ������� ���� �� ��� �����

����������� ���� �� ��������� U� �� ��������� ��� ������������ ���� �� ���������� ��������

Théorème 4.2.3 ��������� ����� ������ C ��� ��� �∇U�2 � C�1 � U� �� λ0 � 0 ���� ������

���σ�D2Uσ��x� � λ0 � 0� �� r� � 0 �� ���� t ����� ����� r ��t� � 2r2�t� � 0� ����� ���� ���

���� z0

��� ���
t���

r�t�E��Xz0t �2� � 0.

�� ������������ �� ������ ��� ����� �tn�n�1 ����� ��� E��Xz0tn�2� � ��.

�� ���������� ���������� �� ����������� ���� �� ��� ��� �� ������������ ��� �������� ��� ����

��� ����� ������� ����� t � Yt � 1
1�t
�t
0∇U�Xs�ds� �� ��������� ���� ������ ���� �� ������ ��� ��

���� ������� ��� ��������� ��������� ���� ��� �������� ������ �������� �� �������� �� ��������

�������� �� ����������� ���� ������ �� �������� ��������� ������� �� ����������� ���������� ���

�������� ���� �� �������� �������� ����� ������� �� ������������ ��������� ���� ������� ��� ��

���������� �� ����� �������� ����� �������� �� ��� ������������ �������� �� ������ ���� ����

�� ��������� �� ������ �� ��������� �� �������������� �� �����

Cas quadratique �� ��� �������� ������� ������������ ������� ��������� ������� ��� U ���

������������ �� �� �� ��������� ������ ���� �� ����������� ����� ii�� �� �������� ��� �������
r� �� 0� �� ������� �� ���������� ������� � ������ ���� �� ����������� x �� ����� �� ���������

��� �Xt, Yt�t�0 ��� ��������� �� ������ ������������ �� ���� ������ �� ���� �������� ����������� ��
��� ������ �� ��� ���������� �� ��� ����������

���� �������������� ���� ��������� ��� U�x� � x2�2� d � 1 �� ��� �� �������� ��� ����������� �

k�t� � �1� t�α ������� r�t� � α��1� t��� ����� ������������� ��� ����� �������� ���� �� �������
�� f�t� � E�X2t �, g�t� � E�Y2t � �� h�t� � E�XtYt�� �� ������� ������ ������ ���

�S�

�����������
f ��t�� 1� 2h�t�
g ��t�� 2r�t��h�t� � g�t��
h ��t���g�t� � r�t��f�t� � h�t��.

�� ������ ����� �� ��������� ��������

Théorème 4.2.4 �� d � 1� U�x� � x2�2 �� k�t� � �1� t�α ���� α � 1�2� �� � �

�� ������� ���� z0� �Xz0t , Yz0t �t�0 ��� ���������������� ��������

��� �� ��������� �Xz0t , Yz0t �t�0 ���������

���
t��

EY2t � α

2α� 1
, �� EX2t � t

2α� 1
������� t� ��.

���� ��
2α� 1

t
Xt,

�
2α� 1

α
Yt

�
L�� N �0, I2� ������� t� ��.

��



4.3 Cas particuliers d’équations de Fokker-Planck cinétiques

4.3.1 Modèle

��� ������������ �������������� ���� ��� ��������� ���������� ����� ���� ������������� ������

��� ������� ��� ������������ �� ������������ ���� �� ������������ ������� �� ���������� ��

�������� ��� ����� ����� ��� �� ������������� �� �� ����� �Pt � µ��L2�µ���� ���� �������������� ��
��� ��������� �� ���� ���������� ��� ���������� ����������� ���� ��� �������������� ��������������

��������� ���� �������� �� ������ �������� ��� ��������� ������� ���� ���� �� ���� ��� ����� ���

������������ ������� ���� ����� ��� ���������� ���������� �� ��������� ������ �� ��� ����������

����������� ���� ��� �������� �� ���� ��� ���������� ��������� ���� ����� ��������� ����������

�������������� ���� ��������� ���� ���� ��� ��������� ����� ������ ��� ��� ����������� ���������� ��

�������������� ��� ���������� ���� �������� �� ������� �� ����������� �Pt�t�0 ������ ����
dXt � σ�Vt�dt.
dVt � �∇U�Vt� � adWt,

������

��� a ��� �� ���������� ������� �� Wt �� ������� �� ��������� �������� ��������� ���� ����� ���

�������� �� ������� �� ���������� �� �������� ��������� ��� �������� �� ������ �� ����� �� ������ ��

��� ���������� ���������� �� ����� ������������ ��� ����������� ������� ���� ���� ����� �������������

������ �� ����������� �� ������ �� ���� ������� �������� ��� ������ �Pt � µ��L2�µa�� ��� µa ��������

�� ������ ������������ �� ������ ��� ��� ��� ��������� �������������� �� ����� �� �������

4.3.2 Calcul de la norme L2�µa�� pour U � 0.

���� ����� ���� ������� ��� ���������� ������ �� ������ �� ����� L2�µa�� ���� �� �����������

�� ������������� ���������� ���� ��� ��� ����� �������������

�� ������� ������� ��� ������� �� T � R ���� ��� ������������ ��������� � �������� ��� T :�
R��2πZ�� ������ ������ a � 0� ������������ ��� �����

La � y�x � a�2y � y�y, ������

��� ���������� �� ��� ����������� ������� �� ������ �� ������ ������� U � 0 �� ��� �������� �������

�� x ��� �������� �� ��� ������ �� ���� ��� P
�a�
t �������� ���� µa � λ � γa ��� λ ��� �� ������

�������� ��� T �� gammaa ��� �� ������������ ���������� �������� �� �������� a� �� ��� ��������

��������� ������ ��� ������� ������������ ���������� �� ������� �������

Théorème 4.3.1 ���� ���� a � 0 �� t � 0� �� �

�P�a�t � µa�L2�µa�� � ���

�
�����t�, ���

�
�a
�
t� 2

1� �����t�
1� �����t�

���
, ������

��� �.�L2�µa�� ��� ��� �� ����� ���������� ���� L
2�µa��

�� ��������� �� ������ �������� �� ����������� ����� ������������� �� ������������ La ��� ���

���� �� L2�µa� ������� ��� ������������� �� �� ���� ��� ���������� ����������������� �� x �� ���
���������� ��������� �� y� ���� ���������� ����� ��� ������������ ����������� ��� ���������

������� ������� ��� La� ������ ������������ Vpp�0 �� ��� �������� La ���� ���� �� ����� �����
������� ������������ ���������������� �� ����� ��� ����� ������������� ����� ������ ���������������

�� ���� �� ��� ��������� �� ���� �� ����� ������������� ����� �� dXt � Ytdt �� dYt � ��Xt � Yt�dt� dWt

��



��� ���� �������� �� ������ �� �� ����� ���������� �� La ������� ��� ������� ������� �� ����

����� ���� ������������

�� ���� ���� ��������� ��� �������� ������� �� ������� ������� �� La ��� ������ Vp ��� ��

����������� ������������ �� D�ca,pS�ca,pS� �� �������� ����� ���������� �� ��� ���������� ��� D,S
�� S� ��� ��� �� ��������� �� ����� ����� ����������� ������������ ��� ������ �� ������ ������� ��
������� �� La ���� �� ��� ������� ��� ��� ����� ���� ����� ������ �� a� ����� ��� �� ���� ��� ��������

������� ���������� ������� ��� �� ���������� ��� ������� ������������ ���������� �� ��������������

��� ��� ����������� ����������� �������� ��� �� ���������� ������

4.3.3 Comportement qualitatif, U � 0

�� ���� ����� ������������ �� �������� �� ������������ �� �� ����� �������� ���� �� ����������

����� ���� ��� ����� ������ �� ������� ������� t �� 0��

��
�
�P�a�t � µa�L2�λ��

�
� � a

12
t3�1� o�1��. ������

���� ������ ��� �� ����� ��������� ��������� ������������ �� �� ��������� � ���� ����� ������������

����� �� ������� ����� ����������������� �� ������������ La� ��� ��������� ������� t ���� ���� ���

� ��
�
�P�a�t � µa�L2�λ��

�
�
�
a�t� 2�O�e�t�� � �� a � 1

t � �� a � 1,

��� �������� �� ����������� �� ������������ �� ����������� �P�a�t �t�0� ����� ����� ��� ���� �������
���������� ���� ��� ������ ����������� �������� ��� �� �������� �� ������������� ���������� ����

���� �� ��������� ���� ����������� �� ��������� ��� ���������� ���������� �� ����� �� ��������� ��

���� �������� �� ���������� ����� �� ���������� �

Corollaire 4.3.1 ���� ���� a, c � 0 �� b � R��0�� �� �� �������

La,b,c :� by�x � a�2y � cy�y ������

��� ����� µa�c ����� ������ ����������� ����� �� ����������� �P�a,b,c�t �t�0 �������

�t � 0, �P�a,b,c�t � µa�c�L2�µa�c�� � ���

�
�����ct�, ���

�
�ab

2

c3

�
ct� 2

1� �����ct�
1� �����ct�

���
.

�� ������������ �� ������� �� ����������� ������������� ��� ������� ���

���
t ����

�1
t
��
�
�P�a,b,c�t � µa�c�L2�µa�c��

�
� ���

�
c,
ab2

c2

�
.

�� ��� ������� �� �������� ����� ������� ���� ����� �� ����������� �� ����� �� �� ������� �Q�a�t �t�0
��� T ��������� ��� ������������ Ka :� a�2x ��� �������� �� ������ ����� �� ����� ��������� a ��������
��� �� ������������ La,b,c ���� b � R �� c � 0 ���� ��� ����������� ��� ���� ���� ������� �����������

����� Ka ��� ������������ ���� L
2�λ� �� ����� a ����� ���� ��������� �� �

�t � 0, �Q�a�t � λ�L2�λ�� � �����at�.

�������� ���� ������ ������� ����� ��� ���������� �� ����� ����� ������ �Q�a�t �t�0 �� ��� �����
��������� �P�a,b,c�t �t�0 ���� ������� �� ������ �������� λ� �� ������ ���� ������ �� ������� ��

�� �� �� ������ �� ���������� ����� �������� ���������� �

��



���������� ������������� ���� c � a �� b�c � 1 �� �������� ��� �� ��������� ������������ ����

�������� ��� ������� ��� ���������� ����������� ������� ������� �� ��������� �������� ���

���� �������� ��� ������� ��� ��� �������� ��� R �� ������ ��� ��� ������������ �� ������������

������� ����� ���� ������� ���� ��� ��������� ��� ������������ ��� ���� ��� ������������� ����

����� ���� ������� �� ��������� �� ������������� ��� ������� �� ��������� �� ���� ������ ��� �������

����������� �� ���������� ���������� ���� ��� ������� �� ������ �� ������ ������

4.3.4 Étude du processus Ornstein-Uhlenbeck hypocoercif.

���� ��������� ������� ����� ������ ������� �� ��� ���� ��������� ��������������������

����������� ������ ��� R� R ��� �� ����� ��

�La :� y�x � �ax�y � �2y � y�y. ������

��� ������� �� ������ ������������ ��� ��������� ������� ��� �µa :� γ1�a � γ1� ���� ������ ����

�������� ������������ �� ����������� ��P�a�t �t�0 ���� L2��µa�� ��� ������� ������� ��� ���������� ������
�� �La ��� �� ���� �� L

2��µa� ������� ��� ������������� ��� ���������� ��������� �� x �� y� ����
���������� �� ������� ��� ������������ ����������� ������� ��� �La ������ ������������ �Vp ��� ��

��� �������� ������������ �������� ��� �������������� ��������� �� �� ��� ��� ������ ���������� ���� ��

��� U � 0� �� ������ �D � �ca,p�S � �ca,p�S
�� �� ��� ������ �� ������� �������� ��������� �� �������

�� �La ��� ������ �Vp ���� ���� L
2��µa�� ����� ����� �� ������� ������ �� ������ ����� ��� a ���

���������� �� ��� �� ��� � �� a � 1�4� �� ������� ��� ����� �� �La ��� �������������� ���� ��� ����
���� ������������� �� L2��µa�� �� a � 1�4� �� ����� ����������� ��� ����� ���� �� ������� ����� ����
������ ����� �� a � 1�4� ������������ ����� ���� �������������� �� �������� ��� ����� �� ������ ��
���� ������ �� ���� ���� �������� ������������ �� �� ����� �� �P

�a�
t � �µa ���� L

2��µa��
Théorème 4.3.2 ���� ���� a � 0 �� t � 0� �� �

��P�a�t � �µa�L2� �µa�� � Ca�t� ���
�
�1�

�
�1� 4a��
2

t

�
, ������

��� �.� �������� �� ����� ���������� ���� L
2��µa� �� Ca�t� ��� ������ ���

� �� a � �0, 1�4�� �� ���� θ :� �
1� 4a ��

Ca�t� :�

�����e�θt � 1� θ2

2θ2
�1� e�θt�2 � 1� e�2θt

2

��1� 1

θ

�
1� �θ�2 � 1�

�
eθt � 1

eθt � 1

�2��.
� �� a � �1�4,���� �� ���� θ :� �

4a� 1i ��

Ca�t� :�
�
1� �eθt � 1�

2�θ�2
�
�eθt � 1� �

�
�eθt � 1�2 � 4�θ�2

�
.

� �� a � 1�4�

Ca�t� :�

����
1� t2

2
� t

�
1�
�
t

2

�2
.

��� ������� �� t � 0 ���� ���� 0� ���� �������� ��� ������������� �� ������� �� t3 ����� ����

���� ��� ������� �������� ����� ��� ������� t �� ��� �� ������������� ������������� ��� ����������
����� ��� a ��� ���� ����� �� ���� ����� ��� 1�4� �� �������� �� ������� ��� �� a � 1�4� �� ��������

��



Ca�t� ��� ���������� �� �������� ��� �������� Ta � 2π��4a� 1� �� ��� �������� ����� ��� �����

����� ���� �� ������������� �� ��P�a�t � �µa�L2� �µa ���� ��� �������� kTa, k � N� �� ���� ����������

�������� �������� ������������ �� ��� �� ������������

�La,b,c,d :� by�x � ax�y � c�2y � dy�y
��� ����� �µa,b,c,d :� γbc��ad��γc�d ����� ������ ����������� �� ������� ����� ���������������

�t � 0, ��P�a,b,c,d�t � �µa,b,c,d�L2��µa,b,c,d�� � Cab�d2�dt� ���
�
�1�

�
�1� 4abd�2��

2
dt

�
.

�� ���� �������� ����� ������������� ���� ����� �� ����������� � �Q�a,b,c,d�t �t�0 ��������� ���
�Ka,b,c,d :� c�2x � da

b x�x ��� ������� �� ����� ��������� �������� ��� ������ �� ����� ��� �La,b,c,d
�� ��� ��� ����������� ���� �� ������ ���������� γbc��ad� ���� ��� ���� ���� �� ��������� �� x
�� �µa,b,c,d�� ������ ���������� ���������� �� ����� �� �� ������� �� �������� ��� �Ka,b,c,d ���

�� ��������� �������������������� ���� �� ������������ � ���� ���� �������� da�b� ������ ��
������������� ������������� �� � �Q�a,b,c,d�t �t�0 ���� �� ������ ������������ γbc��ad� ��� da�b� �� ��
�������

a

b
� 1

2

�
1�
��

1� 4
ab

d2

�
�

�
,

�� �������� ����� ��� ���� ������ ���������� �� ��������� ���������� �� ����������� ��P�a,b,c,d�t �t�0
������� ��� � �Q�a,b,c,d�t �t�0 ���� ������� γbc��ad�� �� ������� ����� �� ����� ���������� ��� ����
�� ���������� ������������

4.4 Diffusion moyennée à petit paramètre

���� �������� ���������� �� ��� �� �� �������� �� �������� �������� ����� ��� �������� ���

������� ������������� ����������� �� �� �������� ���������� ���� �������� ��������� �����

�������������� �� ��������� �� ��������� �������������� ����� ��� �� �������� ���� ��������� ���

������� ������������ ���� ����� ������� ���� ���� ������������ �������������� �� �� ���������

������ ��������� ������������� �� ��� ��� �� �������� �� �������� ��� k�t� � eλt ���� ���

����������� ������������ � �
dXt � εdWt � Ytdt,

dYt � λ�∇U�Xt� � Yt�dt.
������

��������� ��� z ���������� �� ������ �x, y� ������ ��� �Zεt�t�0 ���� �� ��������� �������
�Xεt, Yεt �t�0 ���� �� ������ ε �� ����� �������� �� ������� ���� �� ������ �� ������ νε �������� ������
������������ �� ������ ����� ������������ � ������ HHypo� ����� ��� �Pεt �z, .� �� ����������� ��������
�� ������ �� ���� Aε ��� �������������

4.4.1 Grandes déviations trajectorielles

���� �������� �������� ������ �� ������ ������� ε � 0 ��� ���������� �� ������������ ��

�������� ��������� ������������� ������ ���� ε � 0 ��� ��� ������ ����
�x�t� � �y�t�.
�y�t� � λ�∇U�x�t�� � y�t��.

������

��



�� ���� ���� ������� ����� ������ ������ ��� ��������� ����������� �� ��������� �� ��������� ������

���������� ���� ������� �� ���������� �� �� �������� pt�z0, z�� �� �� ������� ��� Rd�R
d �� �����

�� ������� �� ����� b�z� � ��y, λ�∇U�x��y��� �� �������� ���������� �������� �� �������� ������ �������
ϕ � H

1
0 ������� �� ��������������� �� ������������ �� zϕ :� �zϕ�t��t�0 �� �zϕ :� ��zϕ�t��t�0�

���������

�zϕ :� b�zϕ� �
�

�ϕ

0

�
�� ��zϕ :� �b��zϕ� �

�
�ϕ

0

�
. ������

������ ��� ���� ������������ �� ������ �H̃U� ���� �� ������� ���� �� ���� ���������� ��� ��� ����
��������� ������������ ����������� ��� �� ����� ���� ��� ��������� ���� ������������ ���� �� �������

����� �� �������� �� ������� ����������� �������� �� ����� ���� ������� �� ���������������� ��

��������� �������� ��� y�

Proposition 4.4.1 ��������� ��� U ���������� �� ��������� �H̃U�� ����� ���� ���� z � R
d

�� ����� ����� �zε�ε�0 � z ������� ε � 0� �� ��������� Zε � �X�ε�, Y�ε�� ��������� �� ���������

C�R�,R2d� ����� �� �� ��������� ��������� �� �� ����������� �������� ��� ���� ��������� ���

���� ��� ε�2 �� �� ������� �������� �� ���� Iz ��� ������� ���� ����� �������� ����������

�������� z � �z�t��t�0 ��������� z�0� � z ���

Iz�z� � 1

2
���

ϕ�H10�z�zϕ

� �
0

� �ϕ�s��2ds.

�� ������������ ���� ���� t � 0 �� z � R
2d� �Pεt �zε, .��ε�0 ��������� �� ������ �� ������� ε�2

�� �� �������� �� ���� Iz,t ������� ���� ���� z, z � � R
2d ���

Iz,t�z �� � ���
z�Zt�z,z ��

Iz�z� ������

��� Zt�z, z �� �������� ��� ������������ ���������� ��������� z ������ z �� z � �� �� ����� t�

�� ��������� ���������� �� ����� ����������� �������� �� �������� �� �������� �� ����������� ��� ���

���������� ���� �� �� ����������� �� ������������� ��� ������������ ������������� ����� �������������

�� ����� ��� �� ��������� �� ������������ ��� ������������ �� ����� �� �������� ��� �� ��������

��� ��������� E�x, y� � U�x� � �y�2��2λ� ���������� ��� ����� ���������� �� ��� �������������
��� ���������� �� ���������� �� �������� ������������ ���� ���������� ������

4.4.2 Grandes déviations extraites de �νε�ε��0

�� ����������� �� ������ ���������� ��� ��� ������� ������������� �νε�ε��0 ������� ������� ��
��������� ����������� �� ��������� ��������� �� ���������� ��� ����� �� ����������� �� ������� �����

��������� ���� �� ����� �� �������� ����� ����������� ���������� �� ��������� ��� ������� ��� �����

��������� ���� ��� �������� �� ��������� �Zεt�t�0 ������� ε �� 0� ��� ����� ��������� ����������� ��

��������� ������ ��� ���� ��� �������� �� ��������� ��� ������� ���� ������� ����� ����������� ��

�������� �� �������� ������� ��������� �������������� E�x, y� ����� ��� �������� �� �� ���� ��������
��� �������� ����������� ����������� ��� ��� ������������ x �� y �� ������� �������� ���� ����

�������� �� �������� ��� ��� V�x, y� ���������� ���� ������ ���� �� ��������

�Vε�x, y� � ���
�
δε�2Vp�x, y�

�
,

�� ��������� �� ��������� �������� ��� ���������� δ �� p ��� ��������� ��� ����������� �� �����������

�� ����

Aε �Vε � δε�2�β� αVp�.
�� ��� ����� �������� ��������� �� ��������� ��������

��



Proposition 4.4.2 �� U ��������� �H̃U�� ����� �� ������ �� ������� B �� R
2d� ��� ��� ��

����� ���������� τε �� B ������� �

i� ���� ���� ������� K� ��� ���ε�0 ���z�K Ez��τε�2� � �.
ii� �� ������ δ � 0 ��� ��� ���� ���� ������� K� ��� ���ε�0 ���z�K ���t Ez��Z�ε�t�τε�

δ

ε2 �ε2 � ��.
iii� ���� ���� ������� K ��� ��� K� B � �� ��� ���ε�0 ���z�K Ez�τε� � 0.

�� ���� ����� �� �������� �� ��������� ��������� �� ����� ������ ��� �������� �� ������ �������

�� ����� ��� ��������� �� ��������������� ��������� ��� ������ ��� ��������� �� �����

Théorème 4.4.1 �� U ��������� �H̃U�� ����� �νε�ε��0,1� ��� ����������������� ������� ��

����� ���� ����� ���������� �εn�n�N ���� �������� �νεn�n�N ��������� �� ������ � �� ����

ε�2n � �� �������� �� ���� W �������

�t � 0 �z � R
d � R

d W�z� � ������
��
ϕ � H

1
0

zϕ�0� � z

�
1

2

� t
0

� �ϕ�2 �W��zϕ�t��
�
. ������

�� ���������� �� ����� ����� ��������� ������� ���� ����������� ���� ������ ���� �� �����

�νε�ε�0 ��������� ����� ��� ����� ��� ��� ��������� �� ���� �������� �� ������ �� ������ ������
������ ����������� �� ����� ����������� ���������� ������ ���� ����������� ���� �� ����� ���������

������� �� �� ������������� ���������� �� �������� ��� ��������������� ��� ����������� ����������

�� ��� ��������� �������� ����� ���������� �� W ������� ���������� �� ���������� ������� ��� ��

������ ��� ����������� ��������� ���� ������� �� ��� ������ �� ���� �� ��������� ������ �����

����� �εn�n�N�

4.4.3 Estimées de Freidlin & Wentzell

Équilibres du champ de vecteur ������������ ������������ �� ������� ���� ���������� ��

�������� ��������� ������ ��� ����� ��� �� ���������

Hypothèse 11 (HD) ���������� ��� ������ ��������� �� U ��� ������� ��� ���� ����� �� ��

��������� �� U ��� ���������� �� ��� ������ ����������

�� ������ ��� �� ����� �x�1, . . . x�� � ���������� ��� ������ ��������� �� U� �� ����������� �������������
�������� ������ ����������� ��� ����������� �� �������� ��������� ������ ��������� �� ����� ��

������� �b�

Proposition 4.4.3 ���� ������������ �HD�� ��� ����������� �� ������ ���� ��� ���������� �z�1, . . . , z�� � :�
��x�1, 0�, . . . , �x�ell, 0��� ��� ������ ������� ���� ���� ���� ��� x�i ��� �� ������� ������� �� U�

���� ����� ���������� �HD�� �� ��� �������� ���������� ����������� ������ �� ��������� ������

������������� ����� ����� �������� �� ���� W ��� �� ���� �������� �� �

�z � R
d � R

d W�z� � ���
1�i��

������
��
ϕ � H

1
0

zϕ�0� � z, zϕ���� � z�i

�
1

2

� t
0

� �ϕ�2 �W�z�i �
�
. ������

�� ��� ����� ����� ���� ���� LD������������

��



�� �������������� �� �� ��������� �������� ���������� ��� ��� ��������� ���������� �� �����

�� ������� �b� ��� ��������� ��� ������������ �� ����� ������ ���������� ��� ������������ ��
��������� ω�������� �� ������������ �� �������������� �� ������ �� ������� ����� �������� ����

������� ���������� ��W� ���������� �� ����� ���������� ����� ���� ���� ���� ����� ������� ������

��� �� ����������� ��������� �� �� �������� W ������� ��� Rd�R
d �� ��������� ��� ������� W�z�i �

�� ��� ������ ������������� �� �b� ����� ������������� ��� ������� W�z�i � ��� ���� �������� ��� ��
����� ��� ��������� �� �������� � ���������

Théorie de Freidlin & Wentzell ������� ��� �� ��������� ��� ��� ���������� ��������� ���

������� ����������� �νε�ε�0 �� ������� �� �� ������� ��������� ����� ���� ������ �� ��������� ���
����� ���������� �� �� ������ ���� ��� ���������� �� ��� ������ �������������� ���� ��������� �����

������� ������� ���� ������������� ����� ��� ���� ������������� ��� ��� ��� ����� �� �� �������� ��

��������� ��� ��������� ������ �� ����� ��������� ��������������� �� ��������� ��� ��������� ��

��������� �� ����������� ��� �������� ��� �� ��������������� ��������� �� νε ��� �����

z�1� �
z�2

�
z�3

B�z�1, ρ0�

g1 g2 g3
z

ΓZz,ε
τ �1�Γ�

Zz,ετ1��g�

Zz,ε
τ �
2
�Γ�

Zz,ε
τ2��g�

K
K1

������ ��� � ��������������� ��� ���������� gi ��� ������ ������������� �� �� ��������� �Zz,εt �t�0�
�� ������� ��������� ���������� ��� ����������� Zz,ετ1��g� �� Zz,ετ2��g� ��� ���������� �� ��

i�1gi�

Proposition 4.4.4 �� �µε �������� �� ������ ���������� �� �� ������� ��������� ������� ���

��
i�1gi� ����� �� ������ ������� ���� ���� ��������� A �� R

d � R
d ���

µε�A� :�
�
�g
�µ�gε �dz�Ez

� τ1��g�
0

1Zz,εs �Ads

��� ��� ������ ���������� ���� ��������������� �� �� ������������ ���������� νε�

���� ���� �������� ��� ��� ��������� �� �������� � �������� ������������ �� ����� ����� ����

�� ������� ���������� �� ������� ���� ���� ������ ξ1 �� ξ2 �� ����� �� ��������� ������� �� ����� T

IT �ξ1, ξ2� :� ������
��
ϕ � H

1
0

zϕ�0� � ξ1, zϕ�T� � ξ2

1

2

� T
0

� �ϕ�s��2ds,

��



�� �� ����� �� ��������� ������� I�ξ1, ξ2� :� ���T�0 IT �ξ1, ξ2�. �� ������ �� �������

�I�z�i , z�j � :� ���
T�0

���

�
1

2

� T
0

� �ϕ�s��2ds,ϕ � H
1
0, zϕ�0� � z�i , zϕ�T� � z�j ,�s � �0, T �, zϕ�z�i , s� � �k�i,jgk

�
.

�� ��� �������� �� ��������� �� ������ ������������ �� ����� ��� �� �� ����������������� ������ ������

�� ��������� ��� z�i ���������� ��� ������������� �� ���������� �� �� ������� ��������� ��� I �������
ε ��� ����� ����� ���� �� ��������� ��� ��������� ������ � ���� ����������� ����� �� ��������� �������

Proposition 4.4.5 �� �� ������� ��� U ��������� ��� ����������� �HD�� �H̃U� �� �HHyp��
����� �

i� ���� ���� ������ �i, j� � �1 . . . ��2� �I�z�i , z�j � � �� �� ���� ��� ���������� gi ������

������� �� ��� ������� ��� �� ������� ����������

ii� �� ����� ���� ���� γ � 0� �� ������ ρ0 �� ρ1 �������� ��� ���������� ��� z�i ���� ��

������� ���������� ���� ��� 0 � ρ1 � ρ0 �� ���� �������� ������� ε ��� ����� ����� �� �

��i, j� � �1 . . . ��2 �x � �gi 0 � e�ε
�2��I�z�i ,z�j ��γ� � �Pε�x, �gj� � e�ε

�2��I�z�i ,z�j ��γ�.

4.4.4 Principe de Grandes Déviations pour �νε�ε�0

������������ ������������ ������ �� ������ �� ����������� ������� �� �� ������ ������������

���� �� ������� ��������� �� ������� �� �� ������ ���i���������� ��������� ���������� ��� ����
���� i � �1, . . . , ��� �� ���� G�i� ���������� ��� ������� ��������� �� ������� �z�1, . . . , z�� � ���� ���

��� ���� ������ z�j � z�i ��� �� ����� �� ������� ������������ ��� �������
���� �� ������ �� �������� ��� �� ������

����� ���� ���� z�j � z�i � �� ������ �� �������� ������ �������� ��������� ���������� ����������
�� z�j �� ������ �� z

�
i �

����� ������������� �� ������������ �� µε ���� �� ������� ��������� �������� �� �� �����������

����� ���������� �� �� ������� �� �������������� �� νε ������� ���� �� ����������� ����� ������

����� �� �������� �� ��������� ��������

Théorème 4.4.2 ���� ��� ����������� �HHypo�, �HD� �� �H̃U�� ���� ����� ����� �εn� LD�

������������ �� �������� �� ���� W ��������� �������

�i � �1 . . . �� W�z�i � � ���
g�G�i�

�
�z�m�z�n��g

I�z�m, z�n� � ���
g�G�i�

�
�z�m�z�n��g

�I�z�m, z�n�. ������

��� ��������� W ��� ������� �� �������� ������ ������������� ��� ������ ��

�z � R
d � R

d W�z� � ���
1�i��

������
��
ϕ � H

1
0

�zϕ�0� � z, �zϕ���� � z�i

�
1

2

� �
0

� �ϕ�2 �W�z�i �
�
,

�� �νε�ε�0 ��������� �� �������� �� ������� ������������

4.4.5 Quasi-potentiel pour une fonction double-puits

�� �������� �� ��������������� W ������ ���� �� ���������� ����������� ���� �� ���������� �����

��� ������ ���� �� ��� ��� U ��� �������� ����� ���� ������� ���� �� ��������� ����������� ����

��������� �� ��� ����������� ����������� ���� ��� �������� ������� ��� R ����������� �� ������

������ ������������ �� ��������� U ��� ��������� �� �� �������� ������� ���� �� ����� ����

��
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������ ��� � ������� �� ������ ����� U ���� � ������ x1 � x2 �� �� ������� ����� x��

�� ������ ���� ���������� �� ��������������� �������� �� ������ �������� �� ��������� ������ ��

��� ��� ���������� �������� ��� ������ �� �������� �� ���� ��� ��������� ��� ������ �� ��������� L2

�� z�1 :� �x1, 0� �� z�2 :� �x2, 0� ���� �� �������� �� ��� �� ����������� ��� i�������� ���� ���� �����
�� ��������������� �� ���� �������� U�x1� � U�x2� �� ������� ��� �� �������� ��� ���������� ��
W�z�2� � I�z�1, z�2� ����� ������ ���������� �� W�z�1� � I�z�2, z�1��

Majoration et minoration dans la situation ”standard” ���� �� ��������� ��� ����

���������� �� ��������� �� ��������� ��� ������������ �z � �∇U�z� � ϕ� �� �������� ��� �� �����

ϕ�z� � 2∇U�z� ��� �� ����� ��� ������ �������� �� ����������� ���� ������� ����� x1 �� ��

������� ����� x� ���� �� ����� ����� �� 2�U�x�� � U�x1��� �������� �� �������� �� �����������
�� �� �������� �� ����� ������ ��������� ��� ����������� �� ����� ��������� ����� x1 �� x2� �� ���

������ ��������� ���������� ���

I�x1, x2� � 2�U�x�� �U�x1��.
��� ��������� �� ������������ ������ ������ �� ������ ��� ���������� �� ���������� ��� ����

����� ����������� �zt�t�0 ������ �� x1 �� x2 ����� ��������������� ��� x� �

� �ϕ�2 � � �z�∇U�2 � 2� �z,∇U�z��.
�� �� ������ �� ������� ���������� �� ����� �� ��������� ��� 2�U�x�� �U�x1���

Majoration et minoration dans la situation du gradient moyenné �� ���������� �� ����

�������� ��� ���������� ��� �������� �� ����� �� ��� ���� ���������� ����� ��� ������� �� ������ �����

��� �������� ���� �� ��������� ��� ������ �� �� ��� �������� �� ����� ��������� ������ ��� b�x, y� �
��y, λ�∇U�x� � y�� ��� �� ������� ��� ����������� ���������� �� ������ �� z�2 �� z�1� ���� ����
��������� �� �� �������� ��������� ���� �� ��� �������� �� ����������� �� ���������� �����������

�������������� ���� �� ������ ���� �� ���������� ��� ��� ��������� ��������������

dXt � 1

eλt

� t
0

λeλs∇U�Xs�ds. ������

�� �� ��������� ������������ �� ���� ����������� ������������� �������� ���� ��������� �� �������� ����� x1 �� x2

��



����� �� ��������� ϕ ������ ��� ��� �� ��������� ������������ �� ��� ������� �� ������� �ϕ � 2y

��� ������ ����� �� ����������� �������������� ������� ����� �������� ������ ����� ��������� ���

����������� ����� �� ����� ��������� �� ����� ������� ���� �� ��� ���������

Proposition 4.4.6 ���� �� ��������� ������������ ������� ��������������� �� �

W�z�1� � I�z�2, z�1� � 2�U�x�� �U�x2��.

�� ���������� �� W�z2� ��� ��������� ���� ��������� �� ���� ����� �������� �� ������������ ���
������������ ������������ ���� ��� ����������� �������� ��� x �� y� �� ���� �� �� ������������ ���

���������� ���������� ��� ��� x �� ������� �� �������� ������������� �
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�� �������� L ������� ��� ����� �� �� �����

Lα,β,γ�x, y� :� αU�x� � βy2�2� γyU ��x�,

�� �� ��� �������� �� ��������� ��� ����� �������� ���� ������ �� �� ���� �� �� ���������� �� �����

���� �� ��������� ������������ ���� ����� �� ������� �� ����� L2 �� ��������� ����� ���� ������ z�1
�� z�2� �� ������� ����� �� ��������� ��������

Proposition 4.4.7 ���� ���� α � �0, 2�� �� ������ m�α, λ� ��������� ��� ��� �U"�� � m�α�
�������� ����� ���� ������� β�α� �� γ�α� ���� ��� ������ ���� ������ ���� �� ��� ������ ��
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IT �z�1, z�2� � α�U�x�� �U�x1��.
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Théorème 4.4.3 ���� ��� ����������� �HHypo�, �HD� �� �H̃U�� �� U ��� �� ��������� ������
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