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Chapitre 1

Introduction

Dans ce premier chapitre, je présente les themes de recherche abordés durant les 6 ans qui
ont suivi la fin de ma theése. Tous les thémes sont mis en perspectives par rapport aux travaux
qu’on peut trouver dans 1'état de l'art. Certains de ces thémes ne sont mentionnés que dans
cette partie introductive tandis que certaines contributions de mes recherches sont par ailleurs
plus détaillées dans les chapitres suivants (2, 3 et 4) ainsi que des élargissements possibles.

1.1 Statistiques en grande dimension

L’étude de probléemes d’estimation en grandes dimensions est un des enjeux majeurs des
problémes statistiques actuels. Etant données des observations (X1y...,Xy) « étiquettées », une
question importante est de savoir déduire une régle de prédiction de l'étiquette Y connaissant
une nouvelle valeur des observations X sans bien entendu connaitre la loi du couple. S’il existe
désormais des techniques efficaces et classiques lorsque X appartient a un espace de petite
dimension, le probleme est tout autre dans le cas inverse. L’émergence d'un tel theme pour les
statistiques mathématiques provient principalement de ’appartition de problémes concrets de
traitement du signal, d’'images ou de bases de données. Ces problémes peuvent &tre multiples
et il serait vain d’essayer de tous les lister exhaustivement. Par contre, ils présentent tous un
point commun qui est de devoir faire face a la malédiction des grandes dimensions : chercher a
apprendre a partir d'un échantillon de taille n, un objet dont la structure est par nature dans
un espace de dimension p avec p trop grand par rapport a n.

1.1.1 Etat de Dart

Cette problématique est trés largement étudiée depuis une quinzaine d’années dans le cadre
des problémes de régression ou les variables aléatoires Y sont réelles. Différentes approches ont
été développées pour répondre a la question de sa prédiction par le biais de fonctions de X lorsque
les données d’entrée sont de taille p trés grande par rapport a n. Il est possible de dénombrer
différentes familles de méthodes, chacune ayant pour objectif de construire ?\n,p minimisant une
fonction de perte L en général quadratique

ou l'espérance est prise sur la loi inconnue des observations (X,Y). On peut mentionner rapi-
dement différentes idées qui permettent de contourner le probléme de l'estimation en grande
dimension.



Méthodes pénalisées Ces méthodes permettent de procéder a une estimation de f sans
forcément parvenir & opérer une sélection de variables. C’est le cas lorsqu’on cherche a estimer
f par le biais d’un modele linéaire f(X) = '0X en pénalisant la perte par la norme L’ des
coefficients de régression. Ainsi, on cherche & minimiser

Lup = ['6X — Y[ + pn(6) (1.1)

olt |||, désigne la norme empirique. Lorsque p,(8) = A,[0]3, on obtient la régression Ridge intro-
duite dans [Hoerl and Kennard, 1975] et basée sur un procédé de Tikhonov [Tikhonov, 1943] qui
consiste a régulariser un probléme inverse mal posé, ce qui est précisément le cas lorsque p >>n
avec un modele linéaire. Cette remarque a historiquement ensuite permis de construire des es-
timateurs basés sur des prédicteurs plus riches que des prédicteurs linéaires comme les splines
dans des espace de Hilbert a noyau reproduisant (décrits dans [Wahba, 1990] par exemple). Il
est important de noter que la présence et calibration de la pénalisation biaise nécessairement
I’estimation méme s’il est possible de donner des solutions pour la rendre évanescente lorsque
n devient grand ( critéeres AIC et BIC donnés dans [Akaike, 1974] ou plus récemment dans
[Barron et al., 1999] par exemple).

Méthodes algorithmiques On peut également citer d’autres méthodes susceptibles de modérer
la tendance a I’ overfitting dans des contextes de grandes dimensions. Ces méthodes sont basées
sur des idées plus algorithmiques comme la régression par algorithme CART [Breiman et al., 1984]
ou Random Forests [Breiman, 2001, Amit and Geman, 1997] mais n’opérent pas naturellement
de sélection de variables. Dans la méthode CART, c’est un critére d’arrét jouant le rdle de
pénalisation qui permet de se prémunir du piége de la grande dimension. Dans les algorithmes
Random Forests, c’est la randomisation et ’agrégation de prédicteurs décorrélés (amélioration
du bagging de Breiman) qui permet de supprimer la tendance au sur-apprentissage lorsque
n << p, comme démontré récemment par [Biau et al., 2008] Cette idée d’'agrégation d’estima-
teurs est par ailleurs largement développée dans certains travaux de T'sybakov pour des contextes
de classification notamment ([Tsybakov, 2004] par exemple).

Analyse multi-résolution Dans la situation ol f est décrite par une famille dénombrable de
coefficients, certaines méthodes supposent que la fonction f cible appartient & un espace ayant
des propriétés de régularité (en général des espaces de Sobolev ou Besov) pour effectuer alors
une analyse multi-résolution. Les travaux [Donoho et al., 1995, Donoho and Johnstone, 1995]
proposent des méthodes de seuillage dans des bases d’ondelettes qui permettent a la fois de
limiter le nombre de coefficients d’ondelettes et maintenir des propriétés de reconstruction qui
peuvent étre adaptatives en la régularité s de la fonction f a estimer. Par ailleurs, il est possible
de rendre ces méthodes de reconstruction optimales au sens minimax pour la perte quadratique
[Donoho and Johnstone, 1998]. C’est donc ’hypothése d’espace fonctionnel qui rend alors le
probléme résoluble ”statistiquement”.

Méthodes sparses Depuis 10 ans, de nombreux travaux concernant I’estimation de f linéaire
en les observations X a connu un tournant majeur au travers de la découverte de la méthode Non-
Negative Garotte de [Breiman, 1995] qui a inspiré ensuite la méthode Lasso [Efron et al., 2004].
L'idée fondamentale & la base du Lasso consiste & exploiter la géométrie de la boule unité ¢'
et remarquer que les solutions du probléeme (1.1) lorsque pn(0)oc| 0], vont donner des solu-
tions creuses. Ainsi, la résolution de cette optimisation aboutit implicitement & une méthode de
sélection de variables qui controle le sur-apprentissage de l'estimateur. De trés nombreux tra-
vaux exploitent et généralisent cette idée parmi lesquels 'Elastic Net de [Zou and Hastie, 2005],
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le Dantzig Selector de [Candes and Tao, 2007] et de multiples travaux sur le Lasso (une liste
loin d’étre exhaustive étant par exemple [van de Geer and Biihlmann, 2009, van de Geer, 2008,
Bickel et al., 2009]). La consistance statistique de telles méthodes est démontrée sous des hy-
pothéses sur f. On suppose généralement que f est s parcimonieuse, et méme si cette hypothése
n’est pas équivalente au cadre fonctionnel du paragraphe précédent, c’est une hypothése de struc-
ture sur le signal a reconstruire qui permet I’estimation. Par ailleurs, la taille de 1'’échantillon
n ne peut étre arbitrairement petite devant p puisque les hypothéses nécessaires pour obtenir
des résultats de consistance sont que log p et n sont du méme ordre. A nouveau, ceci n'est pas
sans rappeler les méthodes de seuillage dans les bases d’ondelettes utilisées en statistiques o1 le
logarithme du nombre de coefficients gardés pour l'estimation est de 1'ordre de n.

Algorithmes gloutons Enfin, il convient de mentionner des méthodes tirées de la théorie de
I’approximation qui appartiennent a la famille des Greedy Algorithms initiés par les travaux de
[DeVore and Temlyakov, 1996]. Ces méthodes itératives consiste dans la situation déterministe
a construire a partir d’un dictionnaire (non nécessairement orthogonal) décrivant les données X
des suites d’estimateurs de plus en plus précis de f. Dans la communauté statistique, ces algo-
rithmes sont connus sous le nom d’algorithmes de Boosting tandis que la communauté d’ap-
proximation se réféere plutot a des algorithms de Matching Pursuit de [Davis et al., 1994]. La en-
core, une tres large littérature existe sur ces algorithmes [Binev et al., 2005, Donoho et al., 2006,
Donoho et al., 2007] qui mettent en jeu des propriétés de meilleures approximations par le biais
d’inégalités de Lebesgue. L'idée principale de ces algorithmes est de construire séquentiellement
des estimateurs diminuant a chaque étape la norme du résidu entre f et son approximation. Cette
idée a alors été exploitée en statistiques dans les travaux de [Biihlmann and Yu, 2003] puisque
ces algorithmes munis d’un critére d’arrét adéquat permettent une représentation parcimonieuse
de l'estimateur et possédent des propriétés de bonne reconstruction asymptotique avec grande
probabilité, méme dans une situation ou les prédicteurs sont corrélés entre eux. Remarquons
enfin que des idées tout a fait similaires avaient déja été développées dans la communauté
d’apprentissage statistique pour des problémes de classification ( [Freund and Schapire, 1997]).
L’idée est alors de fabriquer séquentiellement des prédictions se concentrant sur les individus
les plus difficiles & classer / prédire. Tout comme pour l'algorithme [Biithlmann and Yu, 2003],
le critére d’arrét de ces algorithmes joue un réle fondamental pour sa performance numérique.

1.1.2 Travaux de theése - Sélection de variables et classification

Lors de ma these [1] éffectuée sour la direction de Laurent Younes, j'ai travaillé sur la
thématique de la classification supervisée de données en grande dimension. Plus précisément,
étant donnés un échantillon de n individus préalablement classés décrits par un grand nombre
p de variables descriptives, la question posée était de réussir a sélectionner parmi les p variables
un petit nombre d'indices pertinents. Le but était alors double : améliorer les performances
de classification et en paralléle isoler dans la base de données ce qui structure le probléme de
classification. Le premier aspect est intéressant dans un contexte d’efficacité de classification
alors que le second peut revétir une grande importance, par exemple en biologie.

Si la litterature sur les probléemes de sélection de variables pour la régression est assez
largement fournie désormais, il faut noter que c’est moins le cas des lors que 'apprentissage
concerne un probléme de classification. En général, les algorithmes connus se distinguent en
deux classes : les premiers sont des algorithmes de filtrage qui fonctionnent quelle que soit
la nature de la méthode de classification A mise en place par la suite. Ils sont en général
basés sur des heuristiques. On pourra consulter par exemple [Guyon et al., 2006] pour une liste
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assez compléte de toutes les méthodes filtres de sélection de variables. Cependant, la plupart
de ces méthodes ne disent rien théoriquement sur leurs consistances statistiques. Les seconds
algorithmes sont de type wrappers. Ils sont basés sur une optimisation récursive d'un critére
dédié ou non a la méthode de classification A utilisée. On peut par exemple citer Recursive
Feature Elimination [Guyon et al., 2002] qui supprime des variables ayant peu d’influence sur
la marge de classification d’'un SVM. On peut également relever les récents développements
basés sur une modification de l'algorithme de Support Vector Machine auquel est adjoint une
pénalisation (' [Bi et al., 2003, Zhu et al., 2003], s’'inspirant ainsi de l'algorithme Lasso.

L’algorithme développé dans ma these appartient a la seconde famille de méthodes, mais est
un petit peu différent puisqu’il fonctionne quelle que soit la nature de A. Plus précisément, si D
désigne le dictionnaire de variables descriptives pour les individus Xy,...X;, étiquettés par des
variables qualitatives (Y7,...Yy) et si 'on considére un algorithme de classification supervisée
A, l'objectif a été de développer une méthode de type « best subset » pour isoler un sous-
ensemble w < D. Le parcours de tous les sous-ensembles de D étant numériquement irréalistes,
le travail a consisté a produire un algorithme stochastique effectuant un parcours non exhaustif
des sous-ensembles de D. L'objectif est d’exhiber une méthode d’optimisation de w pour les
performances de A en exploitant la base de données (Xi,Y7),..., (Xn, Yn).

A la fin de mes travaux de thése, deux articles théoriques ont été écrits sur le sujet. Le premier
[6] décrit ’algorithme stochastique et propose des applications en traitement du signal lorsque
I'algorithme de référence A est un algorithme de Support Vector Machine. L'idée de cet algo-
rithme est de fonctionner comme une méta-méthode permettant d’optimiser un poids sur cha-
cune des variables du dictionnaire D. Son fonctionnement est itératif et évoque par conséquent un
petit peu le mécanisme de [Bithlmann and Yu, 2003] et [Freund and Schapire, 1997] puisqu’on
diminue d’'une itération a l’autre le poids de certaines variables proportionnellement a l'erreur
engendrée sur la base de données. Ainsi, c'est un algorithme d’apprentissage de boosting sur les
variables descriptives.

Le second travail [5] généralise la méthode de parcours des sous-ensembles en proposant
des régles de composition en arbres binaires des variables de D. Il est autant d’inspiration
algorithmique [Breiman, 2001] pour les parcours d’arbres que théoriques puisque la stratégie
de parcours stochastique réversible dans des foréts d’arbres binaire était a construire. Dans ce
manuscrit, j'ai choisi de ne rappeler que le modéle de sélection de variables ainsi que 1'algorithme
stochastique initial qui en a découlé dans le paragraphe 2.1 puisque certains développements
ultérieurs ont été motivés par ce travail.

1.1.3 Applications a des données bio-statistiques

Ma these ayant porté sur les problemes d’estimation en grande dimension, j’ai naturellement
été conduit a travailler avec les chercheurs du groupe « biopuce » qui précisément étudiaient
des méthodes statistiques de classification supervisée pour les appliquer a des données de type
Maicroarrays fournies par 'INRA. Avec Kim-Anh Lé Cao, nous avons cherché a étendre le champ
de simulations 4 des données biopuces en utilisant comme algorithme A un algorithme CART
de classification par arbre binaires [2] puis nous avons ensuite considéré un cadre multi-classes
[3] en s’attachant a étudier tant les performances de classification que les stabilités des résultats
obtenus et les interprétations biologiques qui en découlent. Méme sil’on peut considérer que cette
derniére collaboration s’est essentiellement cantonée a des questions d’'applications numériques,
elle a été extrémement enrichissante pour différentes raisons décrites en particulier dans les
paragraphes 1.2.3, 1.3 et 1.4.



1.2 Problemes d’estimations en grande dimension

Je présente dans ce paragraphe une bréve description des travaux développés depuis ma these
et concernant des problémes d’estimation statistiques en grande dimension. Tous ces problémes
possédent un dénominateur commun qui est 'inférence d’événements « rares » a la vue du
nombre d’expériences dont on dispose dans une base de données. Ces travaux sont tous d’ins-
piration algorithmique mais certains présentent des avancées théoriques (paragraphes 1.2.1 et
1.2.3), d’autres de modélisations (paragraphe 1.2.2) et enfin les derniers concernent des appli-
cations industrielles de certaines méthodes stochastiques (paragraphe 1.2.4).

1.2.1 Plans d’expériences séquentiels

Le premier travail se situe dans la thématique des plans d’expériences dont est issue une
collaboration avec Serge Cohen et Sébastien Déjean. La problématique provient d’une question
concernant les gros codes numériques. On peut modéliser ces codes comme une fonction f a
interpoler en minimisant le nombre de points de mesure a utiliser pour calculer une estimation f
de f. Lorsque l'estimateur construit est linéaire, il existe des maniéres relativement explicites de
quantifier l'efficacité escomptée de l'estimation en terme de variance de f. On pourra par exemple
se référer aux premiers travaux de [Kiefer and Wolfowitz, 1959, Fedorov, 1972] qui étant donnée
une famille de prédicteurs, donnent plusieurs critéres d’optimalité de plans d’expérience pour
des modeles linéaires. Le point de vue adopté a été de construire des plans séquentiels (on choi-
sit de positionner le point xy 1 aprés avoir mesuré f(xy)) a la maniére des travaux développés
dans [Pronzato, 2000] tout en laissant la possibilité ou non a l'utilisateur de contréler le biais
du modele par une approche minimax [Oyet and Wiens, 2000]. Par ailleurs, nous proposons
une approche ou la famille des prédicteurs utilisés n’est pas figée mais peut varier stochasti-
quement au cours des itérations, ce qui permet une alternative a la méthode développée dans
[Biswas and Chaudhuri, 2002] qui est uniquement basée sur une stratégie de tests backward.

En exploitant la stratégie stochastique de parcours d’arbres déja utilisée dans [5], nous
proposons dans [4] un nouvel algorithme stochastique basé sur une analyse multi-résolution
pour construire récursivement les points de designs optimaux d’interpolation de f. En plus de
cette nouvelle méthode stochastique de construction de plans d’expériences séquentiels, nous
prouvons un théoréme de localisation de designs optimaux dédié au cas particulier de la base
multi-résolution de Schauder qui rend la méthode trés rapide dans le cas d’utilisation d’une telle
base pour estimer f. Ce résultat de localisation est non trivial puisqu’il est basé sur une famille
de fonctions qui n’est pas un T-systéme (voir la définition des systémes de Tchebychev dans
[Dette and Studden, 1997]). Ce travail est présenté dans le paragraphe 2.2.

1.2.2 Reconstruction de graphes de communauté

En collaboration avec Nathalie Villa, nous developpons dans [7] un algorithme de clustering
de graphes avec comme point de mire 'application a l'identification de partitions de sommets
dans les graphes de communautés. Un graphe est défini au travers de sa matrice d’adjacence W
codant la présence d’arétes entre les différents sommets du graphe. L'idée a été d’exploiter un
a priori sur les graphes de communautés qui est 'existence de sous-ensembles de sommets du
graphe, fortement connectés entre eux et faiblement connectés aux autres sommets (ces sous-
ensembles formant alors une communauté). Généralement, le clustering de graphe peut étre
résolu en utilisant la diagonalisation de la matrice d’adjacence [Newman, 2006]. Ceci étant, une
telle méthode peut ne pas étre adaptée par rapport a la structure de communauté attendue.
Etant donné un graphe non orienté défini par W symétrique i diagonale nulle, on définit pour
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chaque noeud i le nombre d’arétes reliées a i (son degré). Plus précisément, W;; = W,; = 1si i
et j sont connectés tandis que W;; = Wj; = O sinon et bien sfir d; = > W;;. En notant 2m le
nombre d’arétes codées dans W, et pour une partition Cy,...Cy des sommets, on définit la Q
modularité par

L did;
Q(C1>--->Ck) = ZZ [Wij - 2m:| .
(=11,jeCy
On constate alors qu'une partition qui posséde une grande Q-modularité est le signe d’une
sur-représentation d’arétes intra-classe. Le parcours de toutes les partitions étant infaisable
pour des graphes de taille importante, nous avons alors opté dans [7] pour l'application d’un
algorithme de recuit simulé afin d’'optimiser cette fonction Q. A noter que le travail a consisté
également a développer un algorithme de force pour la représentation des partitions obtenues
aprés optimisation stochastique. Cette phase est aussi importante que la construction d'une
bonne partition afin d’obtenir une visualisation lisible des résultats. On peut également noter
un récent développement utilisant la méme approche [Rossi and Villa, 2010] combinée a un
recuit simulé déterministe approché par champ moyen.

1.2.3 Reconstruction de graphes de réseaux de genes

Ce premier travail sur les apprentissages de structure de graphe et les contacts précédents
tissés avec 1'Inra m’ont conduit naturellement a interagir avec des chercheurs du laboratoire de
Biométrie et Intelligence Artificielle. La reconstruction de réseaux de régulation de génes peut
étre intéressante aussi bien pour des éclairages nouveaux sur les processus biologiques sous-
jacents que pour des applications comme !’identification des mécanismes de maladies génétiques
en vue d'un traitement ciblé.

Le contexte est le suivant : on mesure deux types de données sur un ensemble de n individus.
Le premier type de données sont les données d’expression E de taille n xp o p désigne le nombres
de génes. Ce sont des variables quantitatives donnant un niveau d’expression de chaque gene
sur chacun des individus. Les secondes données sont les données marqueurs M (de taille n x p
également) qui sont des variables discrétes.

Dans le réseau, une interaction entre 2 génes (z.e. le fait que la protéine issue d’un géne
active ou inhibe l'expression de 'autre géne) est représentée par une aréte entre ces génes et
l’interaction du réseau est modélisée au travers de la relation :

E=EB +Max + ¢, (1.2)

ol € est un l'écart entre l'interaction théorique du modéle et la réalité. Par ailleurs, 3 est
une matrice & diagonale nulle qui code la structure du réseau de régulation. Les inconnues du
probléme sont donc les deux matrices o« et 3 & re-construire et sa difficulté réside en le fait que
le nombre d'individus n est en général petit devant p le nombre de génes du réseau, et donc a
fortiori des 2p? — p inconnues de (1.2).

Nous avons commencé par aborder dans [19] des méthodes de régression pénalisée d’un
point de vue expérimental (régression Lasso, Elastic Net et Dantzig) avant d’opter pour une
implémentation du Boosting, méthode ayant été étudiée dans [Lutz and Biihlmann, 2006] au-
paravant. Cependant, ’extensition au cas multivarié donnée dans [Lutz and Biithlmann, 2006] est
plus guidée par une généralisation naturelle des preuves théoriques données dans [Bithlmann, 2006]
et dont les points clefs sont décrits dans les premiers résultats de [DeVore and Temlyakov, 1996]
dans un cadre déterministe. Finalement, [Lutz and Biihlmann, 2006] ne considére pas la répartition
de I'« effort » multivarié de 1'algorithme de Boosting en plongeant le probléme dans un espace
plus gros.



Dans [19], nous modifions donc ’algorithme de boosting pour qu’il s’adapte a la nature multi-
variée de la régression (1.2). Ainsi, par rapport aux travaux de [Bithlmann and Yu, 2003], nous
avons introduit une étape supplémentaire de boosting pour choisir la coordonnée & prédire ®.
Cela nous a conduit a étudier d’abord le probléeme théorique déterministe (¢ = 0) en reprenant
les preuves de [DeVore and Temlyakov, 1996] puis a étendre nos résultats a la situation plus
réaliste bruitée. Ce travail est décrit dans le paragraphe 2.3.

1.2.4 Estimation par le biais de la théorie des valeurs extrémes

Enfin, j’ai travaillé sur des problémes trés concréts en collaboration contractuelle avec Thales
Alenia Space et le Cnes de 2009 a 2011 et concernant le nouveau systéme de positionnement
Galileo-Egnos. L'ESA exige de ce nouveau systéme qu'il fournisse un positionnement dans un
tube de confiance imposé et que dans le cas contraire il retourne une alerte a 1’'utilisateur. Par
ailleurs, la probabilité que le systéme ne retourne pas d’alerte a tort est imposée par I'ESA
a p = 1077 sur une période de 150 secondes. Les vérités terrains ayant été recensées durant
la période 2006-2009 ainsi que le positionnement donné par Egnos-Galileo, la question a été
d'estimer la probabilité que le systéme ne retourne pas d’alerte a tort pour chaque station de
mesure dispersée en Europe afin de certifier la valeur de p.

Bien entendu, des événements avec une si faible occurrence sont en pratique rarement ob-
servés, méme sur un jeu de données de 3 ans. Procéder a une estimation de la probabilité de tels
événements extrémes ne peut se cantonner a effectuer une estimation de moyenne empirique. Le
premier travail [26] a consisté a s’appuyer sur la théorie de valeurs extrémes donnée par la loi
de Fisher-Tippett (1928) qui sous réserve de certaines conditions d’'indépendances des observa-
tions, décrit paramétriquement la loi des grandes valeurs d'un échantillon. Plus précisément,
c'est ’aménagement par la méthode Peak Over Threshold (POT) (voir [Rassmussen, 1994,
de Haan and Ferreira, 2006]) que nous avons utilisé pour effectuer les estimations de ces proba-
bilités. Cette collaboration industrielle avec Cécile Mercadier et Jean-Marc Azais a donné lieu
a un rapport technique [38] ainsi qu’a la constitution d’un premier logiciel d’estimation.

Un second travail a abordé le probléme d'une maniére relativement différente en utilisant
des techniques de renforcement d’événements rares par algorithmes de Splitting en utilisant
I'approche décrite dans [Lagnoux-Renaudie, 2009, Lagnoux, 2006]. L’'idée ici est de procéder a
des simulations hiérarchiques d’événements redoutés amenant alors a 1’événement dont on veut
estimer l'occurrence. A nouveau, une note technique [37] a été rédigée par Agnes Lagnoux, Cécile
Mercadier et moi méme pour Thales Alenia Space afin qu'’ils comparent les résultats numériques
avec des méthodes d’estimation basées sur les réseaux de Petri.

Un dernier travail sur ce méme théme a consisté a reprendre 1’étude utilisant la théorie des
valeurs extrémes pour automatiser les procédures statistiques utilisées dans [38]. Ces travaux
sont intimement liés a 'estimation a prior: d’un parametre de seuillage des grandes observations
d’un échantillon et donc & la question : « A partir de quand commencent les grandes valeurs
de mon échantillon ? » Pour répondre a cette question, plusieurs algorithmes ont été employés
notamment ceux de [Drees and Kaufmann, 1998, Beirlant et al., 1999] mais celui qui a retenu
notre attention est décrit dans [de Sousa and Michailidis, 2004] et se base sur des résultats
de distributions de sommes cumulées de grandes valeurs d’échantillons. Différentes difficultés
techniques avaient été rencontrées, en particulier lors de la présence de corrélations dans les séries
temporelles fournies par Thales, séries qui présentaient des phénomeénes de non-stationnarité. Il
faut noter qu’a partir de la derniére note technique [36] rédigée conjointement avec Jean-Marc

1. Ce qui en fait finalement un algorithme « boost-boost »



Azais, un processus de codage pour industrialisation a été lancé afin que 'outil algorithmique
soit implanté sur le systéme Egnos-Galileo.

1.3 Traitement du signal et déformation

Le travail sur les données bio-puces m’'a amené a la réflexion que la compréhension de la
structure générative des données peut apporter plus comme information qu'une force brute al-
gorithmique, si puissant soit-il pour résoudre un probléme. Lors de ma thése, j’avais travaillé sur
les bases de données Mnist et US Postal de chiffres manuscrits qui sont une parfaite illustration
du fait que certaines données manipulées peuvent étre issues d’'un processus de déformation
aléatoire qu'il est parfois avantageux de modéliser le plus fidelement possible afin d’estimer les
parameétres génératifs pour un meilleur traitement des données.

1.3.1 Etat de Dart

Présentation des modeéles déformables Jérémie Bigot venait d’étudier des méthodes sta-
tistiques de mise en correspondance de landmarks dans des images bruitées. Nous avons cherché
a modéliser statistiquement le processus génératif des données en utilisant ’approche développée
dans les travaux d’Alain Trouvé et Laurent Younes qui décrivaient principalement les situa-
tions déterministes. Nous avons principalement développé des techniques statistiques basées
sur l'approche de Grenander [Grenander, 1993a, Grenander and Miller, 2007] pour modéliser
I’espace des formes tandis que les déformations sont introduites par le biais des modéles de
difféomorphismes [Younes, 2004].

En toute généralité, le modele de déformation que nous étudions est décrit ainsi : si f* est
une forme de référence définie sur QO < RY, on observe des données

Yi(x) = fi(x) + Wi(x), VxeQ, Vie{l...n}. (1.3)

Les f; correspondent alors a la forme f* de référence et sont déformées aléatoirement tandis que
les W, représentent un bruit additif de mesure. Par ailleurs, les déformations possibles sont des
éléments d’un groupe G de difféfomorphismes de Q. Ainsi,

Vie{l...n} 3gieG V¥xeQ fi(x) = *(gi.x),

ol bien sfir x — g;.x désigne l'action de g; sur le domaine Q. Il se dégage alors deux familles de
problémes. Le premier se rapporte a l'estimation des g; paramétres de déformations, le second
correspond a l’estimation de f*. C’est plus sur ce second probléme qu’ont porté mes travaux.
Dans la plupart des situations, G est un groupe de Lie de dimension finie (déformations rigides)
ou infinie (déformations élastiques). Notons qu'une simple moyenne empirique ne prenant pas
en compte les effets de déformation ne peut étre satisfaisante comme le montre la figure 1.1.
Ce phénomeéne de blurring illustré par la figure 1.1 montre que traiter ’estimation de f*
comme si les observations étaient dans un espace plat (paramétré par une distance euclidienne)
est impossible. Plus précisément, étant donné un espace de Hilbert # qui contient les réalisations
Yi, la moyenne empirique est définie par le biais de la solution du probléme de minimisation

n

_— . 2

Y, = arg 12%12 1Y — 1|5 (1.4)
1=

Lorsque H est muni d’une distance euclidienne et que les déformations g € G sont de loi h, on
observe alors par la loi des grands nombres que Y, estime f définie par

f(x) = Eqeaf*(9.x) = jG *(g.x)h(g)dg,

8



Ficure 1.1 — Moyenne empirique « naive » de 5 images de visage issus de la base de données
Olivetti [Samaria et al., 1994].

et en toute généralité, f # f* puisque c’est la convolution de f* avec la loi des déformations
(d’onr le blurring observé pour la moyenne empirique).

Il est donc tentant de relier les estimations données par la définition (1.4) a des métriques
différentes sur 7, notamment celles prenant en compte les effets de déformations. Cette approche
est proposée dans les travaux de [Joshi et al., 2004, Miller and Younes, 2001, Trouvé and Younes, 2005]
qui munissent alors H = L?(Q) de la distance définie par

Wt e H Aottt = int { [ 1100 - algnPaxaDga ), (1)
ol e désigne l'élément neutre de G, A un parametre de pénalisation strictement positif, et D
une mesure de distorsion entre g et ’absence de déformation.

L'utilisation de métriques différentes de la métrique euclidienne comme celle donnée par
(1.5) pour l'estimation de f* aboutit naturellement a la moyenne de Fréchet intrinséque ou
extrinséque [Fréchet, 1948] des observations, notion généralisant la moyenne euclidienne dans
des espaces courbés. Les comportements statistiques des estimateurs donnés par (1.4) dans le
cas ou les observations appartiennent a des variétés Riemanniennes de dimension finie sont
assez bien connues. On pourra par exemple consulter [Bhattacharya and Patrangenaru, 2003,
Bhattacharya and Patrangenaru, 2005] pour des résultats de consistance des moyennes de Fréchet
extrinséques vers la moyenne de Fréchet intrinséque lorsque le nombre d’observations n — +oc.
Notons que ces résultats mélant loi des grands nombres (M-estimation) et géométrie riemanienne
ont abouti dans [Le, 1998, Le and Kume, 2000] a des résultats de consistance des moyennes de
Fréchet pour des courbes plannaires aléatoires appartenant a un cas particulier qui est I'espace
des formes de Kendall défini dans [Kendall, 1984].

Enfin, ces travaux sont d'inspiration plutét géométrique et ne s’intéressent pas tous aux
probléemes d’estimations non-paramétriques naturels alors que les signaux observés sont des
courbes ou des images.

Travaux en statistiques non-paramétriques Le probléme de ’estimation de f* sous ja-
cent au modele (1.3) a finalement été peu étudié dans le contexte des statistiques non pa-
ramétriques. On peut néanmoins citer les travaux précurseurs [Kneip and Gasser, 1988] qui
introduisent le shape invariant model (modeéle SIM) et proposent une estimation de f* dans le
cadre extrémement simplifié ot d = 1 (les observations sont des courbes paramétrisées par un
nombre fini de coefficients) et ol ’action de g est une translation de Q = R :

Vie{l...n} I11eG VxeQ dYi(x) = f*(x — 1;)dx + dW;(x).



D’autres travaux d’alignements de courbes ont été proposés par [Gasser and Kneip, 1992,
Gasser and Kneip, 1995] dans un cadre semi-paramétrique et leur méthode est trés fortement
reliée aux moyennes de Fréchet précédemment évoquées. Les résultats font alors en général in-
tervenir a la fois le nombre de courbes observées ainsi que le nombre de points d’observations par
courbes. De méme, les méthodes proposées dans [Wang and Gasser, 1997, Ramsay and Li, 2001,
Liu and Muller, 2004] s’intéressent a des problémes de déformations non nécessairement réduites
aux translations mais ces travaux portent surtout sur la paramétrisation des bijections non ri-
gides plutdt que sur des reconstructions asytmptotiques en n pour un cadre non-paramétrique.

Dans le contexte d’estimation des parameétres de déformations, [Gamboa et al., 2007a] ainsi
que [Vimond, 2010] proposent des méthodes pour calculer des estimateurs des translations,
et ensuite en déduire des reconstructions de f*. Signalons que [Bigot et al., 2010] généralise
P’estimation des parameétres de déformations pour des groupes de Lie compacts paramétrant des
déformations rigides non réduites aux translations.

Enfin, une approche récente développée par [Allassoniére et al., 2007] propose un point
de vue bayésien pour effectuer des estimations de f* a partir des observations Y; tandis que
[Allassoniére et al., 2009] implémente un algorithme stochastique (SAEM) afin de trouver !’op-
timiseur de la vraisemblance profilée des observations.

Dans tous les travaux statistiques précédents, la plupart ne propose de calculer des vitesses
de reconstruction et parfois méme la nature exacte de la limite des estimations proposées est
inconnue ([Allassoniére et al., 2007, Allassoniére et al., 2009]). C’est donc dans ce contexte que
je me suis intéressé au développement de méthodes fournissant des vitesses de reconstruction
de f*.

1.3.2 Estimation de courbes décalées aléatoirement

Pour les signaux déformés aléatoirement, le modéle le plus simple auquel on peut penser (et
pour lequel on peut analyser le plus finement les choses) est le suivant : on dispose d’une famille
d’observations qui sont des courbes (V;)ic[1.n) définies au travers du modele de bruit blanc :

Vxe[0;1], Vi=T1...n dY;(x) = f*(x — 1y)dx + cdW;(x), (1.6)

ou f* est la fonction a estimer est 1 périodique et définie de R dans R. Le niveau de bruit
est donné au travers de o, (W,)ie1..n sont n mouvements Browniens et les (T;)ie1..n sont les n
décalages aléatoires et modélisent ici le processus de déformation. En supposant les (Ti)ie1..n
ii.d. et indépendants des (W;)ie1..n, on cherche a donner une estimation de f* et comprendre
quels sont les mécanismes qui rendent le procédé d’estimation facile ou au contraire difficile.

Réponse asymptotique (n — +oc) Nous donnons une premiére réponse a l'estimation de
f* pour le probleme (1.6) pour un cadre asymptotique dans [9] en étudiant un estimateur de
f* basé sur un seuillage dur dans la base d’ondelettes de Meyer. L’obtention de la consistance
ainsi que la vitesse de reconstruction comporte un certain nombre de points communs avec ce
qui est fait en problémes inverses statistiques résolus par déconvolution [Johnstone et al., 2004,
Carroll and Hall, 1988] méme si la présence d’un aléa supplémentaire sur les shifts t; engendre
un surcroit de difficultés techniques pour les méthodes de seuillages des coefficients.

Par ailleurs, il est possible de calculer la vitesse minimax de I’estimation pour la norme 12
lorsque f* appartient a une boule de Besov B;,q(A). Le résultat le plus frappant est qu’alors le
probléme de reconstruction est relié & une méthode de déconvolution méme si chaque courbe
est une réalisation du modele de bruit blanc shifté mais non convolé. A noter que 'obten-
tion de la borne inférieure est basée sur une adaptation du Lemme d’Assouad décrit dans
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[Bretagnolle and Huber, 1979, Has'minskii and Ibragimov, 1990]. Cependant, I'idée défendue dans
[Birgé, 1986] que ’approche des minorations par le lemme d’Assouad peut toujours se résoudre
en utilisant le lemme de Fano semble également vraie ici méme si 'aménagement de ce lemme de
Fano (voir par exemple [Ibragimov and Has'minskii, 1981]) revient en fin de compte aux mémes
calculs que ceux effectués en utilisant I’approche par lemme d’Assouad.

Inégalité oracle a horizon fini Dans [12], nous donnons une réponse non asymptotique en
proposant un estimateur relié a f* par le biais d’inégalités oracles. Ces travaux adaptent des
techniques URE Unbiased Risk Estimation utilisées par exemple dans [Cavalier et al., 2002].
Dans notre contexte, on peut alors faire apparaitre dans l'inégalité oracle a la fois un terme
inhérent au modeéle de bruit blanc et un terme faisant intervenir la complexité du probléme
inverse lorsqu’on utilise une déconvolution en base de Fourier et un filtre basse fréquence des
coefficients (on pourrait également étendre a d’'autres types de filtres comme ceux décrits par
[Bissantz et al., 2007] dans notre contexte). On notera enfin que les objets utilisés dans [12] sont
trés proches des outils utilisés dans le cadre des problémes inverses avec opérateurs inconnus
partiellement observés [Cavalier and Raimondo, 2007, Cavalier and Hengartner, 2005].

Mes travaux sont tous basés ici sur une hypothése discutable qui est la connaissance a priori
de la loi des décalages (Ti)ie1..n- 11 est néanmoins possible de proposer des estimations sortant
de ce cadre en revenant alors aux moyennes de Fréchet [Bhattacharya and Patrangenaru, 2003],
mais 1’étude théorique est alors bien plus difficile puisque le contexte est ici non-paramétrique.
Ces travaux sont décrits dans le paragraphe 3.2.1 du chapitre 3.

1.3.3 Estimation d’images par déformations rigides ou élastiques

Nous étendons le modele de déformation aléatoire en enrichissant la structure des déformations
agissant sur le signal f* a reconstruire. Ainsi, il peut étre naturel de considérer un groupe
de déformations G plus gros que (R/Z, +) qui est la situation décrite plus haut, notamment
lorsque le signal f* n’est plus une courbe mais une image et que G contient par exemple des
translations ou des rotations. Une seconde étude asymptotique, plus générale que celle des
courbes décalées, est proposée lorsque G est un groupe de Lie compact dans [8]. Les outils
mis en jeu sont des éléments classiques de théorie des groupes de Lie (théoréeme de Peter-
Weyl et transformée de Fourier) qui ont déja été utilisés en statistiques dans un cadre de
déconvolution « pur »par [Koo and Kim, 2008]. Ces travaux sont la-encore des généralisations de
[Kim, 1998, Yazici, 2004]. La qualité d’estimation statistique repose a nouveau sur un contréle
fin dans le lemme d’Assouad des rapports de vraisemblance en fonction de la « taille » du groupe
de Lie considéré.

Enfin, il est possible de modéliser des déformations plus complexes que des déformations
rigides en générant de maniere paramétrique des flots de champs de vecteurs, en utilisant prin-
cipalement le modéle de grandes déformations de Trouvé et Younes. Nous exploitons ce modele
de grandes déformations paramétriques et des techniques de M-estimation (voir par exemple
[Van der Waart, 1998]) pour étudier l'estimation d’une forme moyenne lorsque les données sont
soumises a une déformation aléatoire bruitée. Des propriétés de consistance sont données dans
[11]. Ces travaux font l'objet des paragraphes 3.3.5 et 3.2.2.

1.3.4 Régression sous contrainte de monotonie

De maniére relativement anecdotique, signalons que la construction des flots de champ
de vecteur nous a permis de donner des constructions simples de difféfomorphismes, en par-
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ticulier en dimension 1. Nous exploitons cette simple remarque pour construire des estima-
teurs dans des modeles de regression sous contrainte de monotonie de la fonction cible. Ce
probleme de régression sous contrainte de forme est 'objet de nombreux travaux en statis-
tiques puisque parfois I'information a priori de monotonie de la prédiction est connue. Ainsi,
[Hall and Huang, 2001, Dette et al., 2006, Dette and Pilz, 2006] abordent ces problémes sous la
forme d'une projection d'un estimateur obtenu par lissage splines sur un espace de fonctions
monotones.

Nous avons pris le parti d’éviter l'opération de projection car elle introduit numériquement
des artefacts. La méthode d’estimation donnée dans [10] exploite le fait que toutes les fonctions
strictement croissantes de [0; 1] (par exemple) peuvent se décrire exactement comme les solutions
au temps 1 de certaines équations différentielles basées sur des champs de vecteurs affines en
temps. Ce travail est décrit dans le paragraphe 3.1.3.

1.3.5 Estimation d’intensité de processus de Poisson décalés aléatoirement

Suite aux travaux effectués dans le cas des translations aléatoires, j'ai été contacté par des
chercheurs de I'Inserm de Toulouse afin de comprendre les déformations statistiques des proces-
sus de comptages de fixation de protéines le long de brins d’ADN. Le point remarquable est que
ces processus de comptage donnant lieu aux données Chip-Seq sont souvent mal localisés : a sa-
voir l'initialisation géographique des comptages est effectuée manuellement et peut étre erronée.
Cela amene le biologiste a effectuer une convolution (lissage) des données de comptage par noyau
Gaussien afin d’obtenir une courbe continue puis effectuer un recalage et une moyenne de toutes
ces données convolées pour en déduire des propriétés sur la fixation de certaines protéines dans
différentes conditions expérimentales.

Il aurait été tentant ? d’appliquer notre estimateur issu du modele (1.6) & cet exemple de
données. Néanmoins, la nature du processus étant relativement différente, nous avons proposé
assez naturellement dans [17] une modélisation ol chaque observation est la réalisation d’un
processus de Poisson d’'intensité inhomogéne A;. Pour modéliser le probléme d’initialisation du
processus de comptage, tous les A; sont supposés étre issus d’une intensité commune A aprés
une opération de shift aléatoire, ce modeéle étant bien siir inspiré de (1.6). A noter également
que des problémes un petit peu similaires [Sansonnet, 2011] peuvent apparaitre en génétique
lorsque les décalages sont observés ainsi que la moyenne des processus de comptage.

Une telle modélisation rend alors possible 1'utilisation de propriétés de concentration pour
des processus de Poisson [Reynaud-Bourret, 2003] et notre travail rentre alors dans le cadre des
problémes inverses poissonniens décrits par exemple dans [Cavalier and Koo, 2002, Kolaczyk, 1999]
qui ont été abordés par le biais d’analyse multi-résolutions. Ainsi il est aussi possible de construire
un estimateur asymptotiquement minimax par le biais d'une analyse en ondelettes des observa-
tions dans notre contexte.

Tout comme dans [9], une grande difficulté est la construction d’une borne inférieure fai-
sant apparaitre un probléme inverse de déconvolution pour ce modéle statistique. Par ailleurs,
proposer un estimateur adaptatif réclame également un effort non négligeable par rapport au
modele de bruit blanc puisqu’il est important d’estimer la norme |.|; de l'intensité du processus
pour seuiller convenablement les coefficients d’ondelettes. Ce travail est brievement décrit dans
la partie 3.5.3.

2. mais non pertinent!
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1.4 Algorithmes d’optimisation non réversible

La totalité des travaux présentés dans cette partie découlent d'un aménagement de l'algo-
rithme de gradient stochastique par Kim-Anh L& Cao lors des études numériques effectuées dans
[2] et [3].

Originellement, 1’algorithme de gradient stochastique itératif s’écrit sous la forme :

Vk =0 Xi+1 = Xy + vidi + /Y lx, (1.7)

ol Xy désigne la position de ’algorithme a I’étape k, yy est le pas de I'algorithme, dj sa direction
de descente (aléatoire). Ces algorithmes apparaissent fréquemment en contrdle, théorie du signal
ou des images, théorie des jeux, estimation Bayésienne ... Sous des conditions techniques sur
la direction dy et de décroissance du pas de l'algorithme, on peut alors établir les propriétés
suivantes.

— Si (y est nul, on est alors ramené par des techniques classiques de martingales (on peut
consulter par exemple [Duflo, 1997, Kushner and Yin, 2003]3) & 1'étude de 1'équation
différentielle ordinaire :

dXy = —=VU(Xy)dt.

— Lorsque (i est une perturbation gaussienne centrée réduite, le précédent algorithme est
plutét 'approximation « diffusion » (présence du terme ,/yy(x) d'une descente de gra-
dient stochastique dés lors que E[dy|Fx] = —VU(Xy) décrite par I’équation différentielle
stochastique :

dXy = —VU(Xy)dt + dBy.

On consultera par exemple les ouvrages précédemment cités ainsi que [Benveniste et al., 1990]
ou bien [Benaim, 1996] pour une étude plus dynamique de l'algorithme stochastique.
L’aménagement numérique de [2] a alors consisté & simuler une dynamique non markovienne
i<k Bidy

Vk >0 Xk+] = Xk + Ykﬁ + /Y Ck- (1.8)
j<k Pj

Un tel schéma numérique est fortement relié aux équations différentielles :

t

x(t) = —f r(s,t)D(x(s))ds.
0

sous réserve que certaines conditions techniques soient satisfaites et dans le cas ou les vec-

teurs dy sont en moyenne des directions de descente D. Toutes les études suivantes ont été

développées pour étudier de nouvelles méthodes d’optimisation, qu’elles soient déterministes ou

bien stochastiques.

1.4.1 Equation différentielle de gradient a mémoire

Etat de Part Le premier travail sur ce théme a donc consisté & considérer la famille d’équations
différentielles non linéaires qui seraient les limites de ’algorithme (1.8). L’équation d’intérét a
donc été décrite en toute généralité par la « descente & mémoire » :

. 1
X(t) = — (@L h(s)vu(x(s))ds> dt, (1.9)

3. Bibliographie réellement non exhaustive.
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pour U un potentiel coercif défini sur RY. En écrivant 1'équation a ’ordre 2, on peut alors se
ramener par changement de temps (détaillé dans [Cabot, 2009]) a I’étude du systéme :

y(t) + a(t)y(t) + VU(y(t)) = 0, (1.10)

avec y = x o T, ol T est solution de 72 = k(1)/h(7) et a = ZS}Z% o 1. Ecrite 4 I'ordre 2 comme
(1.10), I'’équation différentielle généralise plusieurs formes connues d’équations. En premier lieu,

elle généralise 1'équation de Bessel dans le cas ol a(t) = 1/t et U(x) = x* dont les solutions
sont les multiples de J, donnée par y(t) ~ \/%cos(t — 1/4). On obtient ainsi en temps long
x(t) ~ Ct~ 4 cos(2y/t — mt/4).

Dans la communauté d’optimisation convexe, des cas particuliers de telles équations avaient
déja été étudiées dans le cas ou a est une fonction constante positive. On retrouve ainsi le
systéme HBF (Heavy Ball with Friction) introduit dans [Polyak, 1987] et [Antipin, 1994] pour
étudier les propriétés optimisantes des trajectoires. Son étude a alors été généralisé dans un
cadre de systémes dissipatifs par [Hale, 1988, Haraux, 1991] et on peut démontrer la conver-
gence de tels systémes avec amortissement constant vers des points critiques de U sous des
conditions techniques de type convexité a 'infini ou analycité. Enfin, on peut noter les trés
récents développements de [Ben Hassen and Haraux, 2011] qui propose l'utilisation de l’iner-
tie liée a Uy avec un amortissement de la forme g(y(t)) et de [Haraux, 2007 qui étudie le cas
d’un second membre non nul pour une équation similaire a (1.9). L’idée d’adapter le coefficient
d’amortissement a la position de la vitesse de la particule peut en effet avoir un intérét d’un
point de vue de l'optimisation mais change alors radicalement 1'étude que nous avons effectuée
avec un amortissement a(t) dépendant uniquement du temps.

Contributions Le comportement en temps long des trajectoires vérifiant (1.9) ou (1.10) ainsi
que le comportement de U(x(t))i>o est précisément décrit dans [13] pour des situations ou le
potentiel est convexe ou du moins sans point d’accumulation dans les parties ot VU = 0. Par
ailleurs, nous donnons également des résultats de convergence dans la situation trés particuliere
uni-dimensionnelle qui ne sont pas généralisables facilement en dimension supérieure. Enfin, des
résultats de non convergence sont établis dans [14] pour des situations un petit peu pathologiques
ou le potentiel posséde des parties plates. Des détails sont fournis sur le comportement en temps
long de cette équation différentielle « non ordinaire » dans la partie 4.1.

1.4.2 Diffusions a mémoire

Etat de I’art en processus renforcés L’étude du processus défini par (1.8) lorsque (y est
gaussien est numériquement une approximation du régime de diffusion puisque le processus est
bruité par un incrément brownien ,/yid(x. Ainsi, il était naturel de s’intéresser a la diffusion
basée sur la dérive donnée par (1.9). Le processus diffusif de gradient a mémoire est alors

T (.
dXi = — (@fo k(s)VU(x(s))ds> dt + odBs. (1.11)

La difficulté probabiliste liée a (1.11) provient principalement de son caractére non Marko-
vien puisque le processus est en interaction avec tout son passé par le biais de la moyen-
nisation en temps de VU(xs),0 < s < t. En un certain sens, ces processus appartiennent
donc a la grande classe de processus inter-agissants dont un premier exemple fut introduit par
[Coppersmith and Diaconis, 1987] pour les marches aléatoires puis étudié par [Pemantle, 1992]
pour étudier un modeéle de croissance de polymeres, et par [Cranston and Le Jan, 1995] pour
les processus en temps continus.
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En temps continus, les processus de renforcements sont en général issus d’une convolution
entre une fonctionnelle et la mesure d’occupation normalisée dans les travaux de [Benaim et al., 2002]
ou non normalisée comme dans [Durrett and Rogers, 1992]. Il s’agit donc en général d’une inter-
action a I'instant t mettant en jeu (X;—X;)o<s<t- Remarquons que le travail [Benaim et al., 2002]
est abordé en utilisant un outil puissant de description de systémes dynamiques qui sont les
pseudo-trajectoires asymptotiques introduits dans [Benaim and Hirsh, 1996] et qu’une étude
aurait pu étre mise en oeuvre pour notre systeme en utilisant ces outils méme si le cadre étudiés
dans [Benaim et al., 2002] est compact en espace, ce qui simplifie un certain nombre de diffi-
cultés techniques supplémentaires. Enfin, signalons les avancées récentes de [Kurtzman, 2009]
qui donne des résultats pour des situations non compactes en adjoignant un potentiel de confi-
nement dans les processus introduits par [Benaim et al., 2002].

Lien avec certains processus hypoelliptiques Dans [16], nous proposons une technique
de grossissement d’espace pour rendre la diffusion Markovienne au prix d’une présence de
dégénérescence forte dans le systéme aléatoire sur la seconde coordonnée. En définissant (Yi)i>o
comme le processus donné par le drift de (1.11) a l'instant t et en posant r = k/k, on raméne
alors I'étude de la diffusion a

{ dX; = —Y,dt + odB,. (112)

Ces équations couplées (1.12) tombent alors dans le registre des travaux sur les processus hypo-
elliptiques. De trés nombreuses avancées ont été faites sur ce sujet ces derniéres années, no-
tamment a la suite de travaux comme ceux de [Helffer and Nier, 2005] et [Villani, 2009] qui
s'intéressent au comportement en temps long de processus comparables.

La difficulté principale pour l'étude des convergences a l'équilibre de tels systémes réside en
le fait que ces convergences ne peuvent pas étre déduites directement d’inégalités fonctionnelles
classiques associées au critéere I'; de [Bakry and Emery, 1985] par exemple. Un cas particulier
de telles équations, les équations de Fokker-Planck cinétiques, a peut étre recu un peu plus
d'intérét que d’autres comme l’atteste les nombreuses références a son sujet. On pourra consul-
ter par exemple les travaux de [Risken, 1989, Eckmann and Hairer, 2003, Hérau and Nier, 2004]
qui abordent ces équations en étudiant attentivement le spectre de l'opérateur tandis que
d’autres travaux [Desvillettes and Villani, 2001, Dolbeault et al., 2009] utilisent des construc-
tions de normes un peu plus coercives (qui sont des fonctions de Lyapunov du sytéme dyna-
mique) que la norme IL? pour obtenir 'applicabilité du Lemme de Gronwall. On peut également
remarquer que le lien entre inégalités fonctionnelles et fonctions de Lyapunov a été démontré
dans [Bakry et al., 2008] mais que dans le contexte hypo-elliptique, un tel lien ne suffit pas
toujours pour obtenir des vitesses de convergence a I'équilibre.

Enfin, il faut noter que le contexte hypo-elliptique induit également des difficultés tech-
niques concernant l'existence et la régularité des lois Pi(zy,.) olt t est le temps courant du
processus et zy son point d’initialisation au temps t = 0. C’est dans le contexte des travaux de
Hormander et son théoréme sur les sommes de carrés de champs de vecteurs que ces résultats
sont a rechercher. De trés nombreuses avancées ont eu lieu dans ce domaine depuis les tra-
vaux initiaux de [Hormander, 1967], certains font intervenir des outils provenant des équations
aux dérivées partielles comme [Kohn, 1978, Treves, 1980], d’autres du calcul de Malliavin (voir
[Kusuoka and Stroock, 1987, Cattiaux, 1992, Hairer, 2011]).

Par ailleurs, sous des conditions de contréle des trajectoires, il est méme possible de trouver
des estimations précises des densités par le biais de calcul de Malliavin [Delarue and Menozzi, 2010,
Bally and Kohatsu-Higa, 2010] ou d’inégalités de type Harnack [Pascucci and Polidoro, 2006,
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Polidoro, 1997|. Bien entendu ces conditions de contrdle (plus de précisions seront fournies
plus loin) sont loin d’étre innocentes puisqu’elles sont déja nécessaires pour assurer des pro-
priétés de positivité du semi-groupe par le biais de I’application du théoréme du support (voir
[Stroock and Varadhan, 1972]). On pourra également consulter [Ben Arous and Léandre, 1991]
qui fournissent une condition nécessaire et suffisante sous certaines hypothéses de bornitudes
des coefficients de champs de vecteur pour assurer une telle stricte positivité.

Contributions Nous étudions dans [16] les propriétés de stabilité des processus de gradients
moyennés définis par les équations couplées (1.12).

Sous des conditions techniques sur U (principalement U doit étre « convexe » a 'infini avec
U(x)/|x| — +00), nous démontrons que le systéme élargi (1.12) est entierement caractérisé par le
comportement en temps long de r(t) = k(t)/k(t). En particulier, on démontre la stabilité d'un
tel processus lorsque la mémoire du processus est suffisament courte, tandis que le processus a
une tendance naturelle a exploser dés que la mémoire s’effectue a plus long terme.

Les difficultés principales concernent tout d’abord la preuve de 'hypo-ellipticité du proces-
sus ainsi que sa controllabilité approchée. Par ailleurs, la stabilité de ce processus passe par
la construction d’'une fonction de Lyapunov non triviale permettant a la fois de controler le
processus en vitesse et position. Enfin, il est possible d’obtenir des vitesses de convergence en
variation totale de la mesure d’occupation du processus vers sa mesure stationnaire en utilisant
conjointement des arguments de type Lyapunov avec des arguments de régularité en s’inspirant
des travaux de [Down et al., 1995]. Ces vitesses sont rendues relativement explicites dans notre
cas en utilisant alors les avancées récentes de [Douc et al., 2009]. Je détaille dans le paragraphe
4.2 I'étude menée sur le systéme (1.11)-(1.12).

1.4.3 Lien avec les équations de Fokker-Planck cinétiques

L’écriture du systéme (1.12) sous forme couplée est fortement évocatrice des équations de
Fokker-Planck cinétiques décrites par

dX; = Vidt.
{ o (1.13)

th = (—VU.(Xt) — Vt)dt + UdBtdt.

I1 y a néanmoins une différence substantielle qui est que la mesure stationnaire du processus
(1.13) est connue alors que celle du gradient moyennée ne I’est pas, mis a part quelques situations
trés particuliéres comme lorsque U est un potentiel quadratique (U(x) = alx|?). Dans ce cas
précis, le processus défini par (1.12) est gaussien et il est alors facile d’identifier sa mesure
stationnaire. Néanmoins, les deux systémes (1.12) et (1.13) ne semblent pas équivalents (ou du
moins aucune équivalence immédiate ne peut étre déduite pour l'instant) en toute généralité.

Le processus déterministe donné par (1.9) posséde des propriétés optimisantes intéressantes,
et c’est ce qui nous a conduit & étudier sa version perturbée par un bruit gaussien a petit
parameétre. Plus que la stabilité du processus de gradient moyenné subsiste réellement la nature
de la vitesse de convergence qui peut renseigner sur la faculté qu'aura le processus (1.12) a
également se comporter efficacement pour des méthodes d’optimisation.

Contributions L’étude [16] n’ayant apporté que des réponses partielles en terme de vitesse
de convergence (uniquement des vitesses en variation totale), nous abordons dans [15] I’étude
précise du spectre de 'opérateur de Fokker-Planck cinétique (1.13) puisque les calculs semblent
plus abordables que ceux de (1.12). Nous calculons alors les vitesses de convergence en norme L2
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pour des cas particuliers de potentiels. Notamment, nous donnons des vitesses (et équivalents
asymptotiques en temps long et en temps petit) optimales dans des cas trés simples o U =
ax?/2, et U = 0 sur le tore T = [0;1] pour le processus (1.13). Ces estimations sont basées sur
des méthodes différentes de celles fournies dans [Dolbeault et al., 2009] ou [Villani, 2009] qui
utilisent une autre décomposition de 'opérateur de Fokker-Planck cinétique que celle décrite
dans [15]. Les résultats obtenus ainsi que les outils mis en oeuvre pour ces objectifs sont détaillés
dans le paragraphe 4.3.

1.4.4 Diffusion moyennée a petit parametre

La détermination fine des vitesses de convergence en temps long décrite dans le paragraphe
précédent n’a rien d’innocente puisque l'objectif avoué est & terme de mettre en oeuvre un
algorithme d’optimisation stochastique du potentiel U. Celui-ci pourrait alors découler d’un
recuit simulé utilisant soit (1.12), soit (1.13) en prenant alors un processus dont le parametre
de diffusion o(t) — O lorsque t — +o0. Nous noterons par la suite 0 = € pour faire référence
a des diffusions a petit parameétre.

Algorithme de recuit simulé Dans le cas standard de la diffusion elliptique a valeurs dans
Rﬂ
dXy = v/e(t)dBy — VU(X¢)dt, (1.14)

il est bien connu (on se référera par exemple a [Miclo, 1992]) que le processus peut permettre
de minimiser globalement le potentiel U dés lors que e(t) — O a une vitesse appropriée.
L’efficacité de tels algorithmes de recuit simulé dépend a la fois de

1. la vitesse de convergence du processus vers sa mesure d'équilibre . lorsque € est constant
2. la vitesse de convergence de L. vers (i, lorsque € — 0.

Notamment, cet équilibre entre les deux vitesses permet de trouver le schéma de température
le plus approprié pour effectuer le recuit simulé (plus la vitesse de convergence du processus a €
constant vers sa mesure d’équilibre est rapide, plus on peut accélérer le schéma de décroissance
de température €(t) — 0) et meilleur est 1'algorithme.

Plus précisément, lorsque € est constant et dans les situations de convergence a 1’équilibre
lte, on peut espérer dans le cas diffusif « pur » des vitesses > exponentielles

Vary, (PE(f) — pe(f)) < exp(—A(e)t) Var(ue(f)), (1.15)

ot la constante A(e) joue alors un réle majeur dans la calibration de la température de t — e(t).
En effet, [Miclo, 1992, Chiang et al., 1987, Royer, 1989] montrent alors qu’il existe d* > 0 op-
timale tel que e(t) = c/In(t) assure la convergence du processus dés que ¢ > d* vers mingn U.
Cette constante d* n'est pas connue par le praticien puisqu’elle dépend d’une connaissance du
potentiel U inaccessible en pratique. Ainsi, il s’agit de trouver une maniére d’évaluer une ma-
joration de d* qui permet alors, de choisir un schéma de température admissible, et 'obtention
d’une fonction A(e) assez grande est importante pour la mise en place du recuit simulé.

Si on considére ’approche de [Bakry et al., 2008], dés lors qu'il existe une fonction de Lya-
punov appropriée, il y a alors une inégalité de Poincaré avec une constance Cp qui n’est pas
forcément optimale ¢. Par ailleurs, les vitesses de convergence sont alors de la forme

Vary, (PE(f) — ke(f)) < exp(—2/Cpt)Var(ue(f)).

4. en général la constante Cp qu’on exhibe par le biais des fonctions de Lyapunov est trop grande
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L’utilisation d’une telle approche permet alors de donner une constante admissible pour le
recuit simulé mais qui est trop petite pour étre optimale puisque la constante Cp trouvée est
trop grande. Il est également possible d’étudier directement le comportement du spectre de
I'opérateur Markovien L. issu de (1.14) pour les petites valeurs de e (voir par exemple la section
7 du chapitre 6 de [Freidlin and Wentzell, 1984] pour le cas des variétés compactes contenant un
point stable). Bien entendu, lorsque € +— 0, la plus petite valeur propre de —L. se comporte
en exp(—AV/ez) ol AV est une constante explicite dépendant du quasi-potentiel associé a la
fonctionnelle de grande déviation de (1.14). A nouveau, la connaissance de cette constante est
inaccessible en pratique lors d’une expérimentation pour laquelle les connaissances sur U sont
partielles, ainsi la calibration pratique de € ne peut étre déduite de ce genre d’approche.

Modeéles du second ordre Plutét qu’essayer d’estimer assez vainement une constante A(e)
(ou d*) dans (1.15), il est imaginable en pratique de sortir du carcan de la diffusion standard
(1.14) et construire une autre diffusion telle que la convergence a 1'équilibre se produit, et qui
posséde une contractivité A(e) naturellement plus grande.

11 est tentant d’essayer utiliser des modeles du second ordre puisque ceux-ci peuvent avoir
une capacité exploratoire plus importante que certains du premiers ordre (phénomeéne déja ob-
servé par exemple dans le cas déterministe pour le systéme dynamique (1.9)). Par ailleurs,
[Diaconis et al., 2010b] observe un tel phénomeéne dans une situation discréte de chaine de Mar-
kov d’ordre 2. Dans [21], nous étudions donc le comportement des diffusions moyennées a petits
parameétres (sans pour autant aller jusqu’a la description d'un algorithme de recuit simulé basé
sur (1.9)). La premiére question a été d’identifier s'il y avait un comportement limpide de la
mesure stationnaire v, de (1.11) lorsque € devient petit. En effet, c’est avant tout le compor-
tement de v, pour € petit qui peut assurer ou non qu’un processus (1.11) se concentre sur les
minima globaux de U. %

Dans le travail [21], nous étudions donc le cas de I’équation de diffusion moyennée (1.11)
homogene en temps correspondant & des mémoires h(t) = k(t) = e’ et démontrons un principe
de Grandes Déviations en € — O pour v, la mesure invariante du processus (qui est cette fois
markovien homogene du fait de ce choix particulier de fonctions mémoires). Mis a part le cas
spécifique du potentiel U(x) = ax?/x, il n’existe pas de formule explicite de la mesure inva-
riante v.. Par conséquent, méme la nature du quasi-potentiel dérivant du principe de Grandes
Déviations précédent est ambigiie. Nous donnons dans [21] des conditions suffisantes sur U (et
sans doute non optimales) pour que v, se concentre sur le minimum global de U. Les détails de
ces travaux sont décrits dans le paragraphe 4.4.

5. En ce sens, une étude sur les équations de Fokker Planck cinétiques aurait été « plus simple » (méme si
le processus est markovien non réversible également) principalement parce que la mesure invariante associée a
ici —[U()+v?/21/e?

(1.13) est explicite me (x,v)oce

par le biais de la méthode de Laplace.

et que le comportement en € — 0 de sa marginale en x est évident

18



Chapitre 2

Modélisation et statistiques en
grande dimension

Dans le contexte de ce chapitre, nous étudions des problémes oi1 on dispose des observations
(Xiy Yi)i=1..n tels que les X; sont décrits par p variables d'un dictionnaire D = (gy,...,9gp). Les
Y; sont des labels qui codent la classe d’appartenance de la donnée X; pour des problémes de
classification, ou tout simplement les Y; sont des éléments de R9 lorsqu’on étudie des problemes
de régression. Notre étude se placera toujours dans le contexte ol p >> n, ce qui rend difficile
les approches standard en raison du piege de la grande dimension.

2.1 Algorithme stochastique de sélection de variables

Dans le contexte de la classification supervisée, il est usuel d’avoir a sa disposition un algo-
rithme de classification (noté génériquement A dans cette section) et notre objectif est ici de
type « best subset », a savoir trouver G ¢ D tel que la prédiction de A en utilisant les variables
de G est optimale.

2.1.1 Description du modele

Pour la suite, on définit ,&g,n I'apprentissage de l’algorithme A en utilisant les données
(Xi, Yi)i=1..n et les variables actives de G. Si on définit I'erreur de prédiction de Ag,n par

N

q(Agn) =Py [Agn # Y],

I’approche idéale consisterait a trouver
. ina(Aa ). 2.1
g = arg Igncln q(Agn) (2-1)

Bien entendu, résoudre (2.1) est impossible numériquement puisque il s’agit d’énumérer tous
les sous-ensembles de D qui est un probleme NP difficile. Par ailleurs, la loi jointe (X,Y) étant
inconnue, il n'est pas possible en réalité de mesurer q exactement mais seulement en donner
une estimation sur ’ensemble d’apprentissage qu’on notera q (voir [6] pour plus de détails sur
la stratégie boostrap mise en place).

L’approche développée a été de proposer une stratégie (certainement sous-optimale mais
calculable numériquement) de pondération des éléments de D par une loi de probabilité discréete
P qui sera l'inconnue de notre probléme. Nous fixons un entier k plus petit que n, et associons
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a P une énergie qui quantifie 'erreur de prédiction en moyenne lorsque les variables de D sont
tirées avec remise sous la loi P :

EP) = ) a(Rgn)PTHG). (2.2)

GeD¥k

On constate assez facilement que si P est proche du minimum de &, alors la distribution de
poids sur D va privilégier les variables qui permettent de bien classer les données au travers
de A. Il est donc naturel de procéder a un algorithme d’optimisation de £. Notons que £ est
une fonction polynomiale de degré k de P dont les coefficients ne sont pas connus (sinon cela
réclamerait de connaitre toutes les valeurs de a(&g,n), ce qui est a nouveau NP difficile).

2.1.2 Algorithme de descente de gradient

Nous proposons dans [6] de minimiser £ au travers d’une stratégie itérative de descente de
gradient éventuellement perturbée par une diffusion a petit paramétre. Le schéma global de
I'algorithme est décrit dans la figure 2.1.

a{ (Xiy Yi)iel..m Dictionnaire D }

Y

[Tirage de G € D¥ suivant }P’®kJ

Mise a jour de P

[ Calcul de a(ﬁg,n)

F1cURE 2.1 — Schéma itératif d’apprentissage de PP.

Pour tout point P appartenant au simplexe Sp des mesures de probabilités discrétes sur D,
on peut calculer le gradient euclien de £ :

C(G,9P*(9) . 4

VgeD  VEMP)(g) = ), 4(Agn), (2.3)

S ()
ot C(G,g) désigne simplement le nombre d'occurrences de g dans G. Ainsi, si 7p désigne la
projection sur I'hyperplan Hp qui contient Sp, un algorithme d'optimisation de £ pourrait
consister a effectuer

AP = —mip (VE(BY) dt, (2.4)

tandis que la diffusion a petit parameétre associée a cette descente de gradient serait définie au
travers de la diffusion sous contrainte

dPy = —mp (VE(Py)) dt + opdBy + dZ:. (2.5)

Par la suite, on notera 7ts la projection sur le simplexe Sp puisque celle-ci sera nécessaire pour
mettre en oeuvre notre algorithme d’apprentissage.

Dans 1'équation (2.5), (Bt)t=0 est un mouvement brownien sur RP, op est une matrice
de covariance issue de la projection sur Hp et dZ; est un processus de saut introduit pour
contraindre (Pi)i>o & étre a tout instant une mesure de probabilité sur D. On ne rentrera
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pas dans les considérations techniques qui garantissent l'existence et 1'unicité de solutions de
I’équation (2.5). Ces résultats sont prouvés dans [5] a partir de I’application de Skorokhod décrite
dans [Dupuis and Ramanan, 1999].

2.1.3 Approximation par gradient stochastique

Notre idée est de rendre chaque itération de 1'algorithme dépendante d’un seul calcul a(ﬁgm),
ce qui n’est pas trivial puisque l'expression (2.3) montre qu'un calcul exact de VE(P) n’est
possible que si on énumeére a nouveau tous les k-uplets de variables. En réalité, si on fait bien
attention a la nature de £ et de son gradient, il est possible d’écrire que

C(g, Jﬁ(ﬂxg,n))]
P(.)
I1 est alors possible de produire deux algorithmes stochastiques approchant les comportements

de (2.4) et (2.5), ce qui rend possible 'apprentissage de P. Etant donnée une suite de pas
décroissants (o )jen satisfaisant les deux conditions techniques

p (VE(P)) = Ep [ﬂp (

+0o0 +0o0
(Hp) Z oG = +00 et v >0 Z oc;“’ < 40,
j=1 j=1

on définit alors la méthode d’apprentissage de la suite de probabilités (IPj);~o (décrit par l'algo-
rithme (1)).

Algorithm 1 Sélection de variable par gradient stochastique (approximation de (2.4)).

Require: Dictionnaire D, Algorithme A, Données (Xi, Y)ic1..n, entiers k €]0;n[ et J.
Ensure: P minimiseur de £
Py = Up, loi uniforme sur D.
j<0
while j < ] do
Tirer G; dans D* selon I[Dj®k
Calculer @gbn ainsi que 'estimation de ’erreur de classification a(jgg].’n)
Mise a jour de la distribution de poids

Y9eD  ir(e) = msomm (Pj Ly (c(gj, .)Igmgj,n))) ()
)

je—j+1
end while

En écrivant le processus affine par morceaux (P;""“'?).>, interpolant (Pj);o aux temps

T = Z iy
i<

on montre alors en s’'inspirant des résultats de gradient stochastique de Robbins-Monro (voir
par exemple [Kushner and Yin, 2003] ou [Benaim, 1996]) le résultat suivant :

Théoréme 2.1.1 (Convergence de ’algorithme OFW (Optimal Feature Weighting))
Le processus stochastique (Pi™°'P)~, est une pseudo-trajectoire asymptotique du flot de
l’équation différentielle (2.4). Par ailleurs, l’algorithme converge vers un minimum (lo-

cal) de E.
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I1 est également possible de mener une étude sur la diffusion pour 'approximation stochas-
tique précédente (c’'est une partie des résultats présentés dans [5]). Cette seconde méthode plus
exploratoire est décrit par l'algorithme (2).

Algorithm 2 Sélection de variable par diffusion stochastique (approximation de (2.5)).

Require: Dictionnaire D, Algorithme A, Données (Xi, Yi)ie1..n, entiers k €]0;n[ et J, variance
o’.
Ensure: P minimiseur de £
Py = Up, loi uniforme sur D.
j<=0
while j < ] do
Tirer G; dans D* selon If”)@k
Calculer Z&gjm ainsi que 'estimation de I'erreur de classification q(Ag;n)
Tirage de p variables aléatoires indépendantes (&;(g))gep ~ N (0,1)®P
Mise a jour de la distribution de poids

N

. . C(Gj,)a(Ag )
VgeD  Pj(g) =msomp (Pj - ( . 5 R )+ V0 | (9)
j
je—j+1
end while

A nouveau, en définissant (Ip’interp)go le processus affine par morceaux interpolant (Pj)j>0 aux
temps 7;, et en utilisant les méthodes classiques d’approximation stochastique de [Kushner and Yin, 2003]
et [A. Benveniste and Priouret, 1987] de tension/identification, on peut démontrer le résultat
suivant.

Théoréme 2.1.2 (Convergence de 1’algorithme de diffusion OFW) Le processus stochas-
tique (P™°P)\~¢ converge faiblement vers l'unique mesure invariante du processus mar-
kovien (2.5). Il en est de méme (Ip’j)jeN.

A noter que dans ce résultat, la difficulté consiste a démontrer la tension du processus lorsque
celui-ci est effectivement réfléchi sur le simplexe Sp.

La figure 2.2 représente a titre d’exemple les détecteurs binaires de bords sélectionnés lors
d'un probléme de détection de visages avec un algorithme de SVM.

2.2 Algorithme séquentiel de plans d’expériences

Nous proposons dans cette partie un nouvel algorithme séquentiel pour trouver des plans
d'expériences adptatifs dans le contexte de la régression. Pour des raisons de simplicité, on
se cantonnera au cas ol la fonction 1 inconnue est définie sur Q = [0;1]¢ et on cherche un
algorithme permettant de choisir des points de mesure en nombre fini pour prédire ensuite au
mieux la fonction 1 sur Q. Dans la suite, nous décrivons 'approche d = 1 et ceci sans perte de
généralités pour l'algorithme et les résultats théoriques qui lui sont associés.
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F1GURE 2.2 — Représentation des détecteurs de bords binaires sélectionnés pour un probléme de
classification de visage.

2.2.1 Cadre

La fonction n est supposée appartenir a un espace de Besov homogeéne de régularité s incon-
nue . Nous cherchons a prédire 1 comme combinaison linéaire finie d’éléments (Ajk)jenk—0..2-1 =
D. Ici, D est donc une analyse multi-résolution basée sur une décomposition en ondelettes et
nous supposons que le signal 1 est mesuré par 'intermédiaire d’'observations f telles que

f(x) = n(x) + 0&(x), (2.6)

oi1t £(x) est un bruit gaussien centré réduit et o’ la variance du bruit a priori inconnue. Nous
cherchons donc a choisir les points de mesure utilisant la formule (2.6) pour lesquels la prédiction
de 1 sera optimale.

Dans cet algorithme, nous proposons d’utiliser un modeéle linéaire basé sur un sous-ensemble
d’éléments de D. La difficulté revient alors a fixer a chaque étape n le plan d’expérience (x;)
ainsi que la base utilisée D,,. Pour des raisons évidentes liées a la problématique des plans
d’expériences 2, on impose donc

Xntl = Xn U {Cn—H}' (2'7)

Nous associons a notre estimation par modele linéaire fi,, p, un critére qualitatif d’interpolation
naturel qui correspond a !’erreur quadratique moyenne intégrée

(i por M) = fQE[ﬁxn,pn () — n(w)Pdu.

1 se décompose alors sur ’espace engendré par D,, et son orthogonal et le critére s’écrit classi-
quement en « biais + variance » :

(i Ds) = [Bflx 0 = M0, [ + I [ + 02T (w1 (DML )

Meéme si le biais est inacessible, il est possible d’en donner une valeur pessimiste par une approche
minimax dépendant d’un parameétre T > 0 quantifiant 'amplitude du biais incrompressible dii

1. Ici, le caractére adaptatif de l'algorithme n’a rien de commun avec ’estimation adaptative que 'on peut
rencontrer dans certains travaux de statistiques mathématiques

2. chaque mesure de 1) étant considérée comme couteuse, on ne « jette » pas une mesure une fois que son prix
a été payé

23



a l'utilisation d’éléments de D,, :

2 2 2 2
[Efixn,pn —Monlla + IMpglla < sup [Efix, 0, — voulla + [vog 6 := By, oo e

VI <

Ces simples considérations conduisent alors a considérer le critére minimax équilibré :

I*(ﬁmefmn) = B;cn,DnJ + ATr (H],] (Dn))M;l’Dn) ) (2-8)

oit A = 0?7t 2 est en fin de compte un parametre de pénalisation de la variance.

2.2.2 Description de I’algorithme de plans d’expériences séquentiels

Nous proposons dans [4] un algorithme itératif construisant le plan x;, et proposant ensuite
une mise a jour de D, : x, permet de contrdler la variance tandis que D, optimise le terme
de biais. La détermination de (4 (voir (2.7) se fait par 'optimisation de J*(fix, p,,n) tandis
que D, .1 s’obtient en ajoutant ou soustrayant a D, un de ses fils par le biais d’une stratégie
Metropolis-Hastings de sorte que |D, 1 ADy| = 1. Cette méthode est décrit dans l'algorithme
3.

Algorithm 3 Construction séquentielle de plan d’expérience.

Require: Dictionnaire Dy, parameétre A € [0; +oc], budget de mesure n.
Ensure: x, et D,
Détermination de x( plan optimal minimisant (2.8).
Mesurer f par le biais de (2.6) et calcul du modeéle linéaire fix, p,.
j«<0
while j < n do
Mise a jour de Dj, en choisissant aléatoirement
—  Ajoit d'un fils ou parent d'un élément de Dj le plus significatif
—  Suppression d'un fils ou d'un parent le moins significatif de D;
—  Ne pas modifier D;
Calculer (j4q par minimisation de (2.8).
Mesurer f(j11) par le biais de (2.6) et mettre & jour le modéle linéaire fix,,, p
je—j+1
end while

j+1°

L’idée est donc de coupler a une méthode forward/backward stochastique de sélection de
variables une stratégie de plan d’expérience. La description précise du choix de Dj, en fonction
de D; est un petit peu fastidieuse et je renvoie a [4] pour plus de détails sur cette mise a jour.
Bien entendu, afin de rendre adaptatif 'algorithme aux mesures déja effectuées, cette mise a
jour de D; dépend du modele linéaire courant ﬁxHqu-

2.2.3 Résultats

Dans l'algorithme précédent, la phase de recherche de (;,; est le coeur de la difficulté
numérique pour la problématique du plan d’expérience adaptatif puisqu’en général il n’existe
pas de formule explicite pour le minorant de (2.8). Dans [4], nous démontrons un résultat de
localisation quasi-explicite pour la détermination de (.1 pour une situation restrictive ot seule
la variance du plan est prise en compte (A = +0o0) et pour la base des triangles de Schauder. Ce
résultat est donné par le théoréme suivant.
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Théoréme 2.2.1 Quel que soit D un sous-ensemble fini de D = (A, K)j=0--+oo,k—0...2 1 GINSI
qu’un plan d’expérience préliminaire x, le plan optimal x U C pour le critére

By —T
TT (H]y] (D) Mmuc’ﬁ)
est obtenu lorsque ( est localisé sur les points critiques des éléments de D, c’est & dire
(" € U pargmax A,

Ce théoréme précédent revét une importance capitale pour l'algorithme précédent puisqu’il
permet de trouver le plan x;,; en au plus |Dj, | itérations.

Par ailleurs, dans la situation ol Dj reste fixe tout au long de 1'algorithme, il est possible de
prouver un résultat théorique sur les coefficients du modéle linéaire pour n'importe quelle base
multi-résolution.

Théoréme 2.2.2 Quel que soit D un sous-ensemble fini de D = (Aj’k)jzo,,,+oo’k:0m2j7], et
s1m ="Mp+ (M —np désigne la décomposition de n sur les éléments de D, alors dans le cas
ot A = +oo, 1l existe C > 0 tel que

logn
Mg — Ay, 5] < Cyf =

Méme si les résultats théoriques ne concernent qu'une base particuliere d’ondelettes, il est
possible d’utiliser d'autres bases comme celle de Meyer. Sur un exemple particulier, 'efficacité de

la méthode de régression adaptative est assez bluffante comme le montre la figure (2.3) puisque
seulement une dizaine de points suffisent & capter ’essentiel de l'information pour estimer 7.
A noter que nous donnons dans [4] des comparaisons expérimentales avec des méthodes plus
sophistiquées de seuillages de coefficients d’ondelettes ou de modeles linéaires pénalisés (Lasso)
qui démontrent que notre méthode se compare assez favorablement a ces techniques.

2.3 Boosting multivarié : application a la reconstruction de réseaux
de régulation

3

Comme indiqué dans le paragraphe introductif, le probléeme d’estimation du réseau de
régulation peut étre modélisé par un cadre de régression multivariée. Etant donné un espace
de Hilbert H, on cherche a approcher f = (f',...f™) € H®™ := H,, par une suite d’éléments
(Gx)k>0- Pour ce faire, on dispose d’un dictionnaire fini de taille p noté D d’éléments de H tel
que Span D = H. A la vue du contexte applicatif statistique, nous considérons le cas ol1 D n’est
pas un dictionnaire orthogonal d’élements de H.

2.3.1 Description (sommaire) des algorithmes de boosting

Cadre déterministe Les algorithmes de L.>-Boosting unidimensionnels et déterministes fonc-
tionnent ainsi : la suite de prédicteur Gy de f est initialisée a Gy = 0 et Gy s’obtient a partir
de Gyx_1 en lui ajoutant une composante sélectionnée a partir d’'un critére basé sur f — Gy_; et
D. Nous précisons dans 1’Algorithme 4 le cas particulier du Weak Greedy Algorithm méme s'il
existe un grand nombre de variantes plus ou moins performantes de telles méthodes de Boosting.

3. Ce travail constitue une partie de la thése de Magali Champion débutée en 2011.
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F1cUuRE 2.3 — Régression obtenue par notre algorithme séquentiel de plan d’expérience sur la base
« Motorcycle » avec 5 points (a), 15 points (b), 25 (c), 35 (d), 45 (e), 55 (f). Courbe continue :
vrai signal, Courbe pointillée : interpolation avec un modele linéaire et un sous dictionnaire de
la base de Meyer.

Bien entendu, la capacité d’'un tel algorithme a approcher f dépend de la « taille »de f. Les
travaux [DeVore and Temlyakov, 1996] permettent alors de donner la vitesse de convergence de
Gy vers f et 1a taille de f est définie au travers de la constante B dans le résultat suivant :

Théoréme 2.3.1 ([DeVore and Temlyakov, 1996]) Soit B > 0 et supposons f € A(D,B)
ou

A(DaB) = f = Z an] tel que Ha‘h <B ,
ngD
alors il existe une constante Cg ne dépendant que de B telle que le résidu d’approrimation
satisfait
IRkln < Cg(1 + vzk)*m_

26



Algorithm 4 Weak Greedy Algorithm (Cadre déterministe)[DeVore and Temlyakov, 1996]
Require: Dictionnaire D, fonction f € H & approcher.
Ensure: Parametre de shrinkage v €]0, 1], Itération maximale N
Prédicteur Gy = Oy et Résidu Ry = f.
k<0
while k < N do
Choix d'un élément @y € D suffisament corrélé avec Ry |(Ry, @i)| = vmaxgep [(Ry, g)|
Mise a jour de la prédiction

Gi+1 = Gi + Ry, @)@k
et des résidus
Rii1 = f — Gry1 = Re — (Ry, @)@k

k«—k+1
end while

L'effet de v est de ralentir la vitesse de convergence de l’algorithme qui est optimale pour
v = 1 : on obtient alors une vitesse en k~'/°. Méme si v < 1 semble ici inutile, il est en réalité
trés important en vue d’une application de l'algorithme de Boosting dans le cadre aléatoire (voir
plus bas).

Cadre aléatoire Les travaux de [Biihlmann, 2006 exploitent l'algorithme précédent dans
une situation de régression bruitée et montrent la stabilité de tels algorithmes dans le cas oli on
dispose d’'un échantillon (Xj,Y7),...(Xy, Yn) ii.d. ol

Vie {l...n} Y, = 1(Xi) + €4,

en supposant & nouveau que f € Span D. En notant H I’espace de Hilbert L?(P) ot1 P désigne la
loi (inconnue) des X, on est dans une situation ici oi1 I'on ne peut mesurer qu’empiriquement
sur les données les tailles de certains éléments de H. On note donc

n

1
V(hi,hy) e H2 (g hody = - DXoha(X) et [y = (uyhag.

i=1

Le Weak Greedy Algorithm s’étend au cadre bruité et est décrit par 'algorithme 5%.

2.3.2 Algorithme de Boost-Boost pour le cadre multivarié déterministe

Extension de [Lutz and Biihlmann, 2006] Dans la situation ol ’élément a prédire f est
m dimensionnel, il est envisageable d'étendre les algorithmes précédents en considérant (par
exemple dans la situation déterministe) a nouveau une suite de prédicteurs/résidus initialisés
en Go = On,,,Ro = f et on choisit a I'itération k la coordonnée iy € {1...m} et le prédicteur
@y € D tels que

Rik ‘z a ‘Ri ‘
‘< 5 Ok Vieu.lflmfgep< 0 9)

Un tel choix de coordonnée et prédicteur a été proposée par [Lutz and Biithlmann, 2006] dans
un cadre bruité. L’avantage d'un tel choix est que les preuves théoriques de la convergence

4. Notons une erreur mineure dans [Bithlmann, 2006, Lutz and Bithlmann, 2006] o2 ce sont les résidus
théoriques non observés Ry = f — Gy qui sont utilisés pour choisir la succession des régresseurs @y et non
les résidus apparents Y — Gy qui sont les seules estimations disponibles pour l'algorithme.
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Algorithm 5 Weak Greedy Algorithm (Cadre bruité)[Biihlmann, 2006]
Require: Dictionnaire D, (Xi, Yi)ief1..n}
Ensure: Parametre de shrinkage v €]0, 1], Itération maximale Ny
Prédicteur Gy = Oy et Résidu Ry = f.
k<0
while k < N,, do
Choix d'un élément @y € D suffisament corrélé avec le résidu « apparent » :

KY = G, 1)) = v max Y — Gy, 9)(n)|
Mise a jour de la prédiction
Gi+1 = Gk + (Y — Gk, PPk
et des résidus théoriques non observés
Ri 11 = R — (Riy @) (n) @k — (€, Ok (n) O

k«—k+1
end while

(cadre déterministe) et consistance (cadre bruité) sont des adaptations simples des algorithmes
univariés. Cependant, un tel choix ne prend finalement pas en compte l'amplitude des erreurs
globales d’approximation, coordonnée par coordonnée. Ceci peut étre un peu préjudiciable dans
le cas bruité puisque 1’on ne dispose pas d'une infinité d'itérations de Boosting pour régresser
chaque coordonnée : I'itération maximale N, est théoriquement dépendante de n et en pratique
on stoppe l'algorithme par le biais d'un critére de type AIC et il est donc important de bien
choisir ’ordre des coordonnées a prédire.

Algorithmes Boost-Boost multivariés déterministes Nous avons développé pour le contexte
multivarié un algorithme qui va répartir l'effort de Boosting sur chaque coordonnée de H,, au
fir et & mesure des itérations afin d’éviter le défaut de 1’approche multivariée précédemment
évoquée. Nous proposons deux fagons de sélectionner i, et la méthode est décrite dans 1’algo-
rithme 6.

Nous procédons donc en deux temps a I’étape k : chercher d’abord la coordonnée 1, possédant
le plus d’information a prédire, puis trouver le meilleur régresseur @y pour cette coordonnée. Il
est alors possible de démontrer la convergence de I’algorithme basé sur la norme L2 des résidus.
A nouveau, la convergence va dépendre de la taille de f et des parameétres de shrinkage 1,y et
v qui appartiennent toutes a (0, 1].

Théoréme 2.3.2 (Algorithme Boost-Boost déterministe (norme L2 des résidus)) Soit
f=(fl,...f™) € Hy, telle que toutes ses coordonnées f' € A(D,B). Alors, pour tout k > m,
l’algorithme 6 utilisant (2.9) converge : il existe une constante Cg > 0 ne dépendant que
de B telle que

. ; 1 _v@2=v) __—v(2-v) k 72(21(5(72@1/))
Vie {1 .m), [Re(f)] < 3y IO (y(2—y)) T Cy .

La démonstration est une extension de la technique de [DeVore and Temlyakov, 1996], I'idée
étant que lorsqu’on fait assez d’itérations, on sélectionne au moins une coordonnée un nombre
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Algorithm 6 Algorithme Boost-Boost (Cadre déterministe)[19]
Require: Dictionnaire D, fonction f € H & approcher.

Ensure: Paramétres de shrinkage (v, v, u) € (0,1]3, Itération maximale N
Prédicteur Gy = Oy et Résidu Ry = f.
k<0
while k < N do
Choix de la coordonnée i, a booster

| R (F5%) [ > H]Ei}anRk(fi)Hz [Norme L? des résidus] (2.9)

ou bien
p . p .
Z<Rk(f”‘), gj>2 > 1 max Z(Rk(fl), g]->2. [Somme des corrélations a D] (2.10)
i3 1<i<mj:]

Choix du régresseur @y € D suffisament corrélé avec Ry : [(Ry, @x)| = vréleapx \(Rk, 9)|
Mise a jour de la prédiction

G, = G + (R @)@, et Wiz G, = GL
Mise a jour des résidus

R, = RE — y(RE, ook et Vizie Ri; =RL

k—k+1
end while
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suffisant de fois et on exploite ensuite la procédure de sélection (2.9) pour déduire une décroissance
globale des normes des résidus.

L'algorithme basé sur la sélection de la coordonnée iy par le biais des sommes des corrélations
(2.10) peut également étre analysé en supposant un contrdle sur la cohérence du dictionnaire.
On définit

p= sup  [gi, gl
i#j,giE'D,ng'D

et on suppose que chaque f est S parcimonieuse, c’est-a-dire
. p 3 .
_ .
f = 2 aigi avec [al]o < S.
i=1

I1 est alors possible de démontrer le résultat suivant.

Théoréme 2.3.3 (Algorithme Boost-Boost déterministe (somme des corrélations a D))
Soit f = (f!,...f™) € H,, telle que toutes ses coordonnées f € A(D,B). Si chaque f est S
parcimonieuse avec p((1+v~')S—1) < 1, alors, il eziste une constante Co,s,p ne dépendant
que de la cohérence du dictionnaire et de B telle que pour tout k > 1;

v(2—v)
. —v2-7) —v(2—y) e
vie{l,...,m}, mumsu%vﬁﬁ%ﬂwzwﬁ@%%mC”B(k) o

Ce lien entre la cohérence de D, l'indice de parcimonie et 'approximation de f par algorithmes
de Boosting a déja été faite par différents auteurs ([Temlyakov and Zheltov, 2011, Tropp, 2004]
par exemple). En particulier, I'hypothése p(2S — 1) < 1 (obtenue pour le cas particulier v = 1)
permet de démontrer que l'indice de parcimonie des résidus est une fonction décroissante tout
au long des itérations du boosting et que l'algorithme n’injecte pas dans ’approximation de f
des "mauvais” éléments du dictionnaire. Il n’est donc pas surprenant d’obtenir un résultat de
ce type dans notre contexte.

2.3.3 Extension des algorithmes Boost-Boost multivariés aux situations bruitées

11 est possible de rendre compatibles les méthodes décrites dans l'algorithme 6 aux situations
bruitées. En reprenant les notations du paragraphe 2.3.1 introduites pour les données empiriques,
on peut décrire a nouveau l’adaptation de notre méthode Boost-Boost dans ’algorithme 7.

Notons qu’avec I’approche utilisant la norme L2 des résidus, il est impératif de ne pas utiliser
de shrinkage sur p, du moins d’un point de vue théorique. En reprenant 1'idée de preuve de
[Bithlmann, 2006] qui considére un algorithme de Boosting déterministe obtenu a partir de la
succession de régresseurs aléatoirement sélectionnés par ’algorithme bruité, il est possible de
montrer la consistance de l'algorithme 7. On peut supposer que le nombre de régresseur p,
dans D peut grandir avec n. Plusieurs hypothéses sont nécessaires pour obtenir la consistance
statistique.

La premiére hypothése est une hypothése conjointe sur la structure du design et du diction-
naire D. C’est une hypothése technique permettant d’obtenir des résultats de loi des grands
nombres ”uniformes”.

Hypothése 1 (Hp) Pour tout g; € D, gj(X) posséde un moment d’ordre 2 normalisé
E[gj(X)?] = 1 et est essentiellement bornée

vie(l..pa}  Elg(X)=1 and  sup |g;(X)] < .

1<j<pn,neN

sup [ g;(X)] < cc.

1<j<pn,neN
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Algorithm 7 Algorithme Boost-Boost (Cadre bruité)[19]
Require: Dictionnaire D, fonction f € H & approcher.
Ensure: Parametres de shrinkage (v,v,u) € (0,1]?, Itération maximale N,
Prédicteur Gy = Oy et Résidu Ry = f.
k<0
while k < N do
Choix de la coordonnée i, a booster

IY -~ G¥lify = max [V - Giltn [Norme L des résidus] (2.11)
ou bien
p .
Z(Y — G¥, gj>% > p max Z(Y G ,g]> [Somme des corrélations & D] (2.12)

j=1

Choix du régresseur ¢y € D suffisament corrélé avec le résidu apparent Yik — éi“ :
Gl eo| > vmax (- G
9eD ()
Mise a jour de la prédiction
Gy = GF + YR, oo et Vizi Gl =Gl
Mise a jour des résidus théoriques non observés
R, = R — (R, Pm Pk — (€% emer et Vizi Rl =R

ke—k+1
end while

L'hypothése suivante fixe le cadre statistique de la trés grande dimension. Il est possible d’estimer
quelque chose dés lors que logp << n.

Hypothese 2 (Hp,) Le nombre de régresseurs pn de D vérifie

pn= O (exp(Cn1’£)),

n—+o

pour &£ €0,1] et 0 < C < o0.

Enfin, I’hypothése principale est la suivante et traduit une certaine parcimonie dans la
décomposition sur D des éléments a estimer. Elle est évidemment vraie dés qu’on impose un
indice de parcimonie fixe par rapport a n.

Hypothése 3 (Hy) La fonction f = (f,...f™) 4 prédire se décompose grice au diction-
naire D

Pn .
vie{l...m}  #=>Vg
i=1

et chaque coordonnée est S-parcimonieuse, avec S indépendant de n. La suite (ng))neN,lgjgm,léiépn
satisfait donc
Vi<j<m supZ\y | < 0.

TIEN_L 1
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L'hypothése sur la nature du bruit permet d’appliquer des inégalités de concentration avec
une méthode de troncature.

Hypothése 4 (H.) Les variables aléatoires (e¢)¢—1..n Sont u.1.d centrées dans R™ de cova-
riance 1d,, indépendantes des (X¢)¢—1..n, €t telles que

sup  E[eD]® < oo,
1<j<mn,neN

pour s > % ot & est donné dans l’hypothése 2 (Hy, /).

Elle est satisfaite dés que les queues de distribution sont de nature Gaussienne ou Laplace par
exemple.

Enfin, la derniére hypothése sur 'amplitude des coefficients actifs n’est utile que pour obtenir
un résultat de consistance sur ’estimation du support de f.

Hypothése 5 (Hg) Les coefficients actifs dans la décomposition S parcimonieuse de chaque
coordonnée f' satisfont :

NRER

avec k < 1/2.

On démontre alors le premier résultat suivant sur la reconstruction en support des algo-
rithmes Boost-Boost.

Théoréme 2.3.4 (Consistance en support des algorithmes de Boost-Boost) Les trois
points sutvants sont satisfaits avec grande probabilité :

i) Supposons que les hypothéses 1-4 sont satisfaites ( (Hp),(Hp,), (He), (He)) et que
chaque composante f) est S parcimonieuse vérifiant p((1+v~—1)S—1) < 1. Alors il eziste une
valeur ezplicite du parameétre de Shrinkage v* tel que pour tout y € (0,v*) l’algorithme
Boost-Boost (norme 12 des résidus) ne sélectionne que des "bons” coefficients dés lors
qu’on effectue un nombre (kn)nen d’itérations (avec grande probabilité).

i) Si on suppose en plus que l’hypothese (5) Hgs est vraie, alors il existe une valeur
mazimale k*(y,S) explicite qui assure qu’on estime bien le support de chaque coordonnée
(avec grande probabilité) dés lors que k < k*(v,S).

iil) St par ailleurs pn = o (v/n) , il en est de méme pour l’algorithme de Boost-
n—+0o

Boost basé sur la somme des corrélations da D.

Ce précédent résultat de consistance en support est nouveau pour les algorithmes WGA, et
était déja connu pour d’autres méthodes d’estimation parcimonieuse. La barre n~%/? correspond
au seuil en degd duquel il n’est pas possible de détecter de maniére fiable un coefficient allumé
dans la décomposition des f'. Si cette hypothése n’est pas satisfaite, on obtient par ailleurs
uniquement un résultat de stabilité : I’algorithme ne sélectionne que des bons coefficient avec
grande probabilité. Ces algorithmes possédent donc des propriétés légérement supérieures, d'un
point de vue théorique a d’autres méthodes parcimonieuses out peu de choses sont connues deés
que la condition sur I'amplitude n’est pas satisfaite. Ce qui permet d’obtenir un tel résultat ici
est le parameétre de shrinkage vy, dont la valeur ne doit excéder théoriquement 13/18 par exemple
dans le cas de l'algorithme Boost-Boost basé sur la norme L2 des résidus.

L'utilisation de ce premier résultat permet également d’obtenir le théoréme suivant, a noter
que I’hypotheése (5) Hs n’est pas nécessaire pour 'obtention de telles consistances.
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Théoréme 2.3.5 (Consistance des algorithmes de Boost-Boost) Supposons que les hy-
pothéses 1-4 sont satisfaites ( (Hp), (Hp, ), (Hs), (Hc)) et que chaque composante f est S
parcimonieuse vérifiant p((1+v~1)S—1) < 1, alors, pour y < y* il existe (kn)neny une suite
croissant suffisament lentement vers +oc telle que l’algorithme Boost-Boost basé sur la
norme L? des résidus vérifie

vie{l,...,mn}, E[f -Gk, (N> = op (1)

n——+0oo

Si on suppose en plus que py = o+ (1/n) alors, le résultat reste vrai pour l’algorithme
n—+0

Boost-Boost basé sur la somme des corrélations ¢ D qui vérifie

Vie{l,....,m}, E|f=G. (D= op (1).
n—+oo

Le nombre de variables peut donc grandir exponentiellement vite avec le nombre d’obser-
vations n, ce qui correspond au bon ordre logp, ~ Cn qui est connu dans les travaux en
régression parcimonieuse. L’outil statistique principal est une loi des grands nombres uniforme
associée a I’hypothése (H.). Remarquons tout de méme que k, varie logarithmiquement avec n
(un ordre identique a ceux obtenus dans [Biihlmann, 2006]) et ce résultat est plus faible que les
résultats qui sont généralement obtenus en régression pénalisée parcimonieuse comme le Lasso.
Nous renvoyons a [19] pour les éléments techniques des preuves de ces théorémes.

2.3.4 Résultats numériques

Nous décrivons ici brievement certains résultats obtenus via les algorithmes de Boosting et
renvoyons a [19] ou [20] pour de plus amples simulations.

La premiére simulation consiste en I’étude d’un jeu de données déja utilisé dans [Lutz and Bithlmann, 2006].
On observe la matrice de réponse Y de taille n x m alors que les observations X sont de taille
n x p et que le modele s'écrit Y = X0 + € o € est un bruit gaussien N(0,I,). Par ailleurs, des
corrélations sont introduites dans le jeu de données et chaque paire de variables (gj, gx) (pour
1 <j,k < p) qui sont telles que p(gj, gx) = 0.9/%=il, Chaque colonne de 0 sera s-parcimonieuse.

La seconde simulation étudie plus précisément le cas de I'inférence d’un réseau de régulation
de p geénes : chaque niveau d’expression (codé dans les n observations E;) d'un géne E;;, pour
1 <j < p est implicitement régulé par le niveau d’expression des autres génes E;y,k # j, ce qui
se traduit par une modélisation du réseau en E = EO+ € avec 0 une matrice a estimer a diagonale
nulle pour éviter une régression triviale et insignifiante pour notre probléme. La encore, € est
un bruit gaussien N (0, I,,).

La derniére simulation reprend le principe de la premiére en introduisant des parameétres de
parcimonie s qui peuvent étre différents dans les colonnes de la matrice 0, et en introduisant des
corrélations plus fortes (+0.9) entre les variables explicatives que ce qui est fait dans la premiere
expérience.

Toutes les figures précédentes proposent 1’évolution de la précision des algorithmes en fonc-
tion de leurs puissances. 11 s’agit donc en abscisse de la proportion de coefficients retrouvés par
les algorithmes et en ordonnée de la proportion de bonnes prédictions de coefficients allumés.
Ces courbes présentent donc des résultats 'en support’ et non en terme d’erreur de prédiction
(on consultera [19] pour des résultats complémentaires).

Les deux premiers jeux de données nous prouvent que la plupart du temps, les méthodes
de boosting sont relativement comparables et se comportent favorablement par rapport aux
méthodes classiques de Random Forest ou Bootstrap Lasso. En général, nos études numériques
laissent a penser que les algorithmes de prédiction par réseaux bayésiens sont un peu moins
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Boost-Boost D-correlation sum
Boost-Boost L, norm

Lutz and BAYzhimann’s version of Boosting
Random forest
Bootstrap lasso
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FIGURE 2.4 — Résultat de 5 méthodes de régression parcimonieuse sur le modeéle jouet de
[Lutz and Biithlmann, 2006]. Ici p = 10, n = 50, m = 4 et l'indice de parcimonie s vaut 2.
En abscisse : la puissance, en ordonnée la précision.

Boost-Boost D—correlation sum
Boost-Boost L, norm

Lutz and BAYshimann’s version of Boosting
Bootstrap Lasso
Random Forest
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Ficure 2.5 — Résultat de 5 méthodes de régression parcimonieuse sur le modeéle d’inférence de
réseau de régulation. Ici p = 10 et n = 50. En abscisse : la puissance, en ordonnée la précision.

performants (non illustré ici mais disponible dans [19] ou [20]). Notons que le premier jeu de
données se place dans un cadre qui n’est pas réellement de la 'grande dimension’ puisque dans
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Boost—Boost D—correlation Sum
Boost—Boost L2—norm
Lutz & Bulhmann
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Fi1cURE 2.6 — Résultat des 3 méthodes de boosting sur le troiseme modéle de régression avec
variables fortement corrélées avec m = 4. Ici p = 250, n = 50 tandis que s = (30, 100, 100, 100).
En abscisse : la puissance, en ordonnée la précision.

ce cas, la dimension est de 40 alors que 'on observe 50 individus.

Dans le cas extréme ot des corrélations de I’ordre de i% sont présentes dans le jeu de données
(Figure 2.6), on constate que l’algorithme de boosting utilisant la somme des corrélations au
dictionnaire est sensiblement plus performant que les 2 autres algorithmes de boosting et étale
mieux 'effort des premiéres itérations de boosting que I'approche de [Lutz and Biithlmann, 2006].
Par ailleurs, on constatera que I’algorithme maintient une précision acceptable jusqu’a une puis-
sance de l'ordre de 5/100, mais ceci est obtenu dans un cadre de trés grande dimension puisque
n = 50 alors que la dimension du probleme est 1000 ici.

2.3.5 Elargissements

Meéme si les résultats théoriques semblent tout a fait satisfaisants, les performances numériques
sont un petit peu décevantes dés lors qu’on atteint le régime o n << p et que l'indice de par-
cimonie n’est plus petit (illustré par la courbe 2.6). Ce phénomeéne est prévisible grice aux
résultats théoriques précédents en terme d’équilibre entre S, p, n, vy et k (voir Théoréme
2.3.4). 11 serait relativement légitime de s’intéresser a une famille de méthodes totalement
ignorée dans ces simulations que sont les méthodes d’inférence Bayésienne. Un point d’entrée
intéressant dans le contexte de la grande dimension serait d’utiliser les travaux récents de
[Castillo and van der Vaart A., 2012].
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Chapitre 3

Statistiques de modeles déformables

Dans ce chapitre, je propose une synthése des problemes que j’ai étudiés et des résultats ob-
tenus sur le théme des statistiques et modeles déformables. L’objet de notre étude est de décrire
des méthodes d’estimation pour les signaux et images, nous nous plagons donc naturellement
dans un cadre fonctionnel et les objets qu’on cherche a reconstruire appartiennent a un espace
‘H abstrait pour lequel on fournira plus de détails plus loin.

3.1 Modélisation d’action de déformations

Tous les problémes d’estimation présentent ici le point commun de présenter des observations
qui chacune a subie une perturbation par un double aléas : une déformation aléatoire d’une méme
forme « moyenne » f* pour toute les observations et ensuite un bruit de mesure additif. Ainsi,
chacune des n observations est décrite par une équation

Vi=1...n Y = fi + &4, (31)

ol ¢; désigne le bruit de mesure, f; est la forme déformée (aléatoire) appartenant a H et Y;
I'observation réellement obtenue. Si H est un ensemble de fonctions définies sur Q, on peut
définir chaque f; en nous inspirant des idées de [Grenander, 1993b]. Ainsi, chaque f; est définie
au travers de

VxeQ,Vi=1...n fi(x) = (f* + Z)[g:-x], (3.2)

oll Z; désigne la variation en amplitude et g; désigne l'action de déformation. Ainsi, si l'action
de Z; est linéaire, ce n’est par contre pas le cas pour l'action de g; qui traduit une injection
de QO dans Q). Dans tout ce qui suit, on ne traitera que des problémes d’estimation lorsque
Z; = 0 puisque nous n’avons pas considéré dans nos travaux les variations photométriques ou
en amplitude des signaux.

3.1.1 Déformation rigide

11 existe schématiquement 2 classes de déformations homéomorphes de Q, les rigides et les
élastiques. Les déformations rigides sont les plus simples et correspondent a ’action d’un groupe
de Lie de dimension finie sur Q. L’exemple typique est celui oil par exemple Q) = RY et le groupe
de déformation est le groupe des translations et dans ce cas les observations sont simplement
données par

VxeQ,Vi=1...n fi(x) = " (x — 1),

ol T; est le parametre de translation aléatoire. Ici, 'action de G est tout simplement g.x =x—g
pour tout x de Q.
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Bien entendu, cette situation peut englober des situations plus complexes en dimension
supérieure lorsque G comprend des rotations, translations, homothéties, ...

3.1.2 Déformation élastique

La seconde classe de déformation bijective est nettement plus complexe a définir mais permet
de proposer un cadre « élastique »aux déformations de (). Ces modeéles de déformations ont été in-
troduites via les flots d’équations différentielles par [Miller and Younes, 2001, Trouvé and Younes, 2005].

Afin de modéliser des déformations de Q) qui garantissent la bijectivité, I'idée est la suivante :
si v; désigne une application de C(Q,Q), et si € est un réel positif assez petit, alors I’application
¢1 = Id+ev; est toujours homéomorphe (sur son image). Ainsi, ¢ppod, j0---od; est également
homéomorphe. Finalemement, en remarquant que

q)p * d)pf]

f = Vp(d)pf])a

on constate que le modeéle de composition de petites déformations peut étre généralisé. Si on se
donne une famille d’applications (vi)e[o;1] de C(Q,Q), et qu’on considére la famille de fonctions
veefor] Sy (g, (3:3)
dt

alors (3.3) admet une unique solution (¢t )te[o,] initialisée en o = Idg dés que Sg) |vs||ds < +o0.
Par ailleurs, pour tout temps t, ¢y est un homéomorphisme de Q dans ¢(Q). Enfin, pour
imposer que les homéomorphismes soient surjectifs dans Q, il est suffisant d’imposer qu'ils
correspondent a 'identité sur le bord de Q, ce qui est vrai dés que Vt € [0; 1], Vx € 0Qv¢(x) = 0.
Ainsi, nous avons a notre disposition deux facons de générer des observations f; déformées
d’une observation initiale f*. Bien entendu, il est parfois plus réaliste mais plus compliqué

théoriquement de manipuler des déformations élastiques.

FIGURE 3.1 — Exemple uni-dimensionnel de deux homéomorphismes ¢; de [0;1] (& droite)
générés par des champs de vecteur v homogenes en temps (2 gauche).

3.1.3 Régression sous contrainte de monotonie

Mon premier travail dans le contexte des problémes d’estimation avec des objets déformables
a consister a exploiter la nature trés spécifique des homéomorphismes en dimension 1 qui sont
naturellement des fonctions monotones. Nous exploitons dans [10] cette simple remarque pour
construire une méthode de régression sous contrainte de monotonie. Ce lien est décrit dans le
résultat suivant qui est la clef de la réussite de notre méthode d’estimation. Si I désigne un
intervalle de R, on définit H™(I) I’espace de Sobolev par

H™I) = {f: 1 - R, f™ ) est continue sur I etf £ (x)Pdx < +o0},
I
on a alors la caractérisation suivante de fonctions monotones (sur I = [0, 1] par exemple).
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Théoréme 3.1.1 Notons H = Span{l,x} + H™(R) et m > 2. Pour tout f € H™([0,1])
strictement croissante sur I = [0,1], on définit

Ge(x) = tF(x) + (1 — t)x, Yt e [0, 1].

Alors 1l eziste un champ de vecteur (V{)e[o1] tel que vi € H,Vt € [0;1] tel que

1
f=0¢1=do +J vi(Py)dt
0
De plus, pour tout t € [0,1], on a

Vi(di(x)) = f(x) — x pour tout x € [0,1]. (3.4)

On notera que ’objet a estimer f correspond donc a ¢;. L’idée est d’obtenir un estimateur
monotone au travers de l’estimation de (vi)i>o puis utiliser (3.3) pour obtenir ¢;. Pour tout
t € [0;1], on sait par le biais du théoréme 3.1.1 que v; « envoie » tf(x) + (1 — t)x sur f(x) — x.

D’un point de vue statistique, on dispose d’observations (x1,y1),... (Xn,Yn) telles que

yi = f(xq) + €y,

N . P . . ”~
ot les variables (€i)icq1..n} sont centrées de variance o2. On cherche un estimateur monotone f,,
tel que son risque quadratique défini par

:Sl—‘

n
R(fn, f) = Z [Fn(x) — F0)]%,

soit faible et qui soit de plus monotone. L’idée est la suivante : en choisissant f un estimateur
non contraint de f, on construit alors un estimateur contraint fn monotone et qui hérite des
mémes propriétés asymptotiques que 1?% Cette étape substitue donc la phase de projection sur
I’espace des contraintes des approches classiques. Pour cela, on cherche le champ de vecteur
VWA = (V)1 qui estime (vi)i=o tel que pour tout t e [0;1], v appartient & # s'écrit

Vx el v (x) = ab + abx + he(x), ol h € H.

On munit 7 d’une structure d’espace hilbertien & noyaux reproduisant (R.K.H.S) par le biais
d'un noyau K, et une maniere de trouver vt“”‘ est de chercher la solution du probléme d’optimi-

sation
n

v = argmin 3[R 00) ) vt (x) + (1 Ox)F + MR (3.5)

veH T i_1

Il est alors possible (voir théoréme 5.1 de [10]) d’obtenir sous un certain nombre d’hypothéses
techniques sur le noyau K et le coefficient de pénalisation A, utilisé qu’avec grande probabilité :

R, ) < C(R(Fn, f) + An).

Ce résultat peut étre étendu a 1’étude du risque quadratique sur [0; 1] par le biais du théoréme
suivant.
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Théoréme 3.1.2 Si f € H™(I) est telle que f' > 0 sur I et si l’on choisit A\, = 1/n, alors
1/‘\% construit a partir de l'estimateur 1/‘?1 défini dans [Speckman, 1985] non contraint est un

estimateur monotone et est asymptotiquement optimal au sens minimac :

Ru(f5, 1) = O 2m/@m+D),
Les figures (3.2), (3.3) et (3.4) sont issues de I’étude expérimentale menée dans [10] et illustrent
la monotonisation d’estimateur non contraint obtenue par le biais de notre flot de champ de
vecteur. On peut également mentionner que les travaux décrits dans [10] peuvent s’étendre
naturellement a la construction de difféomorphismes en dimension supérieure afin de mettre en
correspondance deux jeux de landmarks.

,,,,,,,,,,,,,

(a) (b) (c) ()

FIGURE 3.2 - Signal m; : la ligne pointillée est 'inconnue f, (a) données brutes avec SNR

0, (c) Bstimateur de Dette et al., (d) Estimateur monotoni

= 3’
(b) Estimateur non contraint sé ft

A partir de 2.

(a) (b) (c) (d)

FIGURE 3.3 — Signal m,; : la ligne pointillée est 'inconnue f, (a) données brutes avec SNR = 3,
(b) Estimateur non contraint £, (c)Estimateur de Dette et al., (d) Estimateur monotonisé & a
partir de 2.

(a) (b) (c) (d)

FIGURE 3.4 - Signal mj : la ligne pointillée est 'inconnue f, (a) données brutes avec SNR = 3,
(b) Estimateur non contraint £, (c)Estimateur de Dette et al., (d) Estimateur monotonisé & a
partir de 9.
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3.2 Modele déformé et bruit blanc, loi des déformations connue

Dans cette section, je décris mes travaux portant sur l'estimation de f dans le modéle de
déformation lorsque les observations (3.1) sont données par un modeéle de bruit blanc gaussien et
que les f; sont définies par (3.2). L'’objectif est une description précise de méthode d’estimation
lorsque le nombre n d’observations tend vers +oc. Nous nous plagons dans le contexte ot la loi
des déformations notées g est connue. Cette hypothese est fondamentale pour toute la section.

3.2.1 Modéle de courbes translatées aléatoirement

Je consacrerai plus de temps a décrire cette partie (qui est la plus simple techniquement)
qu'a ses généralisations (modele plus riche de déformations, bruit poissonien) car elle contient
déja toutes les idées principales des autres situations considérées dans [8] et [17].

Le cas le plus simple consiste & envisager les f; comme issues d’une simple translation aléatoire
d’une fonction f inconnue périodique de période 1 dans le cas ou la loi g des translations est
connue. Ainsi, on considére le probléme d’estimation de f dans le modéle de bruit blanc

Vie{l...n} Vxe[0;1] dYj(x) = f(x — 1j)dx + edWj(x) ou(Tj)jeqr..nyi-id. ~g. (3.6)

Approche par déconvolution Le modele (3.6) peut étre compris en considérant la base de
Fourier (ey)kxez sur laquelle chaque mouvement brownien W;j(x) se décompose en coefficients
gaussiens indépendants :

Vj e {] e Tl} Vk € Z ej’k = <Yj, ek> = <f, ek>€7i2ﬂkﬂrj + €€k,

ot les (€jx)jx sont des variables aléatoires i.i.d. A'(0,1).
L’idée pour la construction d'un estimateur de f est qu’en connaissant les coefficients de
Fourier (yy)kez de g, on peut estimer ceux de f en remarquant que

1
(frge) w210k

VkeZ Ck(f) = <f, €k> = <g) €k> o vy

(3.7)
En effet, I'égalité précédente est vraie en espérance dés lors que vy # O et finalement la loi des
grands nombres permet d’espérer une bonne estimation de f. Il convient néanmoins de remarquer
que l'inversion de yyx peut devenir hasardeuse lorsque k est grand puisque yy — 0 lors k — +oo.
On rencontre ici un phénomeéne bien connu dans le contexte des probléemes inverses lorsque
Popérateur a inverser est mal conditionné. Ce phénomeéne est tout a fait logique pour notre
méthode d’estimation puisque nous optons pour une méthode de déconvolution et que les vy
correspondent aux valeurs propres de 'opérateur de convolution que ’on cherche a inverser.

Notons tout de méme qu’il ne semble pas évident que cet aspect « probléme inverse » soit
naturel a la vue du modele (3.6) mais peut étre propre a notre fagon d’envisager ’estimation
(3.7).

Estimateur par seuillage et vitesse de reconstruction dans les espaces de Besov

Pour ce modeéle, nous mesurons la vitesse de reconstruction en utilisant le risque quadratique
. A P .

moyen : pour tout estimateur f, la perte est définie par

R(f,f) = E|f - f]3.
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I1 est possible de construire o a partir d’'une décomposition dans une base d’ondelettes. Plus
précisément, si () et (¢pji);x désignent les fonctions d’échelle et d’ondelette de Meyer a
I’échelle j et localisation k, on va chercher

22)71 271

AN A

fo= D0 Goxbiok + D) D0 Bisbie
k=0 i>jo j=0

ou C et /[3 seront les coefficients a estimer en fonction des observations. La description compléte
de cette méthode d’estimation est un petit peu technique et nous renvoyons au travail [9] pour
plus de détails. L’idée principale sous-jacente a cette méthode est classiquement de limiter la
taille de jo et j; en fonction de n et v la régularité de g, et garder parmi tous les coefficients
d’ondelettes calculés ceux dont 'amplitude est supérieure a un seuil calculé sur les données.

Le théoréme de reconstruction obtenu dans [9] (dans un cadre fonctionnel un petit peu
simplifié ici) peut s’énoncer ainsi.

Théoréme 3.2.1 Soient f € B, inconnue, de régularité s inconnue, et g dont les coeffi-
cients de Fourier connus vérifient

3 (Ciminy Crmax) VkeZ Crinl€] ™ < [ve] < Crax|?] . (3.8)

Alors Vestimateur f1! défini dans [9] vérifie

M —2s 2s
sup R(fn)f) =0 (n25+2v+1 10923+2v+1) .

S
feeBzyz

L’estimateur obtenu est un estimateur de type seuillage dur et est adaptatif en la régularité
de la fonction s, et que cette adaptativité a été obtenue par le biais de 1'utilisation de la base
d’ondelette. Il faut noter que la méthode que nous proposons exploite la propriété fondamentale
de la base de Meyer d’étre a support borné en fréquence, ce qui permet a partir des coefficients
de Fourier estimés d’estimer les coefficients d’ondelettes et ainsi déduire une estimation de la
fonction f. .

Remarquons enfin que la vitesse nZs+2v+7 obtenue dans le théoréme 3.2.1 est classique lors-
qu’on étudie le probléme de déconvolution direct par la loi g décrite dans le modéle

Vie{l...n} Vxe[0;1] dYj(x) = f* g(x)dx + edW;(x).

Il n’est ici pas surprenant de retrouver la méme vitesse de reconstruction puisque l'inversion
opérée dans (3.7) et qui est utilisée ensuite dans le calcul des coefficients d’ondelette de Meyer
est utilisée également dans les approches de déconvolution.

Taux minimax de reconstruction Classiquement en statistique non paramétrique, le probleme
de la pertinence de 'estimation est abordé en déterminant une borne inférieure de reconstruction
qu’on espére proche de la borne supérieure d’estimation. Ceci est décrit par la vitesse minimax
définie a partir d’'un nombre d’observations n et d’une classe de fonction F parmi laquelle on
cherche l’estimateur. On note

Rn(F) = in sup R(]/C\naf))

fn feF

i parcourant ’ensemble des estimateurs. Il faut donc comprendre f,, comme étant une fonction
mesurable des n observations et R, (F) représente alors la meilleure vitesse qu’on peut atteindre
pour la pire fonction a estimer dans la classe F.
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Habituellement, on aborde la question de la borne inférieure en étudiant précisément le rap-
port de vraisemblance de deux hypothéses qui sont éloignées en norme L? et qui pourtant sont
proches d'un point de vue statistique. On peut citer trois résultats qui donnent des minorations
de risque utilisant ce formalisme : & savoir le lemme de Fano (voir [Ibragimov and Has’minskii, 1981]
par exemple) le lemme d’Assouad (utilisé ici) et la méthode de [Le Cam, 1986]. Dans [9], nous
abordons la minoration du risque R, (F) lorsque F est 'espace de Besov B;»z par le biais du
lemme d’Assouad dont je rappelle une des variantes ici. On consultera [Tsybakov, 2003] pour
un exposé exhaustif sur les variations autour de ce lemme.

Lemme 3.2.1 (Lemme d’Assouad ([Bretagnolle and Huber, 1979])) Etant donné un
réseau de fonctions (fg)eco formant un cube © = {0 = (01,...604) € {+1}}, on note le
rapport de vraisemblance des n observations A(fg/,fg). Si pour toute paire d’hypothése
fo, for telle que |0 — 0'|o = 1, on peut minorer en probabilité le rapport de vraisemblance

Py,,.vn (A(for, fo) 2 B) 21— «,

pour un certain >0 et «€ (0,1), alors

inf sup R(fy, fo) > g(] —a)(TAl).
el 0eO
Ce lemme traduit effectivement la difficulté en perte quadratique d’estimer le bon fy lorsque les
rapports de vraisemblance sont proches (3 > 0) avec une probabilité suffisament éloignée de 0.
Si 'utilisation de ce lemme afin d’obtenir une minoration du risque est aisée dans le cas de
la convolution directe de f par g, le travail & effectuer pour faire fonctionner cette approche est
nettement plus complexe dans le cas du modele (3.6). Nous donnons tout d’abord dans [9] un
sens au rapport de vraisemblance de deux hypothéses dans le cadre du modele (3.6) en utilisant
un conditionnement a la valeur de chaque translation, et en utilisant le changement de mesure
de Girsanov. Pour toute fonction mesurable { des données Y , on peut écrire

1 1

9(0) By, [0 (V) = o)]dex = Jo By, [ (V)elTo S 1122)1 — )] g o) dx.

Eyr,[b(V)] = f

0

L’astuce consistant a passer par 'hypothése nulle f, permet de remarquer que dans le cas out
les données suivent une loi issue de f = 0 dans le modele (3.6), la loi de Y ne dépend pas des
décalages o et donc

B 1
By, [W(Y)] = By, w<Y>JO eCfo " dIfal/2) g () d | .

Le changement de mesure entre deux hypothéses est alors défini par la relation

S(]) e<f97(xadY>7Hf9 ‘2/2) g(o() do(

T T )g(agaa

=A(fo,fg)

Ex~ro[0(V)] = Eyar,, | B(Y) (3.9)

Nous démontrons dans [9] une minoration de A(fg, fo/) en probabilité pour un certain réseau
de fonctions dans B;»z et obtenons alors le résultat qui suit.

Théoréme 3.2.2 Soit A > 0, et g vérifiant la propriété de décroissance (8.8), siv > 1/2
et s > 2v + 1 alors il existe C une constante C dépendant de A et s telle que

Rn(Bj,(A)) = Cn— s lorsque n — +w0.

43



Ce résultat démontre alors que la méthode d’estimation obtenue par probléme inverse est asymp-
totiquement optimale au sens du risque minimax puisque les bornes supérieures et inférieures du
risque coincident a un facteur logarithmique prés. Ainsi, on peut traduire le modele (3.6) comme
un probléme inverse avec opérateur connu (issu de la loi des translations de loi g) mais bruité.
La minoration en probabilité fait appel a des développements limités assez précis au deuxiéme et
troisiéme ordre de ce rapport de vraisemblance, ainsi qu’a des résultats de concentration comme
I'inégalité de Bernstein.

Remarquons que l'utilisation du lemme de Fano plutdot que de la méthode d’Assouad ne
semble pas plus directe pour établir le résultat. En effet, en partant de (3.9), la divergence de
Kullback-Leibler entre deux hypothéses fg et fg/ s'écrit

]Cﬁ(fe, fe/) = EYNfe log [/\(fe, fel)] .
Notons que dans la situation de convolution directe par la loi g décrite dans le modele
Vie{l...n} Vxel aYi(x) = f* g(x)dx + edW;(x),

la divergence de Kullback s’écrit

—~—

KL (fo, for) = Ey.r, log [/"\(fe,fe,)] :

oll
A(fo, for) = el(fo—Tor)a.dV)+Iforgl?/2=Ifoxgl?/2,

On constate alors que la simplification « Logarithme - Exponentielle » de la situation standard
est impossible pour la vraisemblance donnée par (3.9). Il est uniquement possible d’appliquer
I'inégalité de Jensen pour obtenir

1 (g *,dY)—fo|?/2
e\le o)dox
ICL(fg, for) < log [EY~f9 ko )9() ] ,

5(1) elfo )~ Ifar12/2y g (o) dx

et traiter un tel terme revient aux mémes calculs que ceux qui sont faits en considérant I’aménagement
du lemme d’Assouad.

Remarque 3.2.1 Notons enfin que st la méthode d’obtention de l’estimateur est assez
classique, ce n’est pas tout & fait le cas pour la minoration du risque. La clef se situe dans
lidentification d’éléments de F tels que la loi des observations Y est indépendante des va-
riables aléatoires non observées (ici les translations aléatoires). Une telle stratégie pourrait
sans doute permettre d’aborder d’autres calculs de bornes inférieures en procédant donc
a la méme stratégie d’identification d’hypothéses « invariantes » auz variables aléatoires
non observées.

3.2.2 Action aléatoire pour ’estimation dans des groupes de Lie

Il est possible de considérer une généralisation du modele (3.6) lorsque les déformations
tirées aléatoirement sont des éléments modélisant des transformations comme des translations,
des symétries en dimension 2 ou 3. Ceci peut avoir un intérét lorsqu’on considére des problémes
de traitement d’imagerie médicale acquise par exemple par le biais d'une transformée de Radon,
ou pour des problémes d’imagerie en robotique (imagerie satellitaire) lorsqu’une photo est prise
par un robot (satellite) dont I’objectif pourrait avoir subi des petites rotations/translations par
rapport a sa position théorique.
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Dans [8] *, nous formulons un modéle sensiblement équivalent a (3.6). Etant donné un groupe
de Lie G de transformations, compact et semi-simple, on s'intéresse a 'estimation de f € L?(G)
(espace des fonctions complexes définies sur G, de carré intégrable pour la mesure de Haar) au
travers des observations

Vie{l...n} VgeG dYi(g) = f(’rf.g)dg + edW;(g) ou (Ti)ieqr..myi-di.d. ~ h.
(3.10)
Ici, h est 1a loi des déformations supposée connue des déformations, alors que celles-ci agissent
sur G par translation a gauche et que f est toujours le signal a reconstruire. Tous les ingrédients
de résolution pour parvenir a estimer f sont relativement contenus dans ’approche développée
dans le paragraphé précédent. En utilisant le théoréme de Peter-Weyl, les éléments de ?(G) sont
développables en série de Fourier sur les représentations irréductibles de G qui sont dénombrables

du fait de sa compacité. Ainsi, la formule d’estimation de f s’appuie sur la reconstruction L2

VgeG  f(g) = ). dxTr (m(g)ca(f)),

neG

ot G désigne l'ensemble des représentations irréductibles de G, d, est la dimension de la
réprésentation 7, et c,(f) est la matrice jouant le rdle de coefficients de Fourier de f sur 7
qui est un vecteur propre du Laplacien sur G de valeur propre A;.

Estimer f revient alors a trouver une fagon d’estimer ses coefficients de Fourier pour les
basses fréquences, et seuiller les hautes fréquences. La encore, une hypothese sur la régularité v
de h, et lorsque la décroissance s des coefficients de Fourier de f est connue, permet de donner
un estimateur convergent de f. Si on note

Ve G C’;-[(f) = % i Cn(Yj)CT((h)iu
=1

on construit alors 'estimateur fﬁrL

par seuillage en enlevant certaines représentations 7t :

= daTr (n(g)éx(f)).

HEGT

A . . .z . s s N

ol Gt est ’ensemble des représentations dont la valeur propre associée A, est inférieure a T.
L’analyse harmonique précédente permet de plus de donner un cadre fonctionnel généralisant

les espaces de Sobolev réels en considérant alors les espaces

Hs(A) = { feL?*(G)

1£13 + D) Ardrlen()]? < A
neG

Les propriétés classiques d’analyse harmonique permettent alors de conclure qu’il existe une
bonne fréquence de coupure pour l'estimation lorsqu’on sait dans quel espace Hg(A) appartient
la cible (le parameétre principal étant finalement le s qui permet de bien seuiller dans ces espaces
fonctionnels).

Théoréme 3.2.3 Supposons h connue de régularité v et f € H(A) ou s est connu et
2
s > dim(G)/2. Alors pour le choiz T, = nZ+>+dmG | 4] existe K; = 0 tel que

. 2s A
limsup sup nZFn+amc R(fir f) < K.
n—+0 feHg(A)

1. Ce travail est le résultat du stage de M2R de Claire Christophe effectué en 2011.
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Par ailleurs, il est également possible de retravailler I’approche basée sur un rapport de
vraisemblance similaire a celui donnée par (3.9) et obtenir une borne inférieure de reconstruction.

Théoréme 3.2.4 Supposons h de régularité v et s > 2v + dim(G), alors ul existe K; > tel
que

. . . _2s ]
liminf inf sup nzrv+ams R(fIm ) > K,.
n—+0oo fE]LZ(G) fEHS(A)

Remarque 3.2.2 Remarquons que le résultat du théoréeme 3.2.3 est plus faible que celus
donné par le théoréeme 3.2.1. En effet, nous obtenons ici un estimateur non adaptatif en
la régularité s de la fonction cible, alors que c’était le cas pour l’estimateur donné dans
le théoréeme 3.2.1. Ceci est expliqué par l’utilisation d’une analyse de Fourier et d’un
seutllage brutal alors que nous utilisions auparavant une décomposition en ondelettes et
une méthode de seuillage dur des coefficients d’ondelettes. Il serait possible de parvenir
d construire un estimateur adaptatif dans le cadre de l’estimation (8.10) en utilisant par
ezemple la méthode de [Lepski, 1991] qui a une implémentation simple mais un cout de
calcul relativement important.

3.2.3 Approche a horizon fini

Les deux précédentes sections apportent des réponses asymptotiques dans les modeéles de
déformation aléatoire. Il est possible de raisonner & nombre de courbes n fixées, dans [12], nous
étudions a nouveau le modeéle :

Vie{l...n} Vxe[0;1] dYj(x) = f(x — 1j)dx + edWj(x) ou(Tj)jeqr..myiid. ~ g, (3.11)

et étudions le risque quadratique L2 d’estimation en utilisant & nouveau l'analyse de Fourier.
A X fixé on procéde 4 une estimation préliminaire du coefficients de Fourier ci(f) en utilisant
la moyenne des (0jx)j—1..n. On utilise alors une technique de filtrage par un jeu de coefficients
(Ak)xez pour calculer I'estimateur O()). Plus précisément, on pose

Ay M ©

Vk € Z G(A)k = — j ke
Yk i

Le risque quadratique d’estimation de f par fé()\) se décompose alors en

5 - - & AZ 2 1
ion? gzw Vel gzw z I;Z{"'Ck“)' (e 1)

~

Bi‘(;s V1 ?/;

Le terme de biais est standard et on constate que le terme de variance est composé de deux
termes, le premier également standard dii au modeéle de bruit blanc en probléme inverse tandis
que le second correspond a la division par yy dans (3.7) et non i = %Z?:] e t2mky

Bien entendu, |ci(f)|? et donc R sont inconnus dans la formule précédente et nous ne pou-
vons rechercher en pratique le meilleur filtrage A pour estimer concrétement f. Par contre, il
est possible de construire une estimation de |Gy |? de |cy(f)|? et utiliser alors 'approche URE
(Unbtased Risk Estimation) dans notre contexte. On définit pour « € [0;1]

B log? 1 _
Ua(%2) = STOR — 200 byl 2Ol + ZA 2+ 0= Y A O
keZ keZ keZ
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En considérant une sous-classe de filtre symétriques et monotones en |k| :

Amon 1= {?\ Mkez 1 M = Aiy YA < 400, 1= X ;...zxmz...zo},
keZ

on construit ’estimateur empirique
Ao = arg min Ug(Y, ).
o g)\e/\mm «(;A)

A

Il est alors possible de démontrer que I’estimateur 8(A,) satisfait une « inégalité oracle ».

Théoreme 3.2.5 Si les coefficients de Fourier de g satisfont l’hypothése de décroissance
(3.8), alors il ezxiste vy € (0,1) tel que pour tout y € (0,v1),

AN . ].Og n
Eol0(Aa) —c.(f)]* < (1 +hyn) dnf AR(fgp), f) + o DNl e | + Ty ez (e(F), o)

ot hyn, — 0 lorsque y — 0 et n — +oo, et I 2(c(f),«) est une fonction ezplicite de
(v,m, €?) et (c(f), ).

La description de la fonction I' précédente est relativement technique et on consultera [12] pour
plus de détails. Les termes dans la fonction I" sont principalement de deux sortes : un avec une
décroissance en e%/n et I'autre en log? n/n. Il convient toutefois de retenir que « joue le réle de
potentiometre en terme de rapport signal sur bruit (voir I'’étude numérique de [12]) et doit étre
choisi proche de 0 pour des valeurs de € elevées et inversement plus grand lorsque le rapport
signal sur bruit est élevé.

3.3 Modele de bruit blanc, loi des déformations inconnue

3.3.1 Problématique

Les paragraphes de la section 3.2 ont apporté des réponses concernant la faisabilité d’estimer
f lorsque la loi des déformations est connue, dans des modeles de déformation du type (3.6) et
(3.10) lorsqu’on controle n le nombre de signaux mais que le niveau de bruit € est un parametre
figé du probléme. L'hypothése de la connaissance de la loi g peut étre satisfaisante si 1'on
considére par exemple des images médicales enregistrées par tomographie et reconstruction de
Radon : si on a préalablement calibré des lois de déformations par rotation ou homothétie sur
des patients "tests”, il est envisageable d’en déduire une estimation des lois de déformations.
De méme, si on considére des photos prises par un robot, il on peut estimer la loi des rotations
de l'objectif du robot autour de sa position théorique par le biais d'un calibrage en amont de
I’appareil. Cependant, ces situations ne sont pas toujours satisfaisantes et il est naturel de se
poser la question de la faisabilité d’estimer f sans connaitre la loi g.

Ceci peut avoir deux motivations : la premiére serait d’obtenir au travers des observations
des informations sur la structure générative des données et ainsi effectuer (par exemple) des
analyses descriptives des modes de variations des signaux. La seconde motivation est que s'il
est possible de retrouver les parameétres des déformations (non observées) dans les modeles
précédents, alors on peut accéder au signal f lui-méme. Pour simplifier, supposons observés a
nouveau des signaux selon le modeéle de bruit blanc translaté aléatoirement

Vie{l...n} Vxe[0;1] dYj(x) = f(x — 1j)dx + edWj(x) ot (Tj)jeqr..myiid. ~ g.

47



Une méthode pour estimer f pourrait consister a retrouver les parameétres de déformation de
chaque signal par le biais d’estimateurs (%)jc(1..n}, Puis inverser la déformation estimée 7; sur
chaque signal Y; avant d’effectuer une simple moyenne. L’estimateur de f prendrait alors la forme
de

1 n
= g : (3.12)

Dans la suite, nous nous intéresserons donc aux deux questions :
— Est-il possible de retrouver les parametres de déformation ?
— Est-il possible d’estimer f sans la connaissance de g?

Remarque 3.3.1 Il s’agit alors ict de bien préciser le contexte puisque la premiére ques-
tion a déja €été traitée dans un cas semi-paramétrique ou les courbes (Yi)ieq1..n)y sont ob-
servées sur une grille échantillonnée de plus en plus finement (voir [Gamboa et al., 2007b],
[Bigot et al., 2009] ou [Vimond, 2010]). Notons que considérer que l’échantillonage de la
courbe est de plus en plus important revient moralement a placer un niveau de bruit € de
plus en plus petit.

3.3.2 Estimation de f par moyenne de Fréchet

11 est possible d’'envisager une procédure globale en utilisant la moyenne au sens de Fréchet
de variables aléatoires Zi,...,Z, qui ne sont plus dans un espace vectoriel V mais dans un espace
modélisant des formes translatées. Cette remarque est consistante avec le fait que Z,Z’ peuvent
étre considérées comme identiques si on peut construire des transformations d’un groupe H qui
envoie exactement Z sur Z'. Dans [Frechet, 1948], la notion de moyenne euclidienne est étendue
aux espaces métriques par le biais d'un critére implicite : si on considére une distance d définie
sur une variété M, alors la moyenne de Fréchet de n observations (Z;)ie(1. ny dans M est définie
par

oF _

n

- 2
arg?éi\r}lﬁ Z]d (Z,Z

En revenant a notre cas des courbes translatées aléatoirement, H = R est le groupe des trans-
lations agissant sur les fonctions f € [%([0,1]) de période 1 par

T-f(x) =f(x+7), forxel0,1] and Te H.

Ainsi, étant données n réalisations Y7,...,Y, du modele (3.6), la moyenne de Fréchet sous
I’action de H sera définie par

fr

L =arg min — min f 1f(x) — Yin(x + T [2dx.

feL2([0,1]) T 4= TmeR™

En considérant & nouveau les coefficients des observations (notés 0.,¢ pour la fréquence { de
. N ’ . . . A
I'observation m), et en tronquant & une fréquence {;, on obtient une estimation (Ox)_¢,<k<t,

par

A A ‘I n
(0_¢gy---,0¢) = arg min o 3 m
m=

(e Lo 36(7,0 ERzeOJr

min D O, 02 (3.13)
1 <t
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La moyenne de Fréchet est alors obtenue par %, (x) = Oce 2™ En remarquant sim-
¥y par 1 ., lt]<to V¢ q
P . A 1 P .
plement que nécessairement 0, = % > 1 Gm’gezwﬂ?m, on en déduit que

2

1 & .
(®1y...,n) =arg min — 2 2 et _ - Z Gq’gemmq . (3.14)
q=1

(T150Tn)ERT nm 11t/<to

=Mn(T7,...Tn)

En fin de compte, le calcul de la moyenne de Fréchet revient a la minimisation du critére défini
par (3.14), et cela peut étre effectué en utilisant une descente de gradient.

3.3.3 Estimation des parametres de translation

Rappelons que le modele (3.6) s’écrit statistiquement
Om,e = co(f)e 2T 4 €zgm, L€ Zpour m=1,...,n, (3.15)

ofl z¢y sont i.i.d. Nc(0,1) et les T, m = 1,...,n sont ici les vrais parameétres de translation
qui ont été tirés selon g. Le probléme (3.15) est clairement non identifiable puisque pour tout
To € R, on peut substituer 0,e!¥™% 3 0, et TH — To a Th, sans changer d’observations. On intro-
duit donc les deux conditions d’identifiabilité suivante :

(Hg) : g est & support compact inclus dans 7 = [—% Z] et de moyenne nulle.

(H¢) : La fonction f est telle que c;(f) # 0.

L'hypothése (Hy) nous conduit a nous intéresser a des estimations (%y,...,%,) de moyenne
nulle. On introduit donc ’ensemble

Tn={(t1,...,Tn) € T™ tels que Z T = 0},

m=1

et si la fréquence de coupure {, est fixée, on cherche pour tout t = (ty,...,7T,) € 7_'Tl a optimiser
M., (T) puisque c’est ce qui est nécessaire pour construire la moyenne de Fréchet f On peut
alors démontrer le résultat suivant de reconstruction des parameétres de translations.

Théoréme 3.3.1 Supposons (Hy) et (H¢) et définissons l’estimateur

£ = arg min M, (1),

T€T n

alors pour tout t > 0

P (% D) (Bn =) = C(f, eo,e,n,t,g>> < 3exp(-) (3.16)

m=2

avec C(f,{y, €,n,t,g) = 4max [C1 (f, €o) («/Cz e,n, Lo, t) + Ca(e,n, Lo, )) ,Cg,(t,n,g)], Ci(f, €)
est une constante positive ne dépendant que de f et de la fréquence de coupure {,

2
Cole,n, b, ) = e2(2o + 1) + 2624|201y 4 27
n n
2
C3(t,n,g) = 4/2e2 t : ou €2 = f wg(t)dT
3 ) ) 12Tl g B .
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Le théoréme 3.3.1 donne une borne supérieure en probabilité pour la précision de ’estimateur
4 par rapport aux vrais parameétres de translations T, m = 2,...,n. Le minimum de M, (1)
étant calculé sur 7, on obtient ¥ = — Y, ®. Lorsque n — +00, C(f, {y, €,n,t, g) utilisée
dans (3.16) converge vers 4Cy(f, {) (€2(20o + 1) + €y/2l + 1). Ainsi, ceci ne peut donner de la
consistance puisque (3.16) ne peut aboutir a lim,, , | % Z’;lzz(‘fm—’r;ﬁl)z = 0 en probabilité. Au
contraire, (3.16) semble suggérer I’existence de C > 0 telle que %Zﬁzz(‘f’m*’fﬁl)z > Ce?(20+1)
se produit avec une probabilité strictement positive. Cela montrerait donc que la précision de 7
va dépendre du niveau de bruit €? et de la fréquence de coupure £,.

3.3.4 Borne inférieure de reconstruction

En supposant que f est de classe C'([0, 1]), il est possible de donner une borne inférieure
de reconstruction des parametres de déformation qui dit en substance que (3.16) est presque
optimale et que si le niveau du bruit € est maintenu constant, alors il n’est pas possible d’estimer
les (T} )m—1..n méme en répétant les observations (n — +o0). Plus précisément, on suppose

(Flp) = f est telle que [']3 = Yz (270)2[ce(f)|2 < +o0.

(l:lg) : La densité g est a support compact 7 avec lim g(t) = lim g(t) =0.
T—inf T T—sup T

On a alors le théoréme

Théoréme 3.3.2 Soit X = (0 ¢)tezm-1,...n [’ensemble des coefficients de Fourier observés
dans X = (2(Z)®" et soit & = 2*(X) € X une fonction mesurable de X quelconque. Alors,
si (Fy) et (l:lg) sont vérifiées, on a

1 & e?
o SR NP el I —
(n 2, (B ) ) [P+ e(g)

m=1

ou 1(g) est linformation de Fisher :

@)= [ (Zrsam) otoa

Le résultat donné par le théoréme 3.3.2 s’appuie sur l'inégalité de van Trees qui est une inégalité
de Cramer-Rao bayésienne. Lorsque n — 400, E (% S (AR — T;“n)z) ne peut converger vers
0, ce qui explique le résultat donné par le théoréme 3.3.1. Il est possible d’affaiblir I'hypothése
fe C'([0,1]) en considérant les estimateurs 2™ construits a partir des Omepour m=1,...,n
et |¢| < £y dans le modele (3.15). Dans ce cas, le théoréme donne la borne inférieure suivante.

1 & e?
E o Z Bl — i) | =

= 2 .
S <t (270)20¢2 + €2 § 1 (& log g(1)) " g(T)dt

3.3.5 Reconnaissance de forme moyenne par modeles déformables

L’approche de moyenne de Fréchet peut étre étendue au cas des images qui subissent des
déformations plus générales que des éléments d'un groupe de Lie. Nous proposons dans [11] un
modele aléatoire de déformation élastique décrit par 1’équation générant les difféomorphismes
(3.3). En considérant des images de niveau de gris définies sur Q — R?, une image I est donc une
application I: QO — R. Notre objectif est alors d’interpréter le modéle de moyenne de Fréchet
comme un M-estimateur (voir par exemple [Van der Waart, 1998] pour de nombreux détails sur
ces estimateurs) dans ce contexte précis.
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Tout d’abord, nous proposons un modele qui génére des difféomorphismes aléatoires pa-
ramétriques en utilisant ’approche développée par [Trouvé and Younes, 2005] pour des champs
de vecteurs homogeénes en temps dans I’équation (3.3). Sans perte de généralité, on choisit
Q = [0,1]? et nous imposons une structure paramétrique pour une fonction v : [0,1]% > R?
vérifiant vypo 112 = 0. Ainsi, si (ey, ... ex) désigne une famille finie de fonctions de base de [0; 1?
dans R? s’annulant aux bords de [0, 1]%, on obtient un champ de vecteur aléatoire v, en générant

aléatoirement 2K coefficients (al,...a}) x (a?,...a%) pour lesquels

—_

_vK 1.
{vaZ]’]a]’ek

2 _vK 2.2
Vo = 2 a5e

Etant donné v, on obtient alors un difféomorphisme aléatoire en utilisant simplement la solution
au temps 1 de (3.3) notée ®) . La construction d’un modele d’image déformée aléatoirement
peut alors s’écrire simplement. Etant donnée une loi P, & support compact dans [—A, A], ot
A > 0 et un entier K quelconque, on définit une image déformée aléatoirement par

Vp e[0T e =10 @ (p)+e(p), (3.17)

ol € est un bruit additif indépendant des coefficients a de loi PE?ZK. On suppose alors observées
n réalisations indépendantes de (3.17) notées I, o,. On notera Vj ’ensemble des champs de
vecteurs pouvant étre générés avec des coefficients variants dans [—A, A]* dans la définition
de v,. Pour une image Z définie sur [0,1]%, on note la fonction de contraste utilisant une
discrétisation P en pixel de [0,1]% :

f(a,e,Z) = 5161\1/n Tea — Zo @[5,
A

Par conséquent, f mesure le cofit {?(?) d’alignement de Z sur I¢ q en utilisant un difféomorphisme
de V. La fonction de contraste moyenne est alors

F(Z) = ff(a, €,Z)dbP(a,e€),

et la moyenne de Fréchet intrinséque de la variable aléatoire I  est définie par Q* = arg minzez F(Z).
Si IP,, désigne la mesure empirique des observations, il est possible de définir le contraste empi-
rique par

1
Fa(Z) = Jf(a, €, Z)APy(a,€) = 3" min [l e —Zo @}, (3.18)
j:] VjE A

On définit donc la moyenne de Fréchet des observations comme étant Qn = argmingez F(Z) et
cet estimateur est calculable contrairement a Q* puisque la loi des déformations est ici inconnue.

Bien entendu, la minimisation de (3.18) peut aboutir a des estimateurs trés différents de I*
et le contraste F,, doit étre régularisé en pratique. Dans [11], nous adjoignons a F,, un terme
de pénalisation permettant de contrdler la régularité de Z ainsi que la quantité de déformation
possible pour procéder aux recalages et démontrons alors des propriétés de convergence presque
siire des estimateurs de moyenne de Fréchet Qn vers Q.

I1 est important de noter que nous ne savons pas si [* appartient & Q*, et de ce fait la réponse
apportée par notre méthode est encore trés partielle dans cette situation.
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3.4 Résultats numériques

3.4.1 Modéle de courbes translatées aléatoirement

Nous donnons quelques résultats numériques sur le probléme de l'estimation de la forme
moyenne f lorsque les données sont issues du modele de translation aléatoire. Quatre fonctions

f sont étudiées ( voir Figures 3.5(a)-3.8(a)) et nous utilisons n = 200 courbes bruitées et trans-

latées aléatoirement avec une loi de Laplace de densité g(x) = —— exp (,\ﬁ%) avec 0 = 0.1.

V20
Un échantillon de 10 courbes est donné dans les Figures 3.5(b)- 3.8(b) pour chaque fonction

moyenne a estimer. Enfin, nous donnons l’estimation de f par la simple moyenne arithmétique
dans les Figures 3.5(c)- 3.8(c). On constate immédiatement la convolution par g de cette esti-
mation qui est bien loin de donner quelque chose de satisfaisant.

Les coefficients de Fourier de g sont donnés par vy, = m, ce qui correspond a un ordre
de probléme inverse v = 2. Nous donnons dans les Figures 3.5(d)(e) -3.8(d)(e) l'estimation
par probléme inverse ﬂf décrit dans le paragraphe 3.2.1 (et on se reportera a [9] pour plus de
détails). Enfin, 'estimation sans connaitre la loi des déformations est donnée dans les Figures
3.5(f) -3.8(f) par la méthode de Fréchet décrite dans le paragraphe 3.3.2 (estimation f%). On
constatera 1'efficacité des deux dernieres méthodes, notamment méme lorsqu’on ne connait pas
la loi des déformations et qu’il faut alors estimer les coefficients de Fourier de g.

FIGURE 3.5 — Fonction "Wave”. (a) Vraie fonction f, (b) Echantillon de 10 courbes parmi
n = 200, (c) Moyenne empirique, Déconvolution (d) i, et (e) ﬂiz, (f) Moyenne de Fréchet

n,1

3.4.2 Moyenne de Fréchet d’images

Nous illustrons ici les travaux décrits dans le paragraphe 3.3.5. Pour l'image classique de Lena
la Figure 3.9 donne deux réalisations du modele de déformation par flot de difféomorphisme
lorsque les coefficients ay sont tirés uniformément sur [~A,A]. La quantité de déformation
autorisée dans ce modele est donc proportionnelle a A et les fonctions B-spline utilisées pour
paramétrer les champs de vecteur permettent de localiser les effets de déformation.

Enfin, nous comparons notre méthode de recalage par moyenne de Fréchet et action de flots
de difffomorphismes avec la simple moyenne empirique sur deux célebres base de données : la
base Mnist de chiffres manuscrits (voir Figure 3.10 pour l'effet de I’algorithme décrit dans [11]
sur le chiffre ”2”) et la base Olivetti (voir Figure 3.11 pour 'utilisation sur des recalages de
visages).

52



(d) (e) (f)

FIGURE 3.6 — Fonction HeaviSine. (a) Vraie fonction f, (b) Echantillon de 10 courbes parmi
n = 200, (c) Moyenne empirique, Déconvolution (d) ﬂb et (e) ﬂiz, (f) Moyenne de Fréchet

(d) (e) (f)

FIGURE 3.7 — Fonction Blocks. (a) Vraie fonction f, (b) Echantillon de 10 courbes parmi n = 200,
(c) Moyenne empirique, Déconvolution (d) i, et (e) fH’z, (f) Moyenne de Fréchet

n,1 n

FI1GURE 3.8 - Fonction Bumps. (a) Vraie fonction f, (b) Echantillon de 10 courbes parmi n = 200,
(c) Moyenne empirique, Déconvolution (d) i, et (e) fI!,, (f) Moyenne de Fréchet

n,1 n,2?

Notons enfin la possibilité d’aménager cet algorithme pour effectuer un algorithme de clus-
tering d’images. Nous renvoyons a [11] pour plus de détails sur ces expériences.
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FIGURE 3.10 — Moyenne empirique (en bas a gauche), Moyennes z&‘) a la premiére itération de

I’algorithme et & l'itération 3 Z(®) de I’algorithme décrit dans [11].

’
FiGURE 3.11 - Exemple de moyenne de Fréchet obtenue sur 3 visages de la base Olivetti.
Premiére ligne : moyenne empirique, seconde ligne : moyenne de Fréchet.

3.5 Elargissements

3.5.1 Régression sous contrainte de forme

L’estimateur de régression monotone développé au travers de I’approche par difféormorphismes
issus de champs de vecteurs est numériquement extrémement performant. Il conviendrait sans
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doute de mieux le diffuser en développant une bibliothéque logicielle.

Par ailleurs, la question de savoir si la paramétrisation en termes de réalisation au temps
1 de flots de difféomorphismes peut s’étendre au cas ol la fonction a estimer est convexe. Ce
probléme de régression sous contrainte de convexité posséde en effet des applications en finance
[Ait-Sahalia and Duarte, 2003] pour fixer les prix de stock-options, en économie [Allon et al., 2007]
ou la demande, la production sont souvent concaves, ainsi qu’également en biologie [Ratkowsky, 1983],
en analyse de surfaces de réponse pour des problémes d’optimisation [Hoffmann et al., 2006]. Si
la régression doit étre effectuée dans RY, il s’agirait par exemple de considérer une initialisation
$o(x) = |x|? et une évolution % = v¢(dpy) ol v préserve la convexité et telle que ¢; matche la
fonction f a estimer.

Enfin, d’'un point de vue plus théorique, la question d’affiner la convergence du théoréme
3.1.2 est toujours en suspens. En effet, ous prouvons dans [10] un résultat intermédiaire donnant
simplement une convergence en probabilité de (v]»}) vers v; au travers de techniques standard
de M-estimation. Il est envisageable de s’appuyer sur des résultats plus fins de M-estimation
pour des éléments de dimension infinie en s’appuyant sur des résultats de type Donsker (voir par
exemple [van der Vaart and Wellner, 1996]). L’intérét d’une telle approche consisterait alors a

I’élaboration de nouveau tests statistiques de monotonie et convexité.

3.5.2 Approche Bayésienne dans le modele déformé avec opérateur inconnu

Afin de simplifier la problématique, je limite le paragraphe volontairement a 1'étude des
courbes translatées aléatoirement donné en (3.6) :

Vie{l...n} Vxe[0;1] dYj(x) = f(x — 1)dx + edWj(x) ou(Tj)jeqr..nyi-i.d. ~ g,

ol la loi g est tnconnue. Nous avons vu dans le théoréme 3.3.2 que sans un moyen de faire baisser
le niveau de bruit € vers 0, il n’est pas possible de retrouver les parameétres de déformation, ce qui
de fait rend quasiment impossible la consistance de la moyenne de Fréchet pour ’estimation de
f a la vue des estimations données par (3.13) et (3.14). Par contre, il ne semble pas impossible
d’estimer f sans pour autant estimer les parameétres de déformation, ceci en considérant une
méthode bayésienne : c’est par exemple I'approche utilisée dans [Allassoniére et al., 2007] et
[Allassoniére et al., 2009] sans pour autant que la consistance soit démontrée dans ce contexte,
méme dans un probléme d’estimation paramétrique.

En revenant aux origines des travaux de [Ibragimov and Has'minskif, 1981, Le Cam, 1973]
portants sur la consistance bayésienne, il existe des conditions suffisantes de consistance des
méthodes bayésiennes dans le cas o1 le modele ne comporte pas de variables cachées. Essentiel-
lement, étant données des observations (Xj,...X;) de loi Py, ol le paramétre 6, € © — RY est
inconnu, 'estimateur bayésien de 6, dépend d’un a priori noté q qui est une distribution de
probabilités sur ©. Si les lois (Pg)eco sont a densité notées (pg)eee par rapport a la mesure de
Lebesgue sur X 1’espace des réalisations, 1'estimateur bayésien est donné par

68 = arg minf L(u—0)pe(Xiy..., Xn)q(u)du,
0e0 Jo
o L est une fonction de perte s’annulant en Opa, typiquement L(x) = |x|P pour p > 0. Le
fameux théoreme 5.2 du chapitre 1 de [Ibragimov and Has’'minskil, 1981] prouve que l'on peut
espérer la consistance de l'estimation si le rapport de vraisemblance des n observations varie
assez régulierement entre deux valeurs du parameétre 0 et devient petit loin du vrai parameétre
0o du moment que q est continue sur © et strictement positive. C'est par ailleurs précisément la
régularité de cette variation du rapport de vraisemblance qui donne la vitesse de recontruction
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de /G\TB1 autour de 0y et cette régularité est liée a la séparabilité des lois (Pg)geco en distance
de Hellinger 2. A noter que la consistance de l'estimateur bayésien s’interpréte comme un cas
particulier de méthode de Laplace pour les équivalent d’'intégrale on la distribution a posteriori
de O se concentre autour d’une loi gaussienne autour de 6, avec une variance tendant vers
0 (voir par exemple le théoréme de Bernstein-von Mises dans (décrit dans [Le Cam, 1973] ou
[Van der Waart, 1998]).

D’un point de vue de statistiques mathématiques non paramétriques, la situation se com-
plique naturellement. Certains développements [Ghosal et al., 2008, Ghosal, 2000, Rousseau, 2010]
proposent des extensions permettant des résultats dans un contexte ou la dimension de O de-
vient virtuellement infinie. La technique statistique s’appuie sur des minorations de distance
de Hellinger par des distances se rapport a l'estimation sur ©, ainsi qu’'a des arguments de
recouvrement. Parmi la littérature grandissante sur le sujet, on se rapportera aux travaux de
[Ghosal et al., 2008, Ghosal, 2000, Rousseau, 2010]. L’idée principale pour obtenir des estima-
tions non paramétriques adaptatives est de construire des sieves convenablement.

La difficulté supplémentaire dans notre contexte (3.6) (et qui était déja présente pour l'esti-
mation fréquentiste) est que les observations dépendent d’'un parameétre caché qui est la trans-
lation aléatoire tirée selon g. En imaginant qu'un seul coefficient de Fourier 0y de f doit étre
estimé, les coefficients de Fourier des observations sont

vie{l...n} 0; = 20y + €.

Si q désigne un a priori sur © et v un a priori sur £'(S') (espace des densités sur la sphére
de dimension 1 paramétrée par e’™), il est a nouveau possible de formuler une estimation
bayésienne de (6, g) :

AB B . .
(65,0n) = arg eee,gélﬁr}(sw f@xﬁ‘(s‘) L(u—0;v—g)pe,g(Xi,... Xn) (X1, ...y Xp)dg(u)dr(v)

ol I v(Xy,...,Xy) désigne le rapport de vraisemblance associé aux a priori g, . Un bon angle de
vue pour contréler ce modele de mélange « infini »pourrait s’inspirer des travaux dans[Rousseau, 2010].

Un premier point a vérifier pour obtenir un résultat de consistance serait de vérifier 1'iden-
tifiabilité dans le modeéle Bayésien, a la fois pour f et g. Un tel résultat devrait découler du
lien qui existe entre la variation totale entre les lois d\/T(IP)f’g,P]Z‘)g) et la transformée de Laplace
L(g — §) et les coefficients de Fourier de f et f. Ensuite, il est nécessaire pour ’estimation non
paramétrique de controler les nombres de recouvrement des lois P¢ 4 pour la distance de Hellinger
(ou bien pour la distance de Kullback Leibler ou en variation totale). Ceci constitue le coeur de
la difficulté puisqu'il ne peut exister d’inégalités entre ces distances de lois et des distances sur
les espaces intrinséques dans lesquels vivent f, f, g, §. Il est donc impératif de calculer des bornes
supérieures de nombres de recouvrement pour les mélanges infinis de Gaussiennes puisque c’est
ici ce qui génére nos données.

3.5.3 Modele de bruit Poissonien

Dans [17], nous étendons 1'étude asymptotique des courbes translatées lorque nous sommes
dans un contexte de I’estimation d’une intensité A d’'un processus de Poisson. Les observations
sont cette fois données par des processus de comptage définis sur [0,1] N',...N™ d’intensités
respectives A(. —T7),...,A(. — Tn) ol les translations aléatoires non observées suivent une loi g
connue et sont tirées indépendament. Un tel modele peut étre utilisé dans le contexte des données

2. En réalité, la distance de Kullback semble méme suffisante, ce qui est une hypothese légérement plus faible.
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Chip-Seq comme indiqué dans l'introduction. Nous démontrons dans [17] que 'estimation de
A ne peut étre meilleure que dans la situation de bruit blanc gaussien. Plus précisément, nous
obtenons le théoréme suivant.

Théoreme 3.5.1 Supposons que la densité g satisfait une hypothése de décroissance de
ses coefficients de Fourier (8.8). St

Ao = {7\ e L([0,1]); A(t) = 0 pour tout t € [0, 1]}.

Soit A > 0 et supposons que la régularité de A notée s est telle que s > 2v + 1. Alors 1l
existe Co > 0 (indépendante de n) telle que pour n assez grand

. a o 2s
inf sup R(An,A) = Con™ Zs+2v+T,
An }\EB% Z(A) ﬂ/\o

\ - - - - N - -
ou le mimimum est pris sur tous les estimateurs Ay, € Ay (i.e. fonctions mesurables des
processus N', i =1,...,n d valeurs dans Ay).

La technique de démonstration de cette borne inférieure repose encore une fois sur ’analyse
fine du rapport de vraisemblance entre deux hypothéses A et A + h couplée a une approche
utilisant le Lemma d’Assouad. Le rapport de vraisemblance s’écrit par le biais d'un changement
de mesure pour les procesus de Poisson et en repassant a nouveau par l'intermédiaire d’une
hypothése « nulle », c’est a dire qui est invariante par translation. Cette fois-ci, I'hypothése
nulle a utiliser est celle d'une intensité de processus de comptage constante égale a p sur [0, 1].
Ainsi, si A7, A; sont deux intensités telles que Ay = p > O et A, = p > 0, et si on observe un
processus de comptage N, la vraisemblance s’écrit

f exp [— fo] w(t—x)dt + J] log (1 + @) dNt] g(x)do)

A A = f:] exp [ fo] Ho(t — o)dt + f:] log (1 + w> dNt] g()dx)

ol iy =A1 —pet up =A—p.
Puis, nous proposons a nouveau un estimateur adaptatif Al basé sur une méthode de
seuillage dur qui atteint asymptotiquement la borne inférieure & un facteur logarithmique prés

2s
@) (bﬁn) #F2%1 ) | Cet estimateur est précisément décrit dans [17).

Notons enfin qu'il semble extrémement pertinent d’exploiter cette étude théorique d'un
point de vue pratique puisque l'utilisation de I’estimation précédente permettrait d’obtenir des
procédures de recalage automatiques pour les données de comptage haut débit Chip-Seq et que
ce probléme semble devenu incontournable dans la manipulation de ce genre de données.

3.5.4 Probléemes de tests

Enfin, il semblerait raisonnable d’exploiter la structure de rapport de vraisemblance dans les
modeles poissoniens et de bruit blanc pour en déduire des procédures de test dans le probléme
qui étudierait si différentes observations sont issues ou non d’un modeéle de bruit blanc ou d’un
modele de processus de comptage translaté aléatoirement. Une approche pour démarrer 1’étude
de cette question est décrite dans un cadre plus simple dans les travaux [Fromont et al., 2011]
et pourrait consister en un point de démarrage prometteur pour ce probléme.

57



58



Chapitre 4

Algorithmes d’optimisation non
réversible

Je détaille dans ce chapitre mes travaux inspirés du systéme dynamique décrit par I’équation
différentielle

) 1t
Xy = ——f VU(xy)du,
tJo

ot U est un potentiel défini sur RY coercif en I'infini : limy, o U(x) = +oo. Rappelons que
I’étude de ce systéme différentiel provient d’un aménagement numérique détaillé dans le para-
graphe 1.4 s’intéressant a la minimisation de U. On supposera sans perte de généralités que
mings U > 0, que U est au moins C2(RY) et convexe a 'infini !, au sens ot

liminf(x, VU(x)) > 0.
X—00

Par ailleurs, on supposera que U(0) = min U.

4.1 Modele de descente de gradient a mémoire

4.1.1 Lien avec un probleme physique

Etant données h et k deux fonctions réguliéres croissantes et positives, on considére l'équation
différentielle sur RY donnée par

. 1T [t
xt = ——— | h(uw)VU(xy)du. 4.1
A (1)
Un cas particulierement naturel sera le cas olt k ~ { h pour les grandes valeurs de t. En effectuant
un changement de temps t — T(t), il est possible de transformer (4.1) en une équation du second
ordre.

Proposition 4.1.1 Si T désigne la solution de T = /k(1)/h(T) et x est solution de (4.1),
alors z = x o T est solution de

z(s) +v(s)z(s) + VU(z(s)) = 0, (4.2)

N - ) - ; _ ( _khikn
ou a est une fonction d’amortissement donnée par y(s) = (W) o1(s).

1. Nous interpréterons en fait cette condition comme une condition de rappel du systéme (4.1)
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La fonction v quantifie donc un frottement dans une dynamique d’une boule roulant sur le
graphe de la fonction U, et soumise a 'apesanteur. Certains cas de fonctions mémoires h et k
permettent alors de retrouver le systéeme Heavy Ball with Friction et (4.1) en est donc une
généralisation.

A partir de cette interprétation, on peut notamment imaginer que le systéme paramétré par
(4.2) se stabilise sur un minimum de U et que l'inertie accumulée par la trajectoire permette a la
descente de gradient moyennée de sauter certains maxima locaux, contrairement a une descente
de gradient classique.

Tout d’abord, on montre que les trajectoires solutions de (4.2) sont stables par le biais
d’une fonction de Lyapunov classique £ décrite ci-dessous deés que U satisfait une hypotheése de
convexité a l'infini de U.

4.1.2 Comportement du systéme dynamique (4.2), cas convexe

On se place dans un cadre un peu plus général que celui de la convexité décrit par I'hypothese ? :

(Hl) : 36 >0 vxeRd U(x) — U(0) < 8{VU(x),x).

Role de Pamortissement vy L’effet de I’amortissement y est important et doit étre compris
ainsi : si 'amortissement est trop rapidement décroissant vers 0, la trajectoire (4.2) présente une
infinité d’oscillations non négligeables, puisque le systéme se rapproche alors d’une équation du
type x + w?VUx = 0. Ce résultat est décrit dans la proposition suivante :

. 2 .
Proposition 4.1.2 St on note £(t) = U(x(t)) + @, alors £(t) = —y(t)|x(t)|* et les solu-
tions de (4.2) sont définies sur R, et restent bornées. Par ailleurs,

VE>0  £(t) - minU > (£(0) — min(U))e oY,
Ainsi, méme si U est conveze, siy € L'(R,) la trajectoire ne peut converger.

La proposition précédente nous incite donc & considérer un amortissement y ¢ ' (R, ). On peut
alors donner une condition suffisante de convergence de (U(xt))t>o-

Proposition 4.1.3 Supposons que U vérifie la condition (Hh)
i) Siy est C' et décroissante, alors

Fooy(s)[é'(s) — minU]ds < +oo.
0

ii) St de plus Sgooy(s)ds = +o0 (cas de décroissance lente), alors lim £(t) = min U.
iil) S’il existe m > 0 tel que y(t) > m/t pour t assez grand, alors

E(s) — min(U) —o( ] )

ta(t)
iv) Si enfin argmin(U) = {0}, la trajectoire converge.

Notons que cette proposition ne donne pas de propriété de convergence de la trajectoire
elle-méme dans la situation ot arg min U contiendrait un ouvert de R%. Dans cette situation, il
est possible de donner une hypothése quasiment minimale.

2. Cette condition est satisfaite dés que U est convexe avec 0 = 1 par exemple.
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Théoréme 4.1.1 Supposons que d = 1 et que U satisfait (H]u) avec [, B] ¢ argminU. S7
v satisfait
+00 .
Ik <1 f e lovwdugg oo,
0
alors la trajectoire solution de (4.2) converge. St par contre y satisfait

+oc s
J e BYWdugg _ o
0

la tragectoire ne converge pas, sauf si elle est initialisée a vitesse nulle dans argmin(U).

I1 est également possible de démontrer un résultat de non convergence similaire en dimen-
sion supérieure, ces détails sont omis car les prérequis sont un petit peu techniques et mais
sont disponibles dans [13]. L’hypothese clef de convergence ou non est décrite par la condition
So+ © e~ Sov(Wdugs — oo, Notons enfin que la preuve fait intervenir une fonction de Lyapunov
permettant de contréler vitesse et position de la trajectoire, ce qui n'est pas le cas de £ comme
I'indique la proposition 4.1.2). Cette fonction fait intervenir en plus des termes de £ un terme
produit entre vitesse et position et est relativement classique lorsqu’on étudie des systémes dis-
sipatif (voir [Haraux, 1991] par exemple). Cette adjonction de termes produits a depuis été tres
largement utilisée dans les contextes d’hypocoercivité en équations aux dérivées partielles ou en
probabilités.

4.1.3 Comportement du systéme dynamique (4.2), cas non convexe

Le cadre non convexe est restreint a une situation générique décrite par I’hypothése suivante
(Hu) : U posséde un nombre fini m de points critiques tels que U(x;) < U(x2) - -+ < U(xm)

Sous cette hypothese, et en se plagant dans le cas ol v ¢ L'(R,), on peut démontrer
un résultat plus faible qu'une convergence trajectorielle dans le cas général de la dimension
supérieure ou égale a 1.

~

Théoréme 4.1.2 Supposons que (Hy) soit vraie, alors il eziste un unique x; tel que
) 1
Ve >0 lim —[{t<T |x(t) x| >¢} =0.
T—>+400 T
On peut récrire l’ergodicité en

1 T
lim —f x(t)dt = x4.

T—oo 0
Pour le cas de la dimension 1, il est possible d’obtenir un résultat de convergence plus fort

dont la preuve est vraiment spécifique a la nature de la dimension 1 et consiste a considérer les
changements de signe de x(t).

Théoréme 4.1.3 Supposons que tous les points critiqgues de U vérifient U'(x;) # O et que
l’amortissement y est minoré par y(t) = 157 ot ¢ > 0. Alors

i) Quelle que soit l"initialisation, les solutions de (4.2) vérifient limy_,o, x(t) = x* eziste
et appartient a {X1,...Xm}.

i) St T est l’ensemble des temps de changement de signe de x, alors

T| = 400 < x"est un minimum (local) de U.

iil) L’ensemble des points d’initialisation tel que x* est un minimum local est un ouvert
dense.
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Ainsi, il n’a pas été possible de démontrer des résultats plus forts comme la convergence vers
le minimum global de U. Nous avons donc naturellement été poussés a étudier une évolution
perturbée de (4.1).

4.2 Diffusion renforcée par sa mémoire

4.2.1 Modele de diffusion moyennée

Nous étudions par la suite ’extension naturelle de (4.1) lorsque 1'évolution est perturbée
par un mouvement brownien non dégénéré. En considérant toujours h et k deux fonctions
croissantes et positives, si 0 désigne une matrice de covariance inversible de taille d et (Bt){>o un
mouvement brownien standard de dimension d, I'évolution est décrite par ’équation différentielle
stochastique

Jt h(u)VU.(Xu)du> dt + odW, (4.3)

g

Si (Yi)t>0 est le processus définissant la vitesse instantanée,

1 t
Yy = WL h(s)VU(Xs)ds,

on obtient alors dY; = (h/k)(t)(VU(X;)—Y;)dt. Ainsi, (4.3) est un systeme différentiel cinétique
2d-dimensionnel non homogeéne et Markovien décrit par les équations couplées :

{ dX; = o(Xy)dW, — Ydt. (4.4

dY, = 1(t)(VU(X,) — Yo)dt,

ou r(t) = %(t) est C'.

Nous nous sommes volontairement limité au cas ol h = k méme s'il est possible d’étendre
nos résultats a des mémoires un peu plus générales. Il est rapide de vérifier que (X¢, Yi, t)i=0
devient un processus homogeéne de générateur A agissant sur f € C]2< (R4 x R4 x R,) par :

1 .
AF(x,Y,1) = (U, Vaf) + TCTUK) — y, Ty + 5 Tr (0" (DI, y)o(x)) +acf.  (45)
Par la suite, on supposera que U est un potentiel satisfaisant 'hypothése (Hy ) suivante :

Hypothdse 6 (Hy) lLm U(x) = +oo  liminf(x, VU(x)) > 0, ’I'r[G*DZUG] < CU.
[x|] >+ |x|—>+00

Cette hypothése est satisfaite pour une grande classe de potentiels U : par exemple U(x) ~q

Ci1|x|P avec D?U(x) ~o Ca|x[P~2 vérifie (Hy) dés que |o(x)| = O(|x|). C’est également vrai

pour des croissances de U plus faibles : U(x) ~o Cjln|x| et D2U(x) ~o Ca|x| 2 avec |o(x)| =

O(1 + |x|) vérifie également (Hy).

Proposition 4.2.1 Sous l’hypothése (Hy), il existe une unique solution (au sens fort) de
(4.4). De plus, si (Xo,Yo) vérifie E[U(Xo) + |Yo|?] < +o0, alors pour tout T > 0

sup E[U(X;) + |Yi|*] < +o0.
te[0,T]
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L'obtention d’une telle propriété repose principalement sur un argument de non explosion en
temps fini des trajectoires et est basé sur un controle assez grossier obtenu par lemme de Gronwall
appliqué au travers de la fonction de Lyapunov ’standard’ suivante :

lyl?

E(x,y,t) = U(x) + (0

(4.6)

La suite de notre étude sur ce théme concerne les propriétés de régularité du semi-groupe associé
a (Xy, Yy, t)t>0, ainsi que la convergence vers un régime d’équilibre éventuel. Par convention, on
notera toujours zy = (xo,Yo) € RY x R le point d’initialisation (aléatoire ou non) de la diffusion.

4.2.2 Hypo-ellipticité

Le processus (4.4) étant totalement dégénéré sur la coordonnée Y, 'obtention de propriétés
d’existence et régularité de la densité Pi(zo,.) n’est pas immédiate. Nous démontrons deux

résultats importants en vue d’établir I'irréductibilité du processus Markovien 3.

Existence et régularité de densité par rapport a la mesure de Lebesgue Le premier
de ces résultats concerne 'existence de densité par rapport a la mesure de Lebesgue et utilise
les ensembles &y définis par

Eu = {x e RY, det (DZU.(X)) y o}, et My =RUNE. (4.7)
On suppose alors que :

Hypotheése 7 (Huypo) 0 et U sont C* et il existe ¢9 > 0 tel que 00™ > gold, (uniforme
ellipticité de o sur RY). Par ailleurs, la sous-variété My est telle que dim(My) < d — 1.

On définit les champs de vecteur qui interviennent dans (4.4) en dissociant I’'opérateur d’ordre
2 et le champ de vecteur de drift. Ainsi

Lo(x)(f) =

N

d
> {Vx(07) (%), 05 (x) (F))-
j=1

ol .
Vie{l...d}: 0j(x) = > 01 (x)dx,. (4.8)
i=1
tandis que :
Lo(t,x,y) = —(y, Vi + 1(1)(VU(x) —y, Vy).

Proposition 4.2.2 Sous l’hypothése (Huypo), alors pour tout zo € RY x RY et tout t > 0,
Pi(zo,.) est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue sur RY x RY. De plus,
pour tout t > 0 et zp € RY x RY, z v pi(zo,2) est C* sur RY x RY ou py(zp,.) est alors la
densité de probabilité associée d Pi(zo,.).

Cette proposition exploite le fait que sous la condition (Hpypo), 1'algébre de Lie engendrée
par ¢t + (Lp — Ly), 01,...,04 est de dimension 2d + 1, ce qui rend alors possible l'utilisation
du théoréme d’Hormander. Il faut noter enfin que la proposition précédente ne dit rien sur la

3. L’irréductibilité est principalement importante dans le cas ou le processus est homogéne en temps afin
d’obtenir 1'unicité de la mesure stationnaire du processus.
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régularité de l'application (zg,z) — pt(zo,2), cette application semble étre également continue
dés lors qu’on fasse en plus une hypothése supplémentaire de croissance sur les champs de vec-
teur, cette question pourrait étre abordée par le biais de calcul de Malliavin ou d’inégalités
de Harnack (voir par exemple [Hairer, 2011] ou [Pascucci and Polidoro, 2006]) mais n’étant
spécialiste ni de l'un, ni de l'autre, ce point est resté en suspens et a été contourné dans la
suite de I’étude.

Minoration de la densité p(zp,.) La question de la positivité de pi(z¢,.) précédemment
introduite est finalement assez différente d’une simple utilisation de la condition de Hormander
pour l'existence d’une densité réguliere. En effet, minorer p((zo,z) signifie finalement trouver
une quantité suffisante de trajectoires de (4.4) partant de zy et arrivant proche de z. C’est donc
une question de controle de trajectoires guidées par le systéme différentiel (4.9).

{ x(t) = o(x(t)(t) — y(t).
Y(t) = r(t)(VU(L) —y(1))dt,

La contrélabilité du systéme précédent sera discuté en détail dans la derniére partie de ce

(4.9)

mémoire, mais elle est déja importante ici. S'il est & peu prés clair que partant d’un point z,
quelconque de RY x R4 on puisse atteindre un point quelconque sur la coordonnée x, on ne peut
pas en dire autant pour la coordonnée y puisque la présence de ¢ n’'impacte directement que
x(t) et non y(t). Notamment, il faut revenir au probléme initial et remarquer que y(t) s’écrit

t
y(t) =yo + ka k(s)VU(x(s)). (4.10)
(t) Jo
De ce fait, si VU est borné, y ne peut atteindre des valeurs au dela de B(yo, | VU]« ) et 'examen
de (4.10) incite donc & supposer que VU est une application surjective de RY dans RY. Ainsi,

nous démontrons alors la proposition suivante exploitant cette idée.

Proposition 4.2.3 St l’hypothése (Huypo) est vraie et st de plus lim M = +oo, alors
vpe x>+ [x] ’

les deuz points sutvants sont vrais.

(i) Pour tout T > 0, pour tout zy € RY x R4 et pour tout O c R x RY, Py(z,0) > 0. Ainsi,

pour tout zo € R*, pr(zo,.) est Aag- p.s. positif et il eziste au plus une mesure invariante

pour (Xi, Yi)i=0 dans le cas ot 1(t) —> 1o € (0;+0).

(1) Si de plus v est constant positif et qu’il eziste un minimum x* de U tel que D?U(x*)

est inversible, alors en motant z* = (x*,0), il existe T > 0 tel que pour tout compact K de

R?4 il existe vk > 0 et «(T,K) > 0 pour lesquels

Vzo e K, P1(zo,.) = (T, K)A24(. n B(z*, vk)).

Le premier point de la proposition précédente exploite la contrélabilité du systeme (4.9)
. - u
en utilisant la transformée de Fenchel-Legendre de U : si ‘ ‘hm % = +o0, alors pour un v
X|— 400 X
quelconque de RY 'application F,(x) = (v,x) — U(x) posséde un maximum et par conséquent
VU est surjectif. Pour atteindre n’importe quel ouvert © de R9 x R4, I'idée est alors de fabriquer
une trajectoire en trois parties : la premiére partie de la trajectoire améne rapidement x en un
point x(n), la seconde partie de la trajectoire reste constante en x entre n et T—mn puis la derniere
partie de la trajectoire ameéne x dans IT,(QO). Bien entendu, x(n) est calibré pour que le temps

passé entre 1 et T —n sur ce point permette & y(T —mn) d’arriver dans IT,(O) et l'existence d'un
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tel x(n) est assurée par la surjectivité de VU. Cette stratégie démontre ainsi la contrélabilité
approchée du systéme (4.9).

Le second point de la proposition revét une importance cruciale pour obtenir que les com-
pacts sont des petite sets pour appliquer ensuite les estimées de Meyn et T'weedie. La proposition
s’appuie donc sur un résultat plus fort sur le systeme (4.9) de contrélabilité locale exacte autour
du point z*. Le role de I'inversibilité de D?U(x*) est d’apporter une condition de plein rang de
Kalman pour le systéme linéarisé autour de z* (on pourra consulter [Coron, 2007] pour plus de
détails). Elle pourrait étre substituée par toute autre condition qui assure la contrélabilité exacte
localement autour de z* mais cela semble étre géométriquement une condition satisfaisante pour
garantir un tel résultat. Cette contrélabilité exacte permet alors d’'obtenir de la masse autour du
point z* et d'y minorer localement la densité py, pour ce faire nous utilisons un résultat récent
de [Delarue and Menozzi, 2010].

4.2.3 Régime d’équilibre (r,, > 0)

Mémoire courte portée Nous décrivons dans cette partie les résultats concernant le com-
portement asymptotique de (X¢, Y;) dans la situation ol la mémoire (contenue dans la fonction
t — 1(t)) n’est pas trop longue. Nous identifions une telle situation par le biais de la limite de
r en +oo. Ce régime d’équilibre correspond au cas ol 1(t) — 14 €]0, +oc]. Nous faisons donc
I’hypothése suivante sur r.

Hypothése 8 (H,) L’application v a une limite strictement positive ro, en +oo (éventuellement
T = +0). Par ailleurs, on suppose que r varie assez lentement en +oo :

i
fim U

ot 12(1) 0

On peut citer deux situations typiques :
— k(t) = exp(At) et dans ce cas r(t) = roo = A avec (XF, Y7)1>0 Markov homogene.
- k(t) = exp(t*) avec & > 1 et dans ce cas 1o, = lim¢_, o, 1(t) = +00.

Fonction de Lyapunov La stationnarité du processus est alors assurée dés lors que VU
posséde suffisament de force pour rappeler le processus et assurer alors une propriété de tension.
L’hypothése un peu technique est la suivante.

Hypothése 9 (Hy) Il existe m e (0,74) et € € (0,10 — ™) tel que

lim sup (—m(x, vu(x)) + %Tr (O'* (x)(D*U(x) + (m + e)Id)G(x))> = —o0.

[x|—>+00

(Hy) est une hypothése a priori plus forte que (Hy) mais n'est tout de méme pas trop
restrictive. Si o est indépendant de x, elle est satisfaite pour des potentiels tels que U(x) ~ x| 40
[x|9 dés que q > 0 ou méme pour U(x) ~j 10 In(|x| + 1)P avec p > 1. Si o varie, il est
nécessaire que celui ci ne soit pas trop grand pour x — oc :

— Pour des croissances polynomiales de U : U(x) ~ 4o |x|7 avec q > 0, I'hypothése est

vraie dés que |o(x)o*(x)| = o(|x|9"%) pour |x| — +o0.

— Pour des croissances logarithmiques U : U(x) ~ |y o0 In(|x| + 1)P avec p > 1, ’hypothese

est satisfaite si |o(x)o* (x)| = o(In(|x| + 1)P~") pour |x| — +oc.
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La clef de I'étude repose alors sur la construction d’une fonction de Lyapunov permettant de

contrdler le systéme dynamique a la fois sur la coordonnée x et y. Il faut noter que la fonction
2

& définie précédemment par £(x,y,t) = U(x) + 2‘3(‘,[) n’est pas suffisante ici car elle ne permet

d’obtenir des informations que sur la coordonnée y puisque

AE(x,y,t) = —y? (1 + 2:;;%) + %Tr (G*(X)DZU(X)O'(X)) .

En revanche, il est possible d’aménager la fonction précédente en exploitant son contrdle de
la coordonnée y en y adjoignant un terme croisé « position - vitesse »pour obtenir également
des informations sur la position x. On choisit ainsi un couple (me, ¢) par le biais de (Hy) et on
pose

_ lyl? Xy
V(x,y,t) _u(x)"i‘T(t)"i'ma (7_m>, (4.11)

Cette fonction V permet d’obtenir une vraie force de rappel sur les coordonnées x et y puisqu’on
peut montrer que pour t assez grand

ou l'application p est définie par

AV(x,y,1) < —Cy(x, VU(X)) + %Tr (a* (X)DZU.(X)G(X)) — Gyl

Mesures d’occupation Pour zy € R4 x RY, on considére les deux familles de mesures d’occu-
pation (v{°(w, dx,dy))i>1 et (1°(dx, dy))i>1 définies ainsi : si f désigne une fonction continue
bornée f : R4 x R4 — R, on pose :
1 t
vE(w, 1) = ¢ | 106, ¥,
0
et

() = 1 | BIFOG, V2)lds = B[ o, 1)

On peut démontrer le premier résultat d’ergodicité sur (u°)=o :

Théoréme 4.2.1 Supposons (Hy) et (Hy) avec 1o, € R* U {+m0}, pour tout zy = RY x RY,
(U5°)t>1 est tendue. Si gy est un point d’accumulation de (uf)i>1 lorsque t — +oo :
(1) Si v, = +00, la premiére marginale (en x) de ny est une mesure invariante du
processus de Kolmogorov

dXt = fVU(Xt)dt + O'(Xt)dBt.

(i) Sir(t) =55 1o < +00, 1y est une distribution invariante du processus de Markov
homogeéne solution de (4.4) avec r(t) = 1o, Vt = 0.

I1 est également possible d’obtenir un résultat de convergence des mesures d’occupation aléatoires
(vi®(w, dx, dy))i>1 sous des hypothéses un petit peu plus forte.

Hypothése 10 (Hy) Il eziste ae (0,1], B € R et o« > 0 tels que
(i) - VUK <B—a(U) v |x|2)“,vX e RY

¥)12
(i) (14 Tr(oo™)(x)) (1 + %

Cette condition et les résultats qui en découlent sont trés comparables a ceux du théoréme
précédent et sont détaillés dans [16].

\x\—;+oo 0((

+ DU + |||D3U(><)|II) U(x) v [x[%)9).
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Mesures stationnaires et Vitesses de convergence Il est possible de décrire la nature de
I’équilibre pour le processus (X, Y;) dans le cas ot 0 < 1oy < +00.

Proposition 4.2.4 Supposons que (H,), (Huaypo) et (Hy ) soient satisfaites et que r(t) =
T € RY. S2limy o % = +oo, alors il existe une unique mesure tnvariante v vérifiant
— (1) v est absolument continue par rapport d la mesure de Lebesgue de densité notée
Pr,. qui est C°(RYxRY R, ). De plus, p,, est l’'unique mesure de probabilités solution
positive de

1
W, Vipr, )+ 3T (0D2pr, 0) ) + 10 [Cy = VUK, Vypr, ) +Pr, ] = 0. (412)

- (1) Sid=1, Ux) = x*/2 avec o(x) = 0 > 0 Vx e R, et 1(t) = 1, €]0; +0|, alors p;,
est une mesure Gaussienne centrée de matrice de covariance

2 (141
20 Y2 O (]

Remarque 4.2.1 St la situation est simple lorsque 1o = 400 puisque le théoreme 4.2.1
rapproche le comportement de notre diffusion moyennée a celle de Kolmogorov, dans le
cas 1y € (0,4+00) la mesure stationnaire limite est clairement non standard puisque méme
dans le cas gaussien, la densité p,,. est celle d’une gaussienne « tordue ». Plus v« est petit
et plus la mémorre est longue portée, ce qui rend la variance de p,, ezplosiwe. Enfin, dans
le cas général, I’équation auz dérivées partielles satisfaite par p., me se résout pas et une
forme analytique de p,,. reste donc compleze a établir.

Enfin, il est possible de donner des résultats de convergence de Py(zp,.) lorsque t — +o0.
Dans le cas homogeéne r(t) = 7o, il est possible d'utiliser des techniques issues des travaux de
[Down et al., 1995].

Théoréme 4.2.2 Supposons que la mémoire v soit homogéne : r(t) = v, > 0 et que les
conditions d’hypo-ellipticité de la proposition 4.2.8, 11) soient vraies. Si U vérifie (I:IU)
pour un certain a € (0,1], alors pour tout p > 1 et tout t >0 :

sup |P{"(zo, ) — v(f)| < Capyr.. VP (z0)

exp(—Ypr,.t) sia=1
{f,/fl<1}

p+a—1
t Fite siae (0,1).

2
otz = (x,Y), Voo est une fonction positive donnée par V, (z) = U(x) + 5 |x — ;97— ) Yp,roo €L

Cap,r,. sont des constantes positives explicites qui ne dépendent pas de zo et t.

Notons qu'il est également possible de donner des résultats de vitesse de convergence lorsque
Tew = +00 en utilisant des arguments de couplage a la diffusion dX; = —VU(Xt)dt + o(Xt)dBs.
Nous renvoyons a [16] pour plus de détails.

4.2.4 Régime explosif (1, = 0)

Nous étudions enfin la stabilité du systéme (4.4) lorsque la mémoire r est & longue portée,
ceci est traduit dans notre cas par limy, , o 1(t) = roo = 0. Le cas typique de telles mémoires
est le cas o1 k(t) = (1 +t)* pour « > 0 ou bien k(t) = e"*Y" avec 0 < & < 1.
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Potentiel sous-quadratique Nous avons obtenu un résultat assez précis dans le cas sous-
quadratique pour le potentiel U. Ce résultat est synthétisé dans le théoréme suivant.

Théoréme 4.2.3 Supposons qu’il eziste C tel que |[VU|> < C(1 4+ U) et Ay > 0 pour lequel
Tr(c*D?Uo)(x) = Ag > 0. Si 1 = 0 et pour t assez grand r'(t) + 2r?(t) = 0, alors quel que
soit z;

lim sup r(t)E[|X?|?] > 0.

t—+o0

En particulier, 1l eziste une suite (tn)n>1 telle que E[|XP|*] - +oo.

Ce théoréme s’applique en particulier pour le cas ol la pondération est uniforme sur tous
les temps passés avant t : Yy = 1]? Sé VU(Xs)ds. Ce résultat nous incite donc a penser que si
Pon utilise une dynamique moyennée avec une mémoire longue portée, il convient de diminuer
d'autant la volatilité pour rendre le systéme dynamique stable. Ce phénomene s’explique par
analogie avec le systéme physique (HBF) décrit en introduction puisqu’on peut ramener par un
changement de temps adéquat notre diffusion a une perturbation diffusion de (HBF). Pour plus
de détails, on pourra se rapporter a l'introduction de [16].

Cas quadratique Il est possible d'étre extrémement précis lorsqu’on suppose que U est
quadratique. Au vu du résultat obtenu dans la proposition 4.2.4 ii), on constate que lorsque
T — 0, la matrice de covariance devient « infinie »sur la coordonnée x et comme le processus
est (Xt, Yi)t>0 est gaussien, sa mesure stationnaire si elle existe ne peut qu’étre gaussienne, ce
qui ameéne a une infirmation de son existence.

Plus précisément, nous supposons que U(x) = x2/2, d = 1 et que la mémoire est polynomiale :
k(t) = (1 +t)* (ainsi, r(t) = «/(1 + t)). Toute I'information est alors contenue dans la donnée
de f(t) = E[X?],g(t) = E[Y?] et h(t) = E[X,Y,]. La formule d’'It6 montre que

f(t) = 1-2h(t)

On montre alors le résultat suivant.

Théoréme 4.2.4 Sid =1, U(x) = x?/2 et k(t) = (1 +1)* avec «x > 1/2, on a :
1) Quelque soit zg, (X{°,Y{%)i>0 est asymptotiquement centré.
11) Le processus (X%, Y{°)i=o0 satisfait

t
et EX? ~ ——— lorsque t — +o0.

X
lim EY? =
el 20 + 1

t—00 20+ 1’

)

t o

(\/Z(X l Xt, \/Z(X i ]Yt> =N N(0,1;) lorsque t— +oo.
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4.3 Cas particuliers d’équations de Fokker-Planck cinétiques

4.3.1 Modéle

Les propriétés intéressantes pour les diffusions moyennées (4.4) sont naturellement celles
qui guident les applications en optimisation donc le comportement lorsque le parameétre de
diffusion est petit ainsi que la décroissance de la norme [Py — po|12(,, - Plus précisément, il
est important de bien connaitre les constantes intervenant dans les décroissances exponentielles
notamment pour effectuer un recuit simulé. Les résulats obtenus dans [16] ne sont pas aussi bon
qu’espérés puisque nous avons des résultats uniquement en variation totale et les constantes
intervenant dans les vitesses ne sont pas forcément optimales avec cette équation cinétique
particuliere. Nous étudions dans [15] une situation mieux connue qui est I’équation cinétique de
Fokker-Planck. Ces équations sont définies au travers du semi-groupe (Py)i>o donné par

th = *VU.(V{) + Clth,

ol a est un parameétre positif et W; a nouveau un mouvement brownien standard. S’il n’est pas
possible de trouver un changement de variable linéaire qui permette de passer de (4.4) a (4.13) 4,
ces équations possédent du moins visuellement des similitudes fortes. J’ai donc été naturellement
amené & considérer le calcul le plus précis possible des normes |Pt — Hoollp2(,, )0 OU Ha désigne
la mesure stationnaire de (4.13) qui est ici explicite (contrairement a celle de (4.4)).

4.3.2 Calcul de la norme L?(u,)s pour U = 0.

Dans [15], nous donnons des résultats exacts de calcul de norme L% () pour le semi-groupe
de Fokker-Planck cinétique dans des cas trés particuliers.

Le premier modéle est réduit a T x R pour les coordonnées "position x vitesse” ou T :=
R/(2nZ). Btant donné a > 0, 'opérateur est alors

Lo = yox + a&fJ — Yoy, (4.14)

qui correspond au cas particulier initié a partir de (4.13) lorsque U = O et que ’espace d’état
en x est compact. Il est facile de voir que PE@ converge vers [lg = A ® Yo olt A est la mesure
uniforme sur T et gamma, est la distribution gaussienne centrée de variance a. Il est possible

d'obtenir aprés des calculs relativement techniques le premier calcul.

Théoreme 4.3.1 Pour touta>0ett>0, on a

(a) _ 1 —exp(—t)
IP¢ = MallL2(ue)o = max (exp(—t),exp [—a (t - Zm ) (4.15)

0U [r2(u ) €St ict la norme opérateur dans L2 (1q).

La technique de preuve consiste & décomposer assez naturellement le générateur [, sur une
base de IL%(11,) obtenue par tensorisation de la base des polynémes trigonométriques en x et des
polynémes d’Hermite en y. Nous identifions alors des sous-espaces orthogonaux (de dimension
infinie) stables par L,, notés formellement Vp'pZO et sur lesquels L, agit sous la forme d’une

matrice tridiagonale antisymétrique. A noter que c’est précisément cette nature antisymétrique

4. Dans le cas Gaussien, on peut au moins reparamétrer (4.4) en dX¢ = Yidt et dYe = —(X¢ + Ye)dt + dW,
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qui rend complexe le calcul de la norme opérateur de L, puisque les vecteur propres ne sont
alors plus orthogonaux.

La clef pour identifier les vecteurs propres et valeurs propres de L, sur chaque V), est de
décomposer I'opérateur en D +cqpS — cqpS* et utiliser alors I'algébre de Lie engendrée par D, S
et S* qui est de dimension 3. C’est cette propriété fondamentale qui permet le calcul complet du
spectre de [, dans ce cas précis qui est réel pour toute valeur de a, ainsi que de tous les vecteurs
propres associés. Plutdt que de détailler les calculs extrémement techniques®, attardons-nous
sur les conclusions numériques portées par le théoréme 4.3.1.

4.3.3 Comportement qualitatif, U =0

I1 peut étre intéressant de regarder le comportement de la norme décrite dans le théoréme
4.3.1 pour les temps petits et grands. Lorsque t — 0,4,

a
In (P~ el Lo, ) = 751+ o(1). (4.16)

Ceci montre que la norme décroit lentement initialement et la puissance 3 doit étre considérée
comme le premier ordre d’hypocoercivité de 'opérateur L. Par ailleurs, lorsque t tend vers +oc,

_ (a) _ [ at—=2+0(e"Y) ,sia<1
In (HPt P—a”]LZ()\)@) = { ¢ sia>1,

qui illustre la convergence a I'équilibre du semi-groupe (PEG))go. Cette borne est bien entendu

cohérente avec les bornes générales obtenues sur le systéme de Fokker-Planck cinétique mais
sont en réalité plus explicites. En effectuant une réduction d’échelle en temps et position, on
peut déduire du théoréme 4.3.1 un corollaire :

Corollaire 4.3.1 Pour tous a,c >0 et b e R\{0}, sz on définit
Lab,e := bydy + a@ﬁ — CYoy (4.17)

. . . . (a’b’c) L.
qut admet |q. comme mesure invariante, alors le semi-groupe (Py )i=0 vérifie

o ab? 1 —exp(—ct)
w20, P elor o - max (exp(ctexp |43 (e 2 o)),

En particulier, la vitesse de convergence exponentielle est donnée par

1 ] (avbyc) 1 abz
t»EToo 1 In (HPt - ua/cHEZ(ua/c)'@) = mu{c, 2 )

I1 est naturel de comparer cette vitesse avec celle du semi-groupe du noyau de la chaleur (QEQ))t>o
sur T généré par 'opérateur K, := a&i qui transmet a chaque temps la méme quantité a d’aléas
que le générateur L,y (o1 b e R et ¢ > 0 sont des paramétres que 'on peut régler librement).
Comme K, est auto-adjoint dans I.?(A) et admet a comme trou spectral, on a

vt=0, QY ~ A2y, = exp(—at).

Ainsi,si 'on devait choisir entre une procédure de Monte Carlo basée (QEQ))t>o ou une autre
utilisant (PEa’b’C))t>0 pour simuler la mesure uniforme A, il serait plus efficace de choisir la

5. A la limite de ’overkill selon certains relecteurs !
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simulation hypo-coercive avec ¢ > a et b/c > 1 et projeter sur la premiére coordonnée. Bien
entendu, cet exemple est uniquement illustratif puisque simuler un mouvement Brownien est
plus complexe que simuler une loi uniforme sur R et montre que des convergences a 1'équilibre
peuvent étre plus rapides pour des processus non réversibles que pour des générateurs peut
étre plus naturel en apparence et réversibles. Les travaux de [Diaconis et al., 2010a] ont montré
I’existence de situations similaires avec des chaines de Markov du second ordre.

4.3.4 Etude du processus Ornstein-Uhlenbeck hypocoercif.

Nous étudions ensuite comme second modeéle le cas d’un processus d’Ornstein-Uhlenbeck
hypocoercif défini sur R x R par le biais de

Lo :=yox + —axoy + 0§ —Yoy. (4.18)

La encore, la mesure stationnaire est explicite donnée par i, := v/ ® v1. Nous allons donc
étudier ’évolution du semi-groupe (ISEQ))J@O dans IL?({i4). La encore, 'idée est d’étudier I’effet
de [, sur la base de IL%(fi,) obtenue par tensorisation des polynémes d’Hermite en x et y. Nous
identifions a nouveau des sous-espaces orthogonaux stables par o notés formellement )7p ici et
sur lesquels 'opérateur posséde une décomposition similaire a ce qui est déja rencontré dans le
cas U = 0, a savoir D + (":a,pg — 6a,p§*, ce qui permet a nouveau 1'étude complete du spectre
de {, sur chaque f/p puis dans L%(fi,). Cette fois, le spectre change de nature selon que a est
inférieur ou non & 1/4 : si a < 1/4, le spectre est réel et [, est diagonalisable dans une base
(non orthonormée) de L?({iy). Si a > 1/4, la méme propriété est vraie mais le spectre n’est plus
réel. Enfin, si a = 1/4, I'opérateur n’est plus diagonalisable et posséde des blocs de Jordan de

tout ordre. On peut enfin étudier 1’évolution de la norme de ISEG) — {iq dans L2({ig).

Théoreme 4.3.2 Pour tout a>0ett>0, on a

1=y _4a)+t> , (4.19)

P~ fal 2o = Calt) exp ( 5

ow ||.| désigne la norme opérateur dans L%(fi,) et Cq(t) est donné par
- Siace(0,1/4), on note 0 := /1 —4a et

1-02 ;1 —e 20t 1 eft — 17
— —ot _ e—6t _ -2 _
Ca(t): e Ot + 202 (1—e 9" + > 1+e\/1+(e 1)( > .
- St a€e(1/4,+x), on note 0 :=+/4a — 11 et

Cat) = 1 14+ =10 (1o _ \ledt — 17 + 4fop2
oft) = 41+ S (10 =11+ y/le =17+ apop).

- Sia=1/4,

2

2
t t
Cql(t) := ]+?+t 1+(§>.

LA encore, si t > 0 tend vers 0, nous obtenons une décroissance de l'ordre de t* (voir [15]
pour les calculs précis) alors que lorsque t — +o0, la décroissance exponentielle est différente
selon que a est plus grand ou plus petit que 1/4. Il convient de retenir que si a > 1/4, la fonction
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Cq(t) est oscillante et posséde une période T, = 27t/+/4a — 1, ce qui entraine alors une pente
nulle dans la décroissance de HISE — ftal £2(;, tous les instants kTq, k € N. On peut également
étendre 1’étude précédente au cas du generateur

Iﬁ.a,byc,d = bydx — axdy + caﬁ — dyd,

qui admet figbc,d *= Yoc/(ad) ®Yc/a COMme mesure invariante. On obtient comme hypocoercivité

-2
vt =0, [p{ebed) Flab,e,d|L2(fig p.c.a)o = Cabjaz(dt) exp (1 — VA —24abd J+ dt) .
On peut comparer cette décroissance avec celle du semi-groupe (Qtabcd )t=0 engendre par
Kabcd = c&z — ‘{,axax qui injecte la méme quantité d’aléas par unité de temps que Labcd
et qui est réversible pour sa mesure invariante Yyc/(qq) (qui est bien sir la marglnale en x
de figp,ca)- Aprés changement d’échelle en temps et en espace, on constate que Kqpcq est
un processus d’Ornstein-Ulhenbeck dont le générateur a pour trou spectral da/b. Ainsi, la
décroissance exponentielle de (Qia’b’cm)t)o vers sa mesure stationnaire yy./(qq) €st da/b. Si on

choisit
a 1 ab
E<Z(]_ (1‘*ﬁ> )

on constate qu'il est plus efficace d’utiliser la premiere composante du semi-groupe

plutdt que (QEade))tzo pour simuler yy/(qq)- On obtient ainsi la méme conclusion que dans

le paragraphe précédent.

(P((lb ,Cy d))

=

4.4 Diffusion moyennée a petit parametre

Nous revenons désormais au cas de la diffusion a gradient moyenné (4.4) par I’étude des
petites perturbations aléatoires de ce systéme dynamique. Nous abordons notamment cette
problématique en étudiant la situation trajectorielle ainsi que la question plus délicate des
mesures invariantes. Dans cette étude, nous nous restreignons volontairement a la situation
Markov homogene correspondant au cas ot la fonction de mémoire est k(t) = e dans les
paragraphes précédents :

dX; = edW; — Yidt,
{ Lo e (4.20)

Rappelons que z désignera un couple (x,y) tandis que (Z{)i>o sera le processus couplé
(X{,Y{)t=0 avec un niveau ¢ de bruit associé a (4.20). Dans la suite, on notera v, 'unique mesure
stationnaire de (4.20) (sous I’hypothése 7 notée Hpypo) ainsi que (Pg(z,.) le semi-groupe associé
a (4.20) et enfin A® son générateur.

4.4.1 Grandes déviations trajectorielles

Bien entendu, ’étude limite de (4.20) lorsque ¢ — O est intimement au comportement du
systéme dynamique déterministe obtenu pour ¢ = 0 qui est défini par

{ X(t) = —y(b).
Y(t) = A(VUx(1)) — y(1)).
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Le lien sera déduit entre autres choses des solutions ”optimales” au probléme de contréle déja
mentionné pour obtenir la minoration de la densité p¢(zo,z). Si on définit sur R x R4 le champ
de vecteur de drift b(z) = (—y, A[VU(x)—y]), le systéme controlé consiste a étudier étant donnée
@ € H] (espace de Cameron-Martin) le comportement de z,, := (2, (t))i=0 et %y = (Z¢(t))t=0,
vérifiant

7y = b(zy) + (g’) et 7y := —b(3,) + (cg) : (4.22)

Notons que sous ’hypothése 10 notée (ﬁU) dans la section 4.2, on peut démontrer que les tra-
jectoires contrdlées n’explosent pas en temps fini. Par ailleurs, nous établissons dans un premier
temps un Principe de Grandes Déviations (P.G.D.) en temps fini, malgré la dégénerescence du
mouvement brownien sur y.

Proposition 4.4.1 Supposons que U satisfasse la condition (I:IU), alors pour tout z € R¢
et toute suite (z;)e=0 — z lorsque € — 0, le processus Z¢ = (X&), Y()) satisfait un P.G.D.sur
C(R,,R?Y) (muni de la topologie associée a la convergence uniforme sur tout compact). Son
tauz est ¢ 2 et la (bonne) fonction de tauz T, est définie pour toute fonction absolument
continue z = (z(t))i>o vérifiant z(0) = z par

1 ©
T.0z) =+ inf J 1o (s)[2ds.
2 pel]|z=z¢ Jo
En particulier, pour tout t > 0 et z € R??, (P{(z,.))e=0 satisfait un P.G.D. de vitesse ¢ 2
et de fonction de tauz 1, définte pour tous z,z2’ € R4 par
Li(z')= inf Z,(z) (4.23)

z€Z¢(z,2")

ot Zi(z,z') désigne les trajectoires absolument continues z menant z d z' en un temps t.

La difficulté principale de cette proposition consiste a établir le principe de contraction qui est
intimement lié a la propriété de non-explosion des trajectoires contrdlées. Cette non-explosion
en temps fini se démontre en établissant une perturbation du lemme de Gronwall sur la fonction
(de Lyapunov) £(x,y) = U(x) + |y|?/(2\. Remarquons que c’est également un cas d’application
des extensions du théoréme de Schilder démontrées dans [Azencott, 1980].

4.4.2 Grandes déviations extraites de (V). .o

La propriété de grande déviation sur les mesures stationnaires (v.). .o dépend ensuite de
plusieurs conditions. La premiére condition a satisfaire est celle de propriété de tension expo-
nentielle pour la suite de mesures. Cette propriété s'établit en étudiant les moments des temps
d’entrée dans les compacts du processus (Z{)i>o lorsque ¢ — 0. Ces temps d’entrée s’étudient en
utilisant encore une fois une fonction de Lyapunov. La encore, pour obtenir cette propriété de
tension, la fonction usuelle évoquée précédemment £(x,y) n’est pas suffisante et il faut utiliser
une fonction contrélant globalement sur les coordonnées x et y de (4.20). L’astuce pour cela
consiste a utiliser non pas V(x,y) introduite dans (4.11) mais la fonction

VE(x,y) = exp (5872\/1)(7‘)9)) )

et d'opérer un calibrage adéquat des coefficients d et p afin d’obtenir une propriété de contraction
du type
ASVE < de (B — aVP).

I1 est alors possible d’obtenir le résultat suivant.
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Proposition 4.4.2 S: U satisfait (I:IU), alors il eziste un compact B de R?Y, tel que le
temps d’atteinte t. de B vérifie :

i) Pour tout compact K, limsup, ,,sup,cx E.[(T¢)?] < cc.

S
i) Il eziste & > O tel que pour tout compact K, limsup,_,, Sup,cx Sup; EZ[\ZEEA)TJTZ]EZ < 0.
iil) Pour tout compact K tel que K n B = ¢, liminf,_,oinf,cx E [t:] > O.

On peut alors en déduire le résultat principal de cette partie qui établit un P.G.D. extrait
et donne une équation de Hamilton-Jacobi vérifiée par toutes les fonctions de taux.

Théoréeme 4.4.1 Si U satisfait (Hy), alors (Ve)ee(o,1] est ezponentiellement tendue. De
plus, pour toute sous-suite (en)nen pour laquelle (Ve )nen Satisfait un P.G.D.® de tauz
e;z, la fonction de taurz W vérifie

t
VE>0 VzeRIxRY  W(z) = inf BJ 12+ W(z,(1))] . (4.24)
QE Hg) 0
zo(0) =z

Ce théoréme ne donne qu’un résultat partiel pour l'existence d’un P.G.D. pour la suite
(Ve)e>o puisqu’il n’est pas clair que les fonctions de taux obtenues a partir de (4.24) soient
toutes identiques. En effet, 1'équation d’Hamilton Jacobi (ici présentée sous la forme contréle
optimal de la programmation dynamique) ne posséde pas nécessairement une propriété d’unicité
de ses solutions assurant alors l'unicité du W limite. L’objectif du paragraphe suivant est de
donner des hypothéses suffisantes pour obtenir un tel P.G.D. le long de n'importe quelle sous-

suite (€n)nen-

4.4.3 Estimées de Freidlin & Wentzell

Equilibres du champ de vecteur L’hypothése fondamentale a ajouter pour comprendre le
systéme dynamique défini par (4.4) est la suivante.

Hypothése 11 (Hp) L’ensemble des points critiques de U est discret (et donc fini), et la
Hessienne de U est inversible en ces points critiques.

On notera par la suite {x],...x;} 'ensemble des points critiques de U. La propriété élémentaire
suivante permet d’identifier les équilibres du systéme dynamique (4.21) utilisant le champ de
vecteur +b.

Proposition 4.4.3 Sous I’hypothése (Hp), les équilibres de (4.21) sont les éléments {zj,...,z[} :=
{(x7,0)y...,(x1,0)}. Les points stables sont ceuz tels que x; est un minimum (local) de U.

Sous cette hypothése (Hp), il est possible d’étendre 1'’équation (4.24) a l’horizon infini,
c'est-a-dire toute bonne fonction de taux W est en fait solution de :

1 (.
Vze R4 x RY  W(z) = ]Illiiile ] inf [EJ; ¢+ W(zf)] . (4.25)
T e eH,
{Z@

(0) =z, zy(+w0) =2z

6. Une telle suite sera dite LD-convergente
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La démonstration de ce résultat s’appuie uniquement sur des arguments dynamiques du champ
de vecteur +b, non explosion des trajectoires en temps infini, compacité des trajectoires et
ensembles w-limite. En particulier, la démonstration de (4.25) ne propose aucun argument pour
assurer 'unicité de W. Cependant, la chose importante qu’on peut lire dans cette formule (4.25)
est la dépendance exclusive de la fonction W définie sur RY x R¢ & seulement ses valeurs W(z})
en les points d'équilibres de +b. C’est précisément ces valeurs W(z!) qui sont données par le
biais des estimées de Freidlin & Wentzell.

Théorie de Freidlin & Wentzell L’idée est de s’appuyer sur une expression explicite des
mesures invariantes (v¢).>o au travers de la chaine squelette qu’'on peut former en utilisant les
temps d’atteinte et de sortie dans des voisinages de ces points d’équilibres. Nous étendons cette
formule donnée dans [Has'minskii, 1980] (et dont I'utilisation est une des clefs de la théorie de
[Freidlin and Wentzell, 1984]) a notre situation hypo-elliptique en utilisant des arguments de
contrdle de trajectoire qui assurent que la représentation squelette de v, est finze.

o ‘
(T
* Z,€
Z'I T (ag)
" * * i
o) 7z Z )92 3 /93
Z T2(99)

B(z7, po

)

FIGURE 4.1 — Représentation des voisinages g; des points d’équilibres et du processus (Z7)i>o,

la chaine squelette correspond aux transitions Zi’f(ﬁg) — Zi’;(ag) qui appartient a ulegi.

Proposition 4.4.4 Si {i. désigne la mesure invariante de la chaine squelette définie sur
uf:1gi, alors la mesure définie pour tout borélien A de R4 x RY par

. T1(g)
1) = [ @R [ Lzeends

0g 0
est une mesure invariante finie proportionnelle a la distribution invariante v..

Puis nous montrons que les estimées de Freidlin & Wentzell s’appliquent a notre cadre pour
la chaine squelette. On définit pour deux points &; et &, le coiit de contrdle optimal en temps T

. 1 (7.
Ir(er, &) = inf 5 | leePkas,
ONS Hg) 0

2¢(0) = &1,2¢(T) = &
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et le colit de contrdle optimal I(&;,&,) := infy>( I1(&1, &2). De méme, on définit

T/*x _* : : 1 T . * * *
I(zi,zj) = %I;%lnf {ZL |(P(S)|2d5> ¢ e Hé,z(p(O) =zi,2¢(T) = z;,Vs € [0, T], Z(z{,s) ¢ Uk;éi,jgk} .

I1 est possible en utilisant le P.G.D. trajectoriel en temps fini et la controllabilité exacte locale
au voisinage des z; d’encadrer les probabilités de transition de la chaine squelette par I lorsque
¢ est petit (voir [21] et [Freidlin and Wentzell, 1984]) . Nous démontrons ainsi le résultat suivant

Proposition 4.4.5 Si on suppose que U satisfait les hypothéses (Hp), (Hy) et (Hayp),
alors :

i) Pour tout couple (i,j) € {1...¢}?, T(z{,zj*) < +oo et tous les voisinages g commu-
niquent en une étapge par la chaine squelette.

il) De plus, pour tout vy > 0, il eziste py et p; (tailles des voisinages des z! dans la

chaine squelette) tels que 0 < p; < po et pour lesquels lorsque ¢ est assez petit on a

~

VA,j) e {1...0 Vxedg  0<e© MEHN ey agy) < e MEH,

4.4.4 Principe de Grandes Déviations pour (V).

L’estimation précédente permet de donner un encadrement précis de la mesure stationnaire
pour la chaine squelette au travers de la notion d’{i}-Graphes. Rappelons rapidement que pour
tout i e {1,...,¢}, on note G(i) I’ensemble des graphes orientés de sommets {zj,...,z;} tels que

(i) Tout sommet z§ # z{ est le point de départ d’exactement une aréte.

(ii) Le graphe ne contient pas de cycle.

(iii) Pour tout zy # z{, il existe un (unique) chemin composé d’arétes orientées démarrant

a z].* et menant a z;.

Enfin, l'utilisation de ’estimation de . pour la chaine squelette déduite de la proposition
4.4.5 conjuguée a la formule de reconstruction de v, donnée dans la proposition 4.4.4 permet
alors de conclure le résultat suivant.

Théoréme 4.4.2 Sous les hypothéses (Huypo), (Hp) et (Hy), pour toute suite (e,) LD-
convergente, la fonction de taur W associée vérifie

Vie{l...¢} W(z{):g?gi(ril) D I(Z;,z;):g?gig) Do Mz, zh). (4.26)

(zm—zh)eg (Zm—zh)Eg

Par ailleurs, W est définie de maniére unique ezplicitement par (4.26) et
a d . . L N
Vze R x R W(z) = min inf = o+ W(zZ)) |,
T<i<t 1 2 Jo
¢ € H,
{2@(0) =2,%,(+0) = z{

et (Ve)eso satisfait un Principe de Grandes Déviations.

4.4.5 Quasi-potentiel pour une fonction double-puits

Si ’étude du quasi-potentiel W donné dans le paragraphe précédent dans le théoréme 4.4.2
est simple dans le cas o U est convexe, c’est loin d’étre dans la situation générale. Nous
étudions un cas particulier illustratif pour une fonction définie sur R présentant un double
puits. Typiquement, le potentiel U est ressemble a la fonction donnée dans la figure 4.2.
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F1GURE 4.2 — Exemple de double puits U avec 2 minima x; < x; et un maximum local x*.

Il s’agit donc d’évaluer le quasi-potentiel associé au P.G.D. dérivé du processus (4.4), et
ici son expression formelle est simple & calculer au sens ol seulement les coiits de contrdle 12
de z] := (x1,0) & zJ := (x2,0) sont & évaluer de par la simplicité des i-graphes ici. Sans perte
de généralités, on peut supposer U(x;) < U(x;) et 'idée est de calculer une minoration de
W(z3) = I(z],z;) ainsi qu'une majoration de W(zy) = I(z3,27).

Majoration et minoration dans la situation ”standard” Dans la situation ol l'on
considere le probleme de contrdle non dégénéré z = —VU(z) + ¢, on constate que le choix
@(z) = 2VU(z) est un choix qui permet d’amener la trajectoire d’'un minimum local x; & un
maximum local x* avec un colit égal a 2[U(x*) — U(x;)]. Ensuite, un argument de continuité
de la fonction de coiit permet d’obtenir une trajectoire de cofit identique entre x; et x,, ce qui
permet d’obtenir facilement que

I(x1,%2) < 2[U(x") — U(x1)].

Par ailleurs, un raisonnement simple permet de donner une minoration en remarquant que pour
toute trajectoire (z{);>o menant de x; & x, passe nécessairement par x*’

§)? = |2+ VU = 2(2, VU(2)).

et on minore & nouveau facilement le colit de contrdle par 2[U(x*) — U(x1)].

Majoration et minoration dans la situation du gradient moyenné En réalité, on peut
étendre ces résultats aux vecteurs de drift un peu plus généraux (voir les travaux de [Sheu, 1986]
par exemple) mais le probléme est ouvert en ce qui concerne un drift général donné par b(x,y) =
(—y,A(VU(x) —y). Afin de trouver une trajectoire permettant de passer de z3 a zj, nous nous
inspirons de la méthode utilisée dans le cas standard en choisissant de ”"remonter” 1’équation
différentielle dans le temps, ceci se traduisant par une équation différentielle

1 t
dX = 57 | AeMVU(X()ds. (4.27)
e Jo

7. En dimension supérieure, il faut considérer 1'élévation minimale pour traverser la "coline” entre x; et x;
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Comme le contrdle ¢ n'agit que sur la premiére coordonnée, il est naturel de choisir ¢ = 2y
qui abouti alors a I’équation différentielle (4.27). Cette méthode permet alors d’exhiber une
trajectoire ayant un cofit identique au cofit optimal dans le cas standard.

Proposition 4.4.6 Pour un potentiel double-puits décrit précédemment, on a
W(z7) = I(z3,27) < 2[U(x") — U(xz)].

La minoration de W(z;) est nettement plus délicate et peut étre abordée en considérant des
trajectoires contrdlées dont les contraintes agissent sur x et y, ou bien en se restreignant aux
contrdles n’agissant que sur x en gardant en mémoire 1'inégalité :

. : 1 (7. , 1 (7. .
It(z7,25) = inf Ef |(p(s)\2ds > inf EJ |(p(s)|2 + \1l)(s)|2ds
¢ € Hy ° ¢, € Hy °
zo(0) = 2] Zp(0) = 2]
zo(T) = 25 Zou(T) = 25

ou z, ., désigne la trajectoire controlée sur x et y par ¢ et \. Nous ne décrirons ici que I’approche
utilisant les controles ”dégénérés” n’agissant que sur x, I’autre méthode se trouvant dans [21] et
imposant moins de contraintes sur U mais donnant naturellement de plus mauvaises minorations.
Etant donnée une trajectoire controllée par ¢ quelconque, on écrit que

9% =[x +y|* = %% +y* + 2%y,

et on cherche a minorer cette forme quadratique en x, yetx par la dérivée le long de la trajectoire
z, d'une fonction de x et y. Ce principe est donc le méme que dans I'approche standard lorsqu’on
utilisait |@|? > 2(z, VU(z)). Il s'agit donc de trouver une fonction £(x,y) vérifiant

X2 +y? + 2%y = (VL(x,y), (%, 7). (4.28)
La fonction £ retenue est alors de la forme

La,ﬁ,y(x)y) = (XU(X) + BUZ/Z - Y‘Jul(x))

et il est frappant de constater que cette fonction peut servir a la fois a la compacité en temps
long du processus stochastique mais aussi & minorer le cofit > de contréle entre deux points zi
et z3. On obtient alors le résultat suivant.

Proposition 4.4.7 Pour tout o € [0,2], ul eziste m(x,A) ezplicite tel que |U'[n < m(ex)
entraine qu’on peut choisir B(«) et y(«) pour que (4.28) soit vraie. Pour un tel choiz, on
a alors

Ir(zi,23) = a[U(x") — U(x1)].

On constatera que cette proposition ne permet pas de minorer le cotit I1(z],z3) par un facteur
supérieur a 2 devant 1'élévation de U, ce qui est cohérent avec le résultat de la proposition
4.4.6. Ces deux dernieres propositions associées au théoréme 4.4.2 permettent alors d'énoncer le
résultat final de concentration de la mesure v, sur le minimum global de U.

Théoréme 4.4.3 Sous les hypothéses (Hauypo), (Hp) et (Hy), si U est un potentiel double

puits réel décrit plus haut tel que U(xq) < U(xz) vérifiant |U'|, < m (2%,?\), alors

lim v, = 64

1°
e—0
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Admissible value of o for A=1

——— Elliptic control
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FIGURE 4.3 — Evolution de « coefficient devant 1'élévation de U en fonction de |U"|,, pour
différentes valeurs de A.

Notons que lorsque A devient grand, le systéme de gradient moyenné utilise alors une mémoire
a plus court terme et la borne sur |U'|,, dans le résultat précédent devient de plus en plus
permissive. On constatera que ce phénomeéne est illustré par la Figure 4.3 qui présente pour
plusieurs valeurs de A ’évolution de o coefficient devant 1'élévation U(x*) — U(x;) en fonction
du [U0...

4.5 Elargissements

4.5.1 Hypo-coercivité du gradient moyenné et Recuit simulé

Le premier développement concernant le processus de gradient moyenné auquel on peut
penser est la question d’une majoration de la norme dans L?(v). Ce point est resté en suspens
dans l'avancée de mes travaux puisque les résultats énoncés dans ce mémoire ne concerne que
des vitesses en variation totale utilisant les techniques de [Down et al., 1995]. Il est tout a fait
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envisageable ce résultat & un résultat plus fort en norme L? par exemple. Une stratégie pour
obtenir ce résultat serait, tout en exploitant un peu plus la fonction de Lyapunov, d’obtenir une
inégalité fonctionnelle donnant un lemme de Gronwall, stratégie déja exploitée dans le cas de
I’équation de Fokker-Planck cinétique (voir par exemple [Villani, 2006]). Cette méthode repose
sur une inégalité de Poincaré pour la mesure stationnaire qui est explicite dans la situation
particuliere des équations de Fokker-Planck cinétiques (ce qui n’est pas le cas pour le processus
de gradient moyenné sauf dans le cas gaussien).

Apres avoir établi un tel résultat d’hypo-coercivité en norme L?, il serait raisonnable de
poursuivre 'étude de ce gradient moyenné en définissant un vrai algorithme de recuit simulé,
¢ devenant une vraie fonction de t évanescente. Des expérimentations (non présentées ici) ont
établi qu’il était possible d’utiliser un schéma de température ¢(t) = c/logt et d’obtenir une
convergence du processus (Zi(t))
potentiel double-puits sous réserve d’une ”"bosse” suffisament proéminente entre les deux puits
(voir condition du théoréme 4.4.3). De plus, nous avons plusieurs indices numériques qui laissent
penser que la constante ¢ peut étre choisie inférieure a la constante limite dans le cadre du recuit
simulé standard. Enfin, l'optimisation en A pour l'algorithme de recuit sur le gradient moyenné
semble importante. Tous ces points sont pour le moment sans réponse.

t>0 vers le minimum global du potentiel U dans le cadre d'un

4.5.2 Controlabilité du systéeme moyenné

Une autre question intéressante concerne I’étude de la nature exacte des résultats de controlabilité
qui peuvent étre obtenus sur le systéme 4.22. Nous démontrons dans notre étude que sous
des hypotheéses de non dégénérescence autour des points critiques de U, et des conditions
de croissance en l'infini, la contrdlabilité approchée est vraie. Si la condition de croissance
sur U semble inévitable, il n’en est pas de méme pour I’hypothése de non dégénérescence et
on pourra consulter [Coron, 2007] pour de nombreux maniéres de contourner la méthode de
Linéarisation de Kalman, telles que les conditions de Sussman, et des méthodes de points fixes
peuvent également donner des résultats de contrdlabilité exacte (voir par exemple les travaux
de [Beauchard and Zuazua, 2009]).

Enfin, 'implémentation de méthodes numériques permettant de calculer la fonction quasi-
potentiel W est encore a faire. Une collaboration naissante avec des spécialistes de théorie du
contréle nous a amené a considérer le principe du maximum de Pontryagin comme brique de
base afin d’obtenir des méthodes de simulations.

4.5.3 Simulation par méthodes non réversibles

Les conclusions apportées par le paragraphe 4.3 sont qu'il peut étre avantageux d’utiliser
des méthodes d’ordre 2 (chaines de Markov d’ordre 2, équations cinétiques) afin d’obtenir des
résultats de convergence a l'équilibre plus rapide qu’une simple dynamique d’ordre 1. Ceci, bien
slir, n'est pas vrai en toute généralité et mériterait d'étre étayé au moins par de nombreux
exemples génériques, ce qui n’est pas le cas pour le moment en regard des conclusions tres
partielles obtenues sur le modéle de Fokker-Planck cinétique.

Si un tel phénomeéne était avéré, il aurait alors de nombreuses conséquences intéressantes
pour des algorithmes stochastiques utilisant une phase de simulations de lois, notamment les
algorithmes bayésiens et autres méthodes d’optimisation stochastique utilisant une phase de
simulation Monte-Carlo.
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