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Diagonalisation
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Quelles notions faut-il bien comprendre ?

Une matrice est un tableau de nombres
avec des regles de calcul a maitriser :
[matrice].[matrice], [matrice].[vecteur]

La définition d’'une base

La définition d’'une matrice dans une base donnée
Ex : symétrie, projection, rotation

Le changement de base

3/106



Opérations sur les matrices

Définition (simpliste) :
Une matrice est un tableau de valeurs
(généralement les valeurs sont dans R (ou()).

Définition (plus précise) :
Lensemble des matrices A ayant n lignes et p colonnes sera
notée Myp(R) (tableau rectangulaire a np éléments de R). On

note
A e Mnp(R)

Notation : | N
On note aj le /€M€ élément de la M€ ligne.
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Notation
]}:acriture de la matrice A

ayy a2 - ayj o ap
A= | ai ap - a - ap |=aj
dnt @p2 -+ dpj - app

Lindice i correspond a la ligne
Lindice | correspond a la colonne
aj; est un eélément de la matrice

Vecteur et matrice carrée:

e Une matrice ayant 1 colonne (p = 1) est appelée vecteur.

e Une matrice telle que n = p est appelée matrice carrée
on note A € My(R))
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Matrice Identitée

Matrice Identitée
La matrice identitée est une matrice carrée remplie de 0 avec
des 1 sur la diagonale (a; =0sii#jeta;=1sii=))

10
0 1
00

- O O
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Transposition

Définition :
Soit A € Myp. On appelle transposée de A notée !A la matrice
B € Mp, définie par

bj=aj 1<i<p,1<j<n

e !Aapour lignes les colonnes de A et pour colonnes les
lignes de A

e Pour une matrice carrée cela revient a faire une "symétrie"
par rapport a la diagonale

Propriétés :
° t(tA) =A
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Transposition - Exemple

~N A=
o O N
© o w

) alors tA

w N =

o O~

© 00
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Matrices particulieres

Définition :

e Adiagonale : g; = 0 lorsque i # j.

e Atriangulaire inférieure (resp. supérieure) :
aj = 0 lorsque i < j (resp. i > j)

e Asymétrique : A= A.

Ex:

Ex :

Ex :

o —= 010 =200 =

ANDOO-=2NDNOONO

N O NOONOO
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Opérations sur les matrices
e Dans ce qui suit nous allons voir comment effectuer des
opérations sur les matrices

e Si on note A une matrice et X un vecteur que signifie

A+ B, AA, A.B, A

Attention, certains calculs sont impossibles !!!

e Les automatismes permettant de faire les calculs sont a

connaitre parfaitement
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Laddition

Définition :

o [aj] + [by] = [aj + by]

Les deux matrices doivent avoir la méme dimension
(méme nombre de lignes et de colonnes)

Propriétés :

e A+B=B+A =il existe
e (A+B)+C=A+(B+0)

e June élément neutre : O matrice nulle. A+ O=A

e June matrice opposée : A+ (—A) = O avec —A = [—aj]
Propriétés :

e (A+B)='A+'B
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Laddition - Exemple

o 01 N

)

P
N A =

10 20 30
40 50 60
70 80 90

)|

11 22 33
44 55 66
77 88 99

|

12/106



Produit par un scalaire A

Définition :
° A[a,-j] = [)\a,-j]

Propriétés :

o MA+B)=)A+)\B
e AN+ u)A=XA+ A
o AMpA) = (An)A

Propriétés :
o (M) = A('A)
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Produit par un scalaire - Exemple

!

N Ao
® 01N

3 10 20 30
6 | =| 40 50 60
9 70 80 90
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Produit de matrices (suite)
Propriétés :
e Ac Mgn, BE Mpp = C = AB € My, m

n R —
: ]
cj =Y akby A
k=1 : ©

Remarques pratiques importantes:

e Dans le produit AB, le nombre de colonne de A doit étre égal
au nombre de ligne de B N

e ¢jj s'obtient en multipliant élément par élément la *M€ ligne

de Apar la jiéme colonne de B et en faisant la somme des
produits obtenus

* cjestle produn scalaire du i®M€ vecteur ligne de A parle
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Produit de matrices

air a2 - - am
a1 az - - @am
am dan2 - - Aamm

B
b1 by bip
bo1 by; b2p
bm1 bmj bmp
Ci1 Cip
C,'/'
Cni Cnp
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Exercice : Produit de matrices

Effectuer le produit matriciel AB suivant

2 -1 -2
A—“ _022] B=|4 1 3
1 2 1

Le produit BA est-il possible ?
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Exercice : Produit de matrices

Effectuer le produit matriciel AB suivant

2 -1 -2
A—“ _022] B=|4 1 3
1 2 1
Correction :
-3 3 -5
AB_[1O 0 6]

Le produit BA est-il possible ?
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Produit de matrices (suite)
Propriétés :

o (AB)C = A(BC)

o A(BB+C)=AB+AC et(A+ B)C = AC + BC

o (AA)B = A(\B) = \(AB) = A\AB

IA= A et Al = Aou | est la Matrice Identitée

o {(AB) ='B'A
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Attention au produit
ATTENTION:
Le produit de deux matrices n’est pas

(en général) commutatif

Exercice :

AB - BA

Calculer les deux produits matriciels AB et BA pour

’
Correction: A= [ 1

2

AB:[2

B

]
]

2 o]
[z 2]

BA
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Déterminant d’'une matrice (signification concrete)
Définition:
e Soient 2 vecteurs du plan U et V qui déterminent un
parallélogramme.
e Le déterminant, noté det(U, V) est I'aire du parallélogramme
affecté du signe — si le trajet de U a V se fait dans le sens des
aiguilles d’'une montre.
e Si U a pour coordonnées (a, b) et V pour coordonnées (c, d)
on notera

v

— det(U, V) u

T o
QO
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Déterminant d’'une matrice (Propriétés graphiques)

Propriétés:

= ad

(@)
QO

det(U, V + \U) = det(U, V)
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Déterminant d’'une matrice (Propriétés graphiques)
Propriétés:

L'additivité de I'aire implique
det (U, V + W) = det (U, V) + det (U, W).
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Déterminant d’'une matrice (Propriétés graphiques)
Extension:

W

index

o det(U,V,W)

majeur

0]

e Si U, V et W sont dans le sens (majeur, index, pouce) de la
main gauche alors le déterminant est +.

e Le signe est donc changé si on échange deux des vecteurs.
24/106



00008000000

Déterminant d’'une matrice (abstrait mais général)

Définition : (Par récurrence)
e Dans M, :
a agpe

= a1 — axarz
dpy a2

e Dans Msj :
Développement par rapport & une ligne (ex: 1ére)

ayr a2 a3 Qs
an ap as |=(—1)"ay 83 ass
as1 dz2 ds3
142 a1 do3 143 azy a2
(—1)( + )812 + (—1)( + )813
az1 ds3 as1  asz
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Déterminant dans Ma3

Développement par rapport a une colonne (ex: 2ieme)
a2 a
81 8 a3 | = (*1)(1+2)a12
a3y dz2 ds3

242 apy  as
(—1)F P ag,
dsi  dasg

a1 daz3
az1 ds3

ai as

_1 (3+2)a
+( ) %2 ar{ a3

az1 daz3

Définition : (—=1)(1+2)
(=1) as1 ds3

cofacteur associé a aqo - - -

Généralisation : en dimension. supérieure par récurrence
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Déterminants (suite)
Propriétés :
o det(A) = det('A)
e det(AB) = det(A)det(B)
o det(A) = det(‘A)

¢ la fonction déterminant est linéaire par rapport aux éléments
d’une ligne (col.)

= det(AA) = \"det(A)

e Echanger 2 lignes (col.) change le signe du déterminant
e Le déterminant est inchangé si on ajoute a une ligne (col.)
une combinaison linéaire des autres lignes (col.)
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Calcul pratique de déterminants

Faire apparaitre des 0 dans la ligne (ou col.) choisie pour le
développement :
e en ajoutant a la ligne (ou col.) des multiples convenables des

autres lignes (ou col.)
e Attention : on doit toujours conserver au moins une ligne (ou
col.) inchangée

Propriété :
Si la matrice A est triangulaire (ou diagonale)

det(A) = ay1a22--- ann
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Exercice : déterminant

Montrer que le déterminant det(A) de la matrice A est nul

b 2 3b+4

a1l 3a+2
A=
c 3 3c+6
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Interprétation (déterminant)
e Partant d’une application linéaire de R® dans R°,
on lui associe la matrice A (de dimension 3 x 3) alors det(A)
représente la mesure du volume du parallélépipéde construit
sur les trois vecteurs colonnes (soit le produit mixte de ces trois

vecteurs)
ait 12 a3

e Pour A= do{ 922 Aao3 = (V17 Vg, V3) ou
dsy 32 ds3

ai a2 ais
Vi aq |, Vo= ax |etVa=| ax | alors
asz4 sz asa

det(A) =V (V2 A V2)
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La regle de Sarrus (uniqguement pour les matrices 3x3)

@

e b b’ b”

Regle de Sarrus :
on recopie les deux premiéres lignes du déterminant
sous celui-ci, puis on additionne les facteurs verts
et soustrait les facteurs rouges.
Autrement dit, le déterminant est égal & : 31/106



Inversion d’'une matrice

Définition :
A est inversible si et seulement si il existe une matrice notée
A" telle que

AATT=ATTA=Id

ou /d est la matrice identitée.

Théoréme :
A est inversible si et seulement det(A) # 0
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Inversion d’'une matrice (suite)

Théoreme :

t
[matrice des cofacteurs]

Pour obtenir I'inverse de A on divise par det(A) la transposée
de la matrice des cofacteurs
Autre méthode plus importante (en pratique):

Méthode de Gauss
qui sert aussi a résoudre les systemes linéaires
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Exercice : Inversion d’'une matrice

1 -2 2
Calculer 'inversede A= | 3 —1 5
{ 1 2 3 ]
Correction : det(A) = 9, la matrice des cofacteurs vaut

~13 10 -8
4 1 1
7 -4 5

o=

13 -4 7
10 1 -4 | douA'=
-8 1 5
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Méthode de Gauss

— O O —

—

- O O - O O - O O
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Méthode de Gauss (suite)
0

L = 1@ —2
L& _ @ >
L:(33) _ ng) -3
L1 © »
L~ O q
4 _® -
L = 1§ 3
L(5) L(4) 1 1
L(5) _ L(4) 3 -2

[y

—




Méthode de Gauss (suite)

Etapes de la méthode de Gauss
1- Faire apparaitre | 1| en Ligne 1 (L4), Colonne 1 (Cy) (pivot-1)
2- Utiliser pivot-1 pour faire apparaitre des 0 en dessous
— On a obtenu la 1ére colonne qui ne changera plus
La 1ere ligne sera modifiée par la suite mais
ne sera plus utilisée pour modifier les autres lignes
3- Faire apparaitre un |1 |en L, C, (pivot-2)
4- Utiliser ce 1er pivot pour faire apparaitre des 0 en dessous
5- Faire apparaitre un |1 |en Lz, C3 (pivot-3)
6- Utiliser ce 3ieme pivot pour faire apparaitre des 0 en dessus
= On a obtenu C;3 (elle ne changera plus)
7- Utiliser le 2iéme pivot pour faire apparaitre le dernier 0
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Méthode de Gauss (Pivot = 0)

« Si un pivot est égal a 0, on permute cette ligne avec une autre
¢ Si il apparait une ligne compléte de 0, c’est que la matrice est
non inversible

(son déterminant est nul).
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Matrice Inversibe

Théoreme :
Ainversible < les vecteurs colonnes (respectivement lignes)
sont linéairement indépendants

Propriété :
Si A et B sont inversibles alors AB est inversible et

(AB"' =B A"

Définition :
A matrice orthogonale si A~' =t A (en général A~ #£! A)
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Exercice : Matrice Inversible

Soit la matrice A suivante

e Calculer A? A2 — [

o Vérifier que A%> = 2A + 8/
e En déduire A~'
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Déterminant (Complément)

Propriétés :

—1 _
det(A™") = det(A)
e Les déterminants de 2 matrices semblables sont égaux
A et B sont semblables s’il existe une matrice P inversible telle
que B= P 'AP
Remarque : Si on note B = A~ on peut voir que

det(Cy, - ,Cj_1,€),Ciy1,---, Cp)
det(A)

bj =

ol e (que des 0 et un 1 & la j®M€ place) se trouve a la place
du "®M€ vecteur colonne de la matrice A
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Systemes d’équations linéaires

Théoréme :
Soit un systeme de p équations a ninconnues

AX=b

an Xy + -+ aipXn = by

ap1Xy + -+ aonXn = bp

Théoréme :
Pour b =0, i=1,---,p (on parle de systéeme homogene)
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Systemes d’équations linéaires (suite)

Déf|n|t|0n . (non vu dans ce cours)
e Si n > pon par le systeme sous-déterminé
e Si n < pon par le systéme sur-déterminé

Théoreme :

Si n = ple systéme homogene (b = 0) n"admet que la solution
triviale 0

<= le systeme posséde une unique solution

<= det(A) # 0 pour A matrice associée au systéme

<= Aestinversible
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Systémes d’équations linéaires (complément)

Systéme de Cramer :
On parle de systéme de Cramer quand n = p et det(A) # 0.
Dans ce cas la matrice A est inversible et X = A~'b

Méthode de résolution :
On passe par A~! (si possible !!l), Méthode de Gauss, - - -

Remarque :

o det(cy,-,Ci_1,b,Cj1,+,Cn)
On montre que X; = det(a)

avec det(A) = det(C, -+, Cj_1,Cj, Cjs1,- -+, Cn)
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thode de Gauss apph uée aux systémes
esolu‘uon du systeme . LE : GAUSS.MWS

Xy +2x =5 120 Xq 5
2x43Xp+2x3=4 — | 2 3 2 X2)(4>
2X2+X3— 0 2 1 X3 2
Xq 5 X1 1
0—12 X2)(6><:>(X2)<2)
0 0 5 X3 -10 X3 -2

e On effectue les mémes opérations que celles réalisées pour
inverser une matrice par la méthode de Gauss (pivots).

e Il nest pas nécessaire de faire apparaitre la matrice Identité,
on peut s’arréter a une matrice triangulaire.

e Avoir conscience que les éliminations de Gauss sont celles

faites pour résoudre un systeme sans les matrices
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Elimination de Gauss (démo)

e A quoi correspond I'élimination de Gauss réalisée pour
inverser une matrice A ?

e On résout 3 systémes linéaires en méme temps.
Quels sont ils ?

1 0 0
eAX;=| 0| A=|1] A6=]|0
0 0 1

e Pour les 3 systemes les éliminations de Gauss sont les
mémes.

e Que représente la matrice (X; Xo X3) ?
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Taille des systémes en pratique

e En pratique, les systemes linéaires résolus matriciellement
sont de trés grande taille

10% x 108 (plusieurs millions d’équations)

d’ou l'importance de l'ordinateur - - - o lllustration : La

méthode des éléments finis (ingénierie)
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Notations

Notations dans ce qui suit :
e R pourra étre remplacé par@, on notera K
trés souvent E = R? ou R°
("K" pour les constantes, "E" pour le plan ou I'espace)

e Vestun élémentde E

¢ YV signifie «— pour tout

e 7 signifie <— il existe

¢ * dans les titres indique des compléments de cours
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Structure d’espace vectoriel
Le corps K (K = RouQ) est le corps des scalaires.

Il est muni de deux lois:
e laloi "+" (loi de composition interne)
e laloi "." (loi de composition externe)
avec les propriétés usuelles connues

Définition :
e Un ensemble E (non vide) muni de deux lois vérifiant
certaines propriétés sera appelé espace vectoriel sur K

e Onle note (E, +,.)

e Ses éléments sont appelés vecteurs 491106



* Espace vectoriel (e.v.)

Définition : (E, +,.)

Un ensemble E est un e.v. sur R(ou() si et seulement si

e Propriété pour la loi + :
Vx,ye E:x+yeckE
Xy, z€ E:x+(y+2)=(x+y)+2z
Vx € E,3élémentnoté0tgx+0=0+ x = x
Vx € E,3 élémentnoté — xtgx+ (—x)=(—x)+x=0

E I A
e Propriété pour laloi . : (E,+) est appelé groupe abelien

Pourtout \,u € R, Vx,y € E:
1.x = x (1: élément neutre de la multiplication dans R)
Red e IDang Bddaf 7 lesents BidiaMilibicaibs)
classique, “+” I'addition et “-” la différence
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* Exemples d’e.v. sur R

a) E = I'ensemble des vecteurs libres du plan (ou espace)
ew =10+ V lasomme (loiinterne)

e W= \-V le produit par un scalaire (loi externe)

b) E=FRR,.. R
les lois "+" et "." sont définies comme suit:
e X+ Y = ((x +y1). (% + Y2), s (Xa + ¥n))
VX = (X1, X2, ..., Xn) €t VY = (y1, Yo, ..., ¥n) de R"
O)\-X:(/\XX1,)\><X2,...,)\><X,7)V>\E R

c) E = P, 'ensemble des polynémes de degré < n
er=p+q = r(x)=px)+q9x) vx € R

VpePn, Vqge Py

er=X\-p = r(x)=Axpx)Vxe R YA€ K

51/106



Sous espace vectoriel (s.e.v)

Définition : Sous espace vectoriel sur R(ou €)

F estuns.e.vde E si F C E posséde les mémes propriétés
que E

Théoreme :
F sous espace vectoriel de E <—

‘{V)\e R(ou@),vx,y e F:x+yec F,Ax ¢ F}‘
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* Exemples de sous espace vectoriel

a) E = I'ensemble des vecteurs libres de I'espace
F = I'ensemble des vecteurs paralléles a un vecteur U
G = I'ensemble des vecteurs orthogonaux a

Alors F et Gsontdes s.e.v. de E

b) E = P, 'ensemble des polyndmes de degré < n
F = I'ensemble des polyndmes de degré < 2 est un s.e.v. de
Pn
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Combinaison linéaire

Définition :
{ Vestune combinaison linéaire de n vecteurs {V;,---, V,;}
— { Jdaq, -+ ,an € Rtels que

V:a1.V1 +---+an.Vn

Remarque :
On peut exprimer V en fonctionde V4,---, V,
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e.v. engendré par une famille finie de vecteurs

e Soient p vecteurs Vi, Vo, --- |V,
et F 'ensemble des combinaisons linéaires des V;

e F={XecEtelque X =X.Vi + X2 Vo + - -+ Xp. Vp,
YA eK,Vi=1,2,--- p}

e F estle s.e.v. engendré par ces p vecteurs

e F estnote | Vect(Vq, Vo, -, Vp)

55/106



0O0@000000000

Indépendance linéaire

Définitions :
Vi, -+, Vp linéairement indépendants
— {oyVi+- - +apVp=0= }

On parle de systeme libre

Vi, .-+, Vj linéairement dépendants
= {ay.Vi+ - +apVy=0= }

On parle de systéme lié
On cherche alors la relation de dépendance
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Indépendance linéaire
Définitions :
Vi, -+, Vp linéairement indépendants

— {ayVi+--+apVp=0= Via;=0}

On parle de systeme libre

Vi, .-+, Vj linéairement dépendants
= {ay.Vi+ - +apVy=0= }

On parle de systéme lié
On cherche alors la relation de dépendance
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Indépendance linéaire
Définitions :
Vi, -+, Vp linéairement indépendants

— {ayVi+--+apVp=0= Via;=0}

On parle de systeme libre

Vi, .-+, Vj linéairement dépendants
—{a.Vi+ - 4+apVp=0= 3Ja; #0 }

On parle de systéme lié
On cherche alors la relation de dépendance
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Exemples d'indépendance linéaire

On se place dans R?

e Montrer que V4 = (1,1), Vo = (2,2) sont linéairement
dépendants.

Exprimer V; en fonction de V5 (relation de dépendance).
e Montrer que Vi = (1,1), Vo = (1,2) sont linéairement
indépendants.

On se place dans R°
e Montrer que Vi = (—-1,0,-1), Vo =(1,—-1,1),
V3 = (1,—3,1) sont linéairement dépendants.
Exprimer V3 en fonction de V4 et V, (relation de dépendance).
e Montrer que V; =(0,1,1), Vo =(1,0,1), V3 =(1,1,0) sont
linéairement indépendants.
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Lien avec les systemes linéaires*

(élimination de Gauss)
e Onpose V= (ayj, - ,ay), Vi=1,--- ,netb=(by,---,bn)
avec V; et b éléments de R’,
Le systéme linéaire s’écrit

xiVi+- o+ xVi+ - xaVo=b

On reconnait la décomposition du vecteur b sur le systéme de
vecteurs S = {Vq,---, Vu}

Problématique :

On se se pose le probléme de I'existence et de l'unicité de

cette décomposition

Remarque :

Dans le cas d’un systéme de Cramer, S est une base de R" et

la décomposition sur cette base est unique 60/106
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Lien avec les déterminants
(élimination de Gauss)

Théoreme :

Le déterminant d’'une matrice est nul

si et seulement si

les vecteurs lignes (ou colonnes) de la matrice sont
linéairement dépendants
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Rang d’un systéme linéaire

Définition :
Rang S = nombre maximal de vecteurs linéairement
indépéndants contenus dans S

Définition :
Le rang d’une matrice A est le rang du systéme formé des
vecteurs colonnes de A
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Générateur

Définition :

S={Vy,---, Vy} estun systeme générateur de E si et
seulement si tout élément V de E se décompose sur S':
Jaq, - ,antelsque V=a4.Vy + -+ apVy

Exemple : E=R?, e; = (1,0) et ex = (0, 1)
Ces deux vecteurs générent 2 car tout vecteur V = (\q, A\p)
de E s’écrit V = Xj.e1 + Ao.6o
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Bases
Définition :
S={Vy,---, Vy} estune base de E si et seulement si tout
élément de E s’exprime de fagon unique comme combinaison
linéaire des éléments de S

Théoreme :
Tout espace vectoriel E de dimension finie (famille génératrice
finie) admet une base

Proposition :
La décomposition d’un vecteur sur une base est unique
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Bases (suite)
Notation : Soit B = (Xi,- -, Xp) une base deE
Tout élément X de E se décompose sur la base B :

ou (A, -+ ,An)g sontles composantes de X
Définition :

{Vq,---, Vn} base de E <=

{{Viy,---, Vi} libre ET générateur }

Définition :
{Vi,---, Vp} base de E <=
{{dim(E) = n,{V4,---, V;,} libre OU générateur }
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Exemple classique

Base canonique
La base canonique de R" est By = (e, €2, , €n)
oue =(0,---,0,1,0,---,0) avec un "1" & 1a i'*®M€ place

e On en déduit que la dimension de R" est

dm(R") =n
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Exercice : Bases
Montrer que V;(1,1), Vo(—1,1) forment une base de R?
e dim(R?) =2 etona 2 vecteurs

oaV1+6V2:0<:>a<1>+ <_1 >:O<:>

1 1
ax14+8x1=0
{ax—1+ﬁx1:0 a=p=0
puis on applique le théoréme
Montrer que V; = (1,1,0), Vo = (—1,1,0), V3 = (0,0,1)
forment une base de R®
e dim(R%) = 3 eton a 3 vecteurs
ax14+8x-14+9x0=0
eaVi+8Vo+ 47V =0<= (¢ ax1+x1+9x0=0 <
ax04+8x04+9x1=0
a=p=~=0 puis on applique le théo. 671106



Application linéaire

Définition :

e Soient E et F 2 e.v. sur K et f une application de E dans F, g
est une application linéaire si et seulementsiVu € E, Vv € E
etvie K

flu+v) = f(u)+ f(v)
{ f(\.u) = \.f(u)

e Lensemble des ces applications est noté L(E, F)
e Si E = F on dira que f est un endomorphisme
e Si f est bijective on dira que f est un isomorphisme
e Si F = Ron dira que f est une forme linéaire
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Caractérisation : Noyau et Image*
Définitions :
a) Noyau: le noyau de f est caractérisé par :

| Ker(f) = {x € E / f(x) = Of}|

e Ker(f) est un sous espace vectoriel de E

b) Image: I'image de f est caractérisée

par :

[Im(f)={y € F | y = f(x)}

e Im(f) est un sous espace vectoriel de F

c) Rang: le rang de 'application est égal a la dimension de

limage,

| rg(f) = dim(Im(f)) |
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Exemple de caractérisation*
Exemple :
E = I'ensemble des vecteurs libres de I'espace et I'application
f = p; (Proj. orthogonale sur u),
Ker(pg) = { vecteurs orthogonaux a i}
dim(Ker(pg)) = 2
Im(pg) = { vecteurs paralléles a 4} =Ru
dim(Im(pg)) = 1= rg(py)

Théoréeme de la dimension :
Si E est de dimension finie

[dim(E) = dim(Ker(f)) + dim(Im(f)) ]
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Application linéaire
A € Mpp(R), E et F deux e.v. sur K tels que dim(E)=p, dim(F)=n
On associe a E la base (ey, -+, €p) eta F labase (f;, - -, fp)

Définition :

fa:x — y est une application linéaire de E dans F associée
a la matrice A quand p
X = Z xjej
j=1

n
y=> yif
j=1

p
yizzaijxja I:17 , P, avec
j=1

e Lexpression de A dépend du choix des bases

e Lapplication A — f4 est une bijection de My, sur L(E, F)
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Représentation matricielle d’'une application linéaire
Définition :
Soient A € My, X et Y les deux matrices colonnes (vecteurs)

X4 Vi
X = : Y = :
Xp Yn

Alors

Y = fa(x) <= Y = AX|

e On voit apparaitre sous cette écriture la définition du

\ produit d’'une matrice par un vecteur\
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Produit de matrices

Définition :

E,F,Ge.v. dedim. n,p, q et 3 bases associées

fa € L(F,G) et fg € L(E, F) associées aux matrices
A e Mgn(R) et B e Mpp(R)

xeE — yeF — ze@G
fg fa

P n
Ykzzbijj, k=1, anetZi:ZaikYka i=1,--.q
j=1 k=1
On appelle produit de A par B la matrice notée AB associée a
I'application linéaire f4 o fg
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Interprétation des Opérations Matricelles
e A+ B+—fa+ 1

A —— Ay

BA +— fB(fA) = fB o fA (AB — fA(fB) = fA o fB)
o Al 1!

e det(A) = 0 «— les vecteurs lignes (ou colonnes)
sont dépendants

(voir combinaisons linéaires)
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Exemples d’applications linéaires

Soit E = F = I'ensemble des vecteurs libres du plan ou de
'espace

e L homothétie Hy: v — A-v VYveE

e La projection orthogonale p; sur un vecteur 4
e La symétrie orthogonale s; par rapport a u

e La rotation d’angle

Toutes ces applications sont linéaires de E dans E
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La rotation est une application linéaire
(graphiquement)

e On note R la rotation d’angle 6 autour de O dans le plan
(idem dans 'espace).

e On note V; et V» deux vecteurs du plan.

Justifier graphiquement que R est une application linéaire

R(V1 + Vg) = R(V1)—|—R(V2) et R()\V1) = /\R(V1)
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Construction de la matrice A via f4

Théoréme : .
Les éléments de la k'"®M€ colonne de A sont les composantes

de fA(ek)

= (fa(e1),-- -, fa(ep))

i=n

avec fa(ex) = Y aifi, Vk=1,--- ,p
i=1

Remarque :

Selon le choix des bases I'expression de A est différente
Démonstration :

Prendre dans les formules qui définissent f4 tous les x; = 0

sauf xx, = 1, ce qui nous donne x = ¢, et y = fa(€x) o6



Exercice fondamental : Rotation dans I
e On note R la rotation d’angle 6 autour de O dans le plan

-

ayant pour base (0, 7,/) (idem dans I'espace).

e Onnote V = < ; ) un vecteur du plan.

e On retrouve le théo. sachant que R est une app. linéaire

A

R(V) = R(xi+y)=xR(i)+ yR()

- cos(0) —sin(#)
- X( sin(6) ) I ( cos(9) )
x cos(6) — ysin(6)
( xsin(8) + y cos(6) )

- (s e )(5)

R Y
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A retenir
Autre lecture du théoréme qui donne un procédé de calcul :

Connaissant I'application linéaire
Comment définir la matrice associée dans une base donnée

il suffit :

e de calculer les images des éléments de la base par
I'application

e puis de les ranger dans le méme ordre en colonne
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Exercice fondamental : Rotation dans IR

Exemple fondamental :

Dans R? muni du repére orthonormé (O, i, j),

déterminer la matrice de la rotation d’angle ¢ autour de 'origine
notée ry

Correction :
o C’est une application de R? dans R? d’'oll A ¢ My »(R)
o ro(i) = cos()i + sin(6)]
o 1y(j) = —sin(6)i + cos(#)j d’oll
| cos(f) —sin(6)
~ | sin(#) cos(6)
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Exercice fondamental : Rotation

Exemple fondamental :

Dans R® muni du repére orthonormé (O,i,),k),

déterminer la matrice de la rotation d’angle ¢ autour de I'axe
(Oz)

Correction :

cos(f) —sin(d) O
A= { sin(¢) cos(#) O
0 0 1
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Exercice fondamental : Symétrie dans IR

Exemple fondamental :

Dans R? muni du repére orthonormé (O, i, j),

déterminer la matrice de la symétrie orthogonale par rapport au
vecteur i = i +/ notée s;

Correction :
o C’est une application de R? dans R? d’'ou A ¢ My »(R)

o sy(i) =]

o s;(j) =idou

- O

O —
| I
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Exercice fondamental : Symétrie dans IR®
Exemple fondamental :
Dans R® muni du repére orthonormé (O, i, J, k),
déterminer la matrice de la symétrie par rapport au plan y = z

Correction :

o C’est une application de R® dans R® d’'ou A € M; 3(R)
e jestinvariant par la symeétrie

e jdevient k

e k devientjd'ou

o O =
—- O O

o = O
L
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Exercice fondamental : Projection dans IR

Exemple fondamental :

Dans R? muni du repére orthonormé (O, i, j),
déterminer la matrice de la projection orthogonale sur le
vecteur unitaire i notée p;
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Exercice fondamental : Projection dans IR

Exemple fondamental :

Dans R? muni du repére orthonormé (O, i, j),
déterminer la matrice de la projection orthogonale sur le
vecteur unitaire i notée p;

Correction :
o C’est une application de R? dans R? d’'ou A € My 5(R)

o[}(l)—l

e pj) = 0 dou

O —
o o
I
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Exercice fondamental : Projection

Exemple fondamental :

Dans R® muni du repére orthonormé (O,i,j, k),
déterminer la matrice de la projection sur le plan xOy
parallélement au vecteur V = (1,1, 1)

Correction :

o C’est une application de R® dans R® d’'oul A ¢ Ms 3(R)
e j et jsontinvariants par la projection

e k a pour image le vecteur (—1,—1,0) d’ou

10 —1
A=|0 1 —1
00 0
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Exercice : Application Linéaire

Dans R® déterminer la matrice de la transformation composée
d’une rotation d’angle « autour de (Oz) par une rotation d’angle
B autour de (Ox)
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Changement de base

Soient E,F deux sous espace vectoriel (s.e.v.) rapportés aux
bases

(e1,-+, &), (fr, -+, fn) et f e L(E,F)
A : matrice de f par rapport aux 2 bases (&) et (f).

Question : Déterminer A’ matrice de f par rapport a deux
autres bases (¢)) et (/).

On écrit les vecteurs de la nouvelle base en fonction de I

p
. ) , ,
ancienne : ej:ZOZijeh j=1,--.p
i=1
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Changement de base (suite)
Définition:

P matrice de passage de la base (e;) alabase (€))

Q11 Q12 -0 Qqp

a a ... a
p_ | @21 «Qz 2p

Xpt Gp2 -t Opp

ou P a pour vecteurs colonnes les vecteurs lignes de la
nouvelle base exprimés a l'aide de leurs composantes dans
I'ancienne base

Propriété :

La matrice de passage (inversible) de (&) a (&;) est I'inverse de la

matrice de passage de (e;) a (€))
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Effet d’'un changement de base sur un vecteur

Théoréme :
(...criture sous forme matricielle) Avec les notations des deux
transparents précédents

Xq X3
—p| | =X=PX
Xp Xp

Déemonstration : Soit V' un vecteur de E qui s’écrit dans les 2
bases

V=37 xe et V=3P xe
Onaalors V = Y2 X/(3F; aje) = S0 (3F4 cjix))ei

P ro
= Xi=> X, =1
i j=1 07 ’ P 90/106



Repeére local et global (cours DDS)
En pratique dans un probléme on travaille dans un
repére local
(Ex : moments quadratiques, torseurs de cohésion, contraintes)
et dans un repére global
(Ex: chargements, déplacements).
— tout ramener dans un méme repére

poutres ‘\ repére local

repére global I z o
»
z /N X repére globe
¥ Ry B

x repere
U local

¢ s] fug
VLlzocar 173 ©] V6] Global

avec ¢ =cos et s =sin0

91/106



Exercice : changement de base

Exercice :

Dans R? rapporté a la base canonique,

on considére le vecteur V = (-3, 2).

Quelles sont les coordonnées de V par rapport a la base
(€),€,) pour € =(2,1) et &, = (3,2).

Correction :
12 3 . 41 | 2 -3
P_[1 2},sonlnverseP —[_1 5 }

Les composantes de V vérifient

2 -3 -3 —-12
1 _ p—1 _ —
v-re| 5 S F T
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Effet d’'un changement de base sur une matrice

Données du probléme :

P : matrice de passage de la base (¢&;) a la base (€))
Q : matrice de passage de la base (f;) a la base (f))

p p
Pourx € E:x =Y xigi =Y xe]
i= i=

n n
Pourye Fry =Y yifi=> viff

i=1 i=1
A : matrice de f par rapport aux bases (&) et (f;)
A’ : matrice de f par rapport aux bases (¢&) et (f/)
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Effet d’'un changement de base sur une matrice

Théoréme :
A=Q AP

Théoreme :
Sous les mémes hypothéses avec

E = F, (&)=(f) et ())=(f)) alors |A = P"'AP

Démonstration :

La relation y = f(x) s’écrit sous forme matricielle pour X = PX’ et Y = QY’ :
Y = AX (anciennes bases) et Y/ = A’ X’ (nouvelles)

Enreportantona QY’ = APX’ et Y/ = Q= 'APX’ dot A’ = Q—'AP.

Ainsi Y = AX < Y’ = (@~ 'AP)X’

Définition :
Si A et A vérifient A = Q- 1AP alors A et A’ sont dites

équivalentes
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Exercice : Changement de base

Exercice :
Dans R rapporté a la base canonique, on considére la
transformation f de matrice

A=l B 1
2 2

w

1 _ﬁ]

Déterminer la matrice de f dans la base déduite de la base

canonique par rotation d’angle % autour de O.
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Correction de I'exercice

Onagé| = ;
e = d'ou P et P!
P=15 | P =5 &
2 2 2 2

Dans la nouvelle base f a pour représentation matricielle

-1 0
0 1
Remarque : C’est une symétrie par rapport au support de e,
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Correction de I'exercice

V31, V3 1
VR G S WU st _
Onae1—(2,\2F) 5 1+2?
1
e = (=3 73) =56+ 7362 d'ou P et P!
V3 _1 V3 1
P=|2 2|, Pl=]|2 Z
2 2 2 2

Dans la nouvelle base f a pour représentation matricielle

-1 0
0 1
Remarque : C’est une symétrie par rapport au support de e,

97/106



Réduction des matrices carrées

Définition :
Un vecteur V est appelé vecteur propre de A s’il existe un
scalaire A € Rtel que

AV =V

Le scalaire A est appelé valeur propre de A.

On dira que V est un vecteur propre associé a la valeur propre
A
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Valeurs propres
Définition :
Les valeurs propres sont les racines de I'équation

|det(A— A1) = 0|

det(A — A/) est un polynéme de degré nen X\ appelé polynéme
caractéristique
Propriété :
det(A) =
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Valeurs propres
Définition :
Les valeurs propres sont les racines de I'équation

|det(A— A1) = 0|

det(A — A/) est un polynéme de degré nen X\ appelé polynéme
caractéristique
Propriété :
det(A) =
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Valeurs propres
Définition :
Les valeurs propres sont les racines de I'équation

|det(A— A1) = 0|

det(A — A/) est un polynéme de degré nen X\ appelé polynéme
caractéristique
Propriété :
det(A) =M Ap
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Sous espace propre

e Pour une valeur propre )\;, on peut lui associer un certain
nombre de vecteurs propres.

Ces vecteurs générent un espace noté E,, espace propre lié a
\j qui est un sous espace vectoriel de R”

Définition :
A est diagonalisable si elle est semblable & une matrice
diagonale

e On dit que I'on diagonalise une matrice A quand on cherche
une matrice diagonale qui lui est semblable
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Diagonalisation

e p vecteurs propres Vi, --- , V, associés a p valeurs propres 2
a 2 distinctes sont linéairement indépendants

e A est diagonalisable si et seulement si on peut trouver une
base formée de vecteurs propres de A

— La matrice formée par ces vecteurs (colonnes) est une
matrice de passage

e Toute matrice carrée € M,(R) ayant n valeurs propres
distinctes est diagonalisable

Propriété :
e Toute matrice symétrique est diagonalisable
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Diagonalisation
Théoreme (général):
A est diagonalisable si et seulement si toutes ses valeurs
propres sont dans R et que la dimension du sous espace

vectoriel engendré par chaque vecteur propre ( sous espace
propre) est égal a I'ordre de la valeur propre associée.

Théoreme :

A matrice carrée d’ordre n diagonalisable.

On peut donc écrire que D = P~1AP ou D est une matrice
diagonale d’ou

Ak = PD¥P~1 et Ak = pD—kp-1
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Exemple

e Montrer que A est semblable a T

=(4s) (52
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Application

Réduction d’une forme quadratique

e Exemple 1:
X4+ xy+y?=1

e Exemple 2:
Xy +yz+zx=20
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