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Chapitre 1

La création de I’image numérique

La création d’une image numérique est faite par un appareil de mesure (scanner, appareil photo nu-
mérique, webcam, barrette CCD, .. .). Malgré la diversité des appareils de mesure, elle s’écrit (a quelques
approximations pres) sous la forme d’une unique équation mathématique. Ce sont les éléments mathéma-
tiques utiles a I’écriture et a la compréhension de cette équation que nous allons introduire ici. Commen-
cons par définir ce qu’est une image numérique.

1.1 Images numériques

Une image numérique est définie sur une grille a deux dimensions. Les éléments de cette grille sont
appelés des pixels. Ainsi, une image est définie sur un ensemble

{1,... .M} x {1,...,N},

ou M et N sont des entiers strictement positifs.

De plus, a chaque pixel, ’image attribue une couleur. Il existe plusieurs facons de représenter une
couleur (systtme RVB, HSV, niveaux de gris, ...). Le point commun entre ces méthodes est de repré-
senter une couleur par un ou plusieurs nombres (généralement trois). Chacun d’entre eux représentant la
composante de notre couleur dans la direction d’une couleur primaire de référence.

Afin de simplifier les notations dans la suite du cours, nous ne travaillerons que sur des images noir et
blanc. Ceci induit une simplification notable, puisqu’une couleur, que I’on appellera maintenant niveau
de gris, n’est plus représentée que par un seul nombre. La convention habituelle veut que la valeur 0
corresponde au noir et que la valeur 255 corresponde au blanc. Les valeurs intermédiaires donnent les
différentes teintes de gris. Il nous faut par ailleurs coder ces niveaux de gris. Pour ce faire, on doit utiliser
un nombre fini de niveaux de gris. On a ainsi un ensemble fini Col C R représentant nos couleurs. Par
exemple, pour des niveaux de gris codés sur 8 bits, on a Col = {0,1,...,255}.

Ainsi, une image numérique est donnée par une suite

(... Myx{1,...N} — Col
(m,n) — Umn

Dans la suite, nous utiliserons indifféremment les termes image, fonction et suite pour désigner une
image numérique. Nous préciserons qu’une image ou une fonction n’est pas numérique en la qualifiant
d’analogique. De plus, nous supposerons que nos images sont carrées. On a ainsi M = N.



1.2 La convolution

Tous les appareils de mesure commencent par faire un “moyennage”, sur un voisinage d’un pixel,
avant d’attribuer cette valeur au pixel. Ce moyennage ne dépend pas (on supposera en tout cas que cette
dépendance, si elle existe, est négligeable) du pixel considéré. Mathématiquement, cette opération est
connue sous le nom de convolution. C’est I’objet de ce chapitre.

1.2.1 De fonctions analogiques

Pour simplifier, nous ne considérerons que des fonctions, dont le module est intégrable !, définies sur
RR2. Ces fonctions représentent des images analogiques. On notera L' (R?) I’ensemble des fonctions de
module intégrable sur R2.

Pour deux fonctions /4 et v dans L' (R?), on note 4 * v le produit de convolution de h par v et on le
définit par

V(x,y) eRz,h*v(x,y):/ /h(x—x/,y—y/)v(x/,y/)dx/dy/.
RJR

1l s’ agit donc d’une fonction (il n’est pas tres difficile de voir qu’elle est aussi dans L' (R?)).
L’intuition qu’il faut avoir de & *v(x,y) est bien celle d’un “moyennage” de v au voisinage de (x,y).

Par exemple, si I’on prend A(x,y) = 1‘[7% 1p 2(x,y), on a, pour tout (x,y) € R?,
hxv(x,y) = //h x—x,y =y, y)dx'dy'.
y+d o+t
= ST Y)axdy . (1.1)
y=3 Jxg

qui est bien la moyenne de v sur un carré de coté 1, centré en (x,y). Modifier le support de & revient
a changer le support sur lequel on fait la moyenne et modifier les valeurs de % revient a ajouter une
pondération (certains points du voisinage de (x,y) comptant plus que d’autres). Il est important de noter
que le moyennage ne dépend que de / et reste le méme quel que soit (x,y) € R2. On dit que I’opérateur
de convolution est invariant par translation. On appelle h le noyau de convolution. En général, pour que
la convolution soit vraiment un moyennage, on prend /4 tel que

/ h(x,y)dxdy =1
R2

La convolution est la premiere dégradation subie par I’image analogique. Ainsi, a un appareil de
mesure correspond un noyau de convolution /4 (celui-ci peut étre du a 1’optique, un compteur de photons,

)

1.2.2 De suites finies

Nous profitons de I’introduction de la convolution pour les fonctions analogiques pour la définir pour
des suites finies. SOit (A1) 1<m<n,1<n<A €t (Vim.n)1<m<N,1<n<N, deux suites finies. On note h*v, le produit
de convolution de h par v, la suite

N N
(hx V)m,n = Z Z hmfm/,nfn’vm’,n’-

m'=1n'=1

1. Par intégrable, on veut dire que I’intégrale, sur son domaine de définition, du module de la fonction existe.
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Ici, on suppose que / est périodisé en dehors de {1,...,N}?. Ceci veut dire que I’on définit
V(m,n) € {1 g ,N}z,V(k,l) € thm+kN,n+lN = hm,n-

Il est a noter que, méme si h et v sont des images numériques, i * v n’est pas forcément une image
numérique car elle prend, a priori, des valeurs hors de Col. Nous verrons par la suite comment remédier
a ce probleme.

Lintuition est la m&me pour le produit de convolution entre des fonctions numériques et des fonctions
analogiques. On a un effet de moyennage de v autour des points (m,n). Vous pouvez a titre d’exercice
retrouver une formule de type de (1.1) pour h,, , = %1‘{717071}2 (m,n) et hy, = %1‘{72’71’0’1!2}2 (m,n).

1.3 Le fenétrage

Dans le chapitre précédent, pour la convolution entre fonctions analogiques, le domaine est R2. Or, en
pratique, une image numérique ne représente qu’une partie finie de I’ensemble de la scéne observable. 11
y a donc un fenétrage de cette image analogique avant la numérisation. Le choix de la fenétre correspond
a ce que les photographes appellent le cadrage.

Ainsi, apres la convolution, on a une image analogique /v dont on ne gardera que la partie intérieure
a une fenétre [0, N]?. Ceci revient mathématiquement 4 la multiplier par 1‘[07 NJ2-

Cette perte d’informations joue un rdle important pres des bords de I'image. En effet, lors de la
convolution (voir Figure 1.1), si (x,y) est tel qu’il existe (x',y’) hors de [0, N]? tel que h(x —x',y —y') #0,
hxv(x,y) dépend de v en un endroit ot on la connait peu (en pratique pas).

y

support de h(x— .,y —.)

e
(x,y) «,y)

FIGURE 1.1 - La valeur de A % v(x,y) dépend de la valeur de v(x',y').

De méme, I’information sur la valeur de v(x,y) est répartie sur les valeurs de h*v(x’,y’), avec (x',y")
tel que h(x¥' —x,y’ —y) # 0. Si un tel (x,)’) est en dehors de [0,N]?, cette information est perdue. Nous
sommes donc contraint de faire une hypothese sur cette information.

Pour remédier a ces problémes, nous prolongerons (% * v)l‘ jo,§)2 Par périodisation. Ceci revient a poser

]’l*V()C,y) :h*v(x+thaY+tyN)
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avec t, et ty tels que (x+ 6N,y +1N) € [0,N]*.
Il y a bien siir beaucoup d’autres possibilités pour traiter ces problemes de bord.

1.4 L’échantillonnage

L’échantillonnage est bien souvent la partie du processus de création d’une image digitale durant
laquelle le plus d’informations est perdue. Elle consiste a ne garder que les valeurs de (% * V)l\[o,NP aux

points entiers. Mathématiquement, on obtient une fonction définie sur {1,...,N}> définie par
hxv(m, n)l\[O,N]Z (m,n),

pour (m,n) € {1,...,N}2.

Pour sous-échantillonner, d’un rapport K (pour K un entier strictement positif), une image digitale u
définie sur {1,...,KN}2, pour obtenir une image digitale u’ définie sur {1,...,N}?, on effectue I’opéra-
tion

u;n,n = UKm,Kn-

On considere en général que le sous-échantillonnage d’une image digitale approxime bien les effets de
I’échantillonnage permettant de créer une image a partir de K = 3.

1.5 Le bruit

Un appareil de mesure créant une image digitale génére toujours un bruit. Les causes peuvent venir
de plusieurs sources (caractere probabiliste du nombre de photons issus d’une région d’intensité donnée,
imperfections électroniques de 1’ appareil, imperfections des capteurs, ... ). Nous ne considérerons ici que
les bruits additifs. Il s’agira d’une suite, définie sur {1,... ,N}Q, dont la valeur est aléatoire. Bien que cela
soit rarement le cas, il est souvent raisonnable de supposer que le bruit b est blanc (les valeurs b,, , sont
indépendantes les unes des autres). On supposera de plus qu’il est Gaussien. Ceci veut dire que chaque
by est une réalisation de la loi de probabilité continue, de densité

12

1
P(f)zﬁexp(—@), (1.2)

pour ¢ > 0. On a introduit 6 > 0, qui représente 1’importance du bruit. On obtient alors une fonction
définie sur {1,...,N}?, valant
hsv(m,n)1jg yj2 (m,1) + b p.

Pour un bruit b, comme pour toute variable aléatoire, on peut parler de [’espérance d’une fonction
f(b). On la définit mathématiquement par

E(/() = [ 10p0ds

ol p(t) est la densité de la loi de b (ici 1a loi Gaussienne définie par (1.2)). L’ espérance représente la valeur
moyenne de f(b) pour un nombre infini de réalisations indépendantes de b. C’est méme en utilisant
cette propriété que I’on calcule numériquement 1’espérance, lorsque 1’on sait produire des réalisations
(indépendantes) de b.

Par exemple, il n’est pas difficile de voir (ce sont de simples changements de variable) que

1 12
E(b) = /tex ——)dt =0.
(b) 5 Ja P(—557)



Ceci représente la valeur moyenne de b.
On définit aussi la variance de b, par

E((b-E(p)?) 2]m /]R P2 exp(—%)dt

= G—Z/tzex (—f)dt
 VarJr P73
>

= O

La variance (dans le cas d’un bruit Gaussien, simplement, 6°) nous donne I’écart quadratique moyen
entre une réalisation de b et sa valeur moyenne.

1.6 La quantification

La quantification est I’opération qui consiste a traduire les valeurs de
hxv(m,n)1 g np2(m,n) + by .

sous la forme d’une couleur. Pour cela, il faut approximer cette valeur (qui est dans R, pour des images
couleurs et R pour des images noir et blanc) de facon a ce qu’elle soit codable dans un ordinateur (on
dispose d’un nombre fini de bits).

Si I’on considere le cas d’images noir et blanc avec des niveaux de gris appartenant a un ensemble
{0,1,...,255}, on quantifie une valeur ¢t € R en 1’approximant par la valeur Ar(¢), la plus proche de ¢
dans {0,1,...,255}.

On obtient ainsi enfin notre image digitale sous la forme

U = AF (h *v(m,n)1 o np2(m,n) + bm’,,)

Remarque : Il est parfois nécessaire de modifier la dynamique de I’image avant la quantification (par
exemple : si I’image est trop sombre, une quantification brutale engendrerait trop de perte d’informations ;
si I’image est trop claire, beaucoup de points satureraient a la valeur 255). Nous négligerons dans la suite
ce changement de contraste.

1.7 Autres dégradations

Il y a bien siir beaucoup d’autres sources possibles de dégradation d’une image. Nous n’avons abordé
ici que celles concernant I’appareil de mesure fonctionnant normalement. On peut mentionner par exemple :

— Le changement de contraste : Comme nous 1’avons dit au chapitre précédent, on a parfois inté-
rét a modifier le contraste. Les caméras numériques et appareils photo numériques font presque
toujours un changement de contraste pour s’adapter aux conditions d’éclairage.

— La perte d’une partie de ’image : 11 peut arriver aussi qu’une partie de I’image soit perdue (par
exemple : sur une photo abimée, durant la transmission d’une image satellite, vieux films). Dans
ce cas, on a un masque M, défini sur {1,...,N}?, a valeur dans {0,1} et la nouvelle image est
donnée par

U = My i -

— Des distorsions géométriques : Certains appareils de mesure ne font pas un échantillonnage sur
une grille parfaite. Cela peut étre du a des imperfections du capteur, des vibrations d’un satellite,
...On a alors une fonction de déformation ¢ : R> — R? et I'image prend la forme

o = Ar (h £v(@(m,n)) 1 w2 (@(m,n)) + b)

9



— Les pertes dues a la compression : Pour stocker ou transmettre une image, on la compresse sou-
vent. Cette compression peut générer des défauts sur I’'image reconstruite. Ces défauts dépendent
évidement de la méthode et du niveau de compression.

Il existe évidement d’autres sources de dégradations possibles. Nous n’aborderons pas (ou peu) les
méthodes visant a réduire les effets de ces dégradations.

1.8 Exemple

Nous montrons dans les images suivantes les résultats pour une image donnée des dégradations défi-
nies par un noyau de convolution A(x,y) = 1‘ (1,12 €tun bruit de variance ¢ = 4. (Ce noyau de convolution
est réaliste, on rencontre des noyaux ayant le méme genre d’effets en imagerie satellite. Le bruit dans un
tel cas serait plus faible. Nous 1’avons volontairement augmenté afin qu’il soit bien visible.)

10



FIGURE 1.2 — Image analogique de départ.
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FIGURE 1.3 — Image analogique apres la convolution.
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FIGURE 1.5 — Image analogique apres la convolution, le fenétrage et 1I’échantillonnage.

FIGURE 1.7 — Image analogique apres la convolution, le fenétrage, 1’échantillonnage, 1’ajout d’un bruit
et la quantification. C’est une image digitale.
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Chapitre 2
Rappels d’optimisation

Nous rappelons dans cette section les principes de quelques algorithmes d’optimisation que I’on uti-
lise souvent en traitement d’images. Ce sont des algorithmes classiques et génériques d’optimisation qui
ont un large spectre d’application et qui seront raisonnablement bien adaptés aux fonctionnelles ainsi
qu’a la taille des problemes que I’on rencontre en traitement d’images. Notamment, ils ne nécessitent pas
de calcul du Hessien, d’inversion de matrice ou autres calculs qui s’avéreraient difficilement praticables
pour beaucoup de problémes de traitement d’images.

Enfin, nous n’énoncerons pas toujours de résultats formels concernant la convergence des algorithmes
présentés. Il est, en effet, difficile d’avoir un énoncé pouvant s’appliquer a 1’ensemble des fonctionnelles
rencontrées en traitement d’images. Les résultats de convergence s’établissent en pratique individuelle-
ment pour chacune des fonctionnelles rencontrées en traitement d’images en adaptant les résultats géné-
riques de convergence des algorithmes.

Une présentation plus complete de la programmation non-linéaire peut étre trouvée dans [1, 3].

2.1 Optimisation sans-contrainte

2.1.1 Nature du probleme

En traitement d’images, on rencontre un nombre important de problemes d’optimisation dans lesquels
on recherche un minimiseur d’un probleme de la forme

min E(w),
ou W est un espace Euclidien sur le corps des réels et E est une fonctionnelle (dans ce cours, on utilisera
aussi le terme énergie) convexe, coercive, définie sur W et ne prenant que des valeurs finies.

On sait donc, grace aux résultats classiques en optimisation non-linéaire, qu'une solution a notre
probléme existe. On sait aussi que cette solution n’est éventuellement pas unique. On se place de ce point
de vue dans un cadre relativement simple de la programmation non-linéaire. Les principales difficultés
que posent les fonctionnelles habituellement utilisées en traitement d’images sont

— La dimension du probleme : L'espace W est souvent de la taille de I’'image. Ceci représente en
général des tailles de I’ordre du million ou du milliard de variables.

— Les fonctionnelles sont souvent non différentiables : Dans le cadre de ce cours : Nous utiliserons,
lorsque cela est possible, un algorithme de minimisation adapté ; ou nous nous ramenerons au cas
de fonctionnelles différentiables en régularisant la fonctionnelle initiale. Ceci permet d’ utiliser des
algorithmes utilisant le gradient. Ce gradient reste cependant tres instable au voisinage des points

15



ot la fonctionnelle non régularisée n’est pas différentiable. Ceci rend impraticable les algorithmes
utilisant la Hessienne de la fonctionnelle.
— Les fonctionnelles sont souvent "peu elliptiques” : Nous ne rentrerons pas dans les difficultés
propres a la minimisation de ce genre de fonctionnelles.
Ces difficultés étant mentionnées, la minimisation des fonctionnelles rencontrées en traitement d’images
se passe généralement bien. Améliorer I’algorithme de minimisation utilisé reste évidemment toujours
une piste a envisager pour améliorer un algorithme de traitement d’images.

2.1.2 DL’algorithme du gradient (la plus profonde descente)

L’ algorithme du gradient est décrit dans 1’ Algorithme 1. On sait qu’il converge pour une classe assez
grande de fonctionnelles E.

Algorithme 1 Algorithme du gradient

Entrée: Les entrées nécessaires au calcul de E et de VE
Sortie: Une approximation d’un minimiseur de E : w

Initialisation de w

Tant que 1’algorithme n’a pas convergé faire
Calculer d = VE (w)
Calculer un past > 0
Mettre a jour: w<— w — td

Fin tant que

En pratique, pour implémenter 1’ Algorithme 1, il faut implémenter une fonction calculant VE (w).
La fonction calculant le pas a aussi souvent besoin de calculer E(w —td) (voir la section suivante dans
laquelle plusieurs stratégies pour calculer le pas sont décrites). Il faut donc généralement implémenter
une fonction calculant E(w — td). Les choix restant a faire sont :

— le critere de convergence : en traitement d’images on a rarement besoin d’un trés bon niveau
de convergence et un utilisateur ne voit généralement pas la différence entre deux images dont
certains pixels different de plusieurs niveaux de gris.

— la méthode d’initialisation : Tant que la fonction est convexe et coercive, le choix de la méthode
d’initialisation n’empéche pas 1’algorithme de converger. En ce sens, on ne peut pas faire d’erreur
rédhibitoire concernant I’initialisation. Par contre, une bonne initialisation permet de faire moins
d’itérations et donc de gagner du temps de calcul.

— la stratégie de calcul du pas : Ce point fera 1’objet de la Section 2.1.3. Il sera aussi illustré par le
Théoreme 1.

On rappelle ci-dessous un résultat bien connu.

Théoreme 1 Si E : W — R est une fonctionnelle différentiable, s’il existe des constantes o> 0 et L > 0
telles que

(VE(w)—=VE(W),w—w") >allw—w|3 , pourtout ww' €W, 2.1
I[VE(w)—=VEW)||2 <L|lw—w|2 , pourtout ww' €W, (2.2)

et s’il existe deux nombres a et b tels que, a chaque itération de I’algorithme 1, le pas t vérifie
20
0<a S t S b< ﬁ,

16
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FIGURE 2.1 — Graphe de la fonction f(r) apparaissant dans la preuve de convergence de I’algorithme du
gradient.

I’Algorithme I converge. De plus, si I’on note w* sa limite, il existe < 1 tel que
[IwF =l < B W’ — w2,

oit WK représente I’élément w de I’algorithme 1 & Ditération k.

En particulier, si a chaque itération de I’algorithme du gradient on prend t = L%, ona
o2
B=1/1——.
12

Preuve. Nous ne le montrerons pas, mais il n’est pas trés difficile de voir qu’une fonctionnelle elliptique

(i.e. vérifiant (2.1)) est strictement convexe et coercive. Elle a donc un unique minimum global w*. De
plus, comme E est différentiable, ce minimum global vérifie VE (w*) = 0. On a donc

k+1 2 _ k k 2

W= =will3 = (W =w* —t(VE(W') = VE(wW"))[|3

= W= w3 —2t<wk —w*, VE(w") —VE(W*)> + 12| VE(WF) — VE(w")||3

IN

(1 =20+ L*%) |wk — w*|3

On note f(¢) = 1 — 20 + L?t*. Le graphe de la fonction f(t) est dessiné sur la Figure 2.1. On voit sur

cette figure que si
20
0<a<t<b< ik

alors

f(t) < max(f(a), f(b)).

Onadoncpourtout0<a§t§b<i—2‘

VIO w2

Bllw" — w2,

W = w2

IN N
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ol I’on a posé B = /max(f(a), f(b)).

Par récurrence, on obtient finalement que
||Wk+1 o W*HZ S Bk+1 ”WO o W*HZ-

On déduit la derniere phrase de 1’énoncé du fait que f (%) =1- %—; O

11 existe plusieurs énoncés de convergence différents pour I’algorithme de gradient. Ils different dans
les hypotheses qu’ils imposent a la fonctionnelle, la stratégie adoptée pour fixer le pas ¢ et la qualité de la
garantie de convergence obtenue. On a notamment 1’énoncé ci-dessous.

Théoreme 2 Si E : W — R est une fonctionnelle différentiable, convexe et coercive. S’il existe une
constante L > 0 telle que

[VE(w) = VEW)|]2 < L|w—w| , pour tout w,w' € W, (2.3)

et si, a chaque itération de I'algorithme 1, le pas t = + alors la suite (E(wX))ien, ot w* représente

I’élément w de I’algorithme 1 a itération k, converge. De plus, si I’on note w* un minimiseur de E, on a
k * L 0 *
0<EW ) —EMW") < —|w’ —w'|.

Preuve. Pour montrer ce résultat, on commence par montrer deux lemmes.

Lemme 1 Création d’'un majorant quadratique
Sous les hypothéses du Théoreme 2, on a pour tout w et w' € W

L
E(w) < EO) + (VEO), ! —w) + Z 1wl
Preuve. La preuve repose sur la formule de Taylor avec reste intégrale :
1
EOW) = Ew)+ [ (VE(@w-+ (1= 0w),w —w)r.
0

On a donc

E(W)— (E(w) + <VE(W),W' — w>) /0] <VE(tw+ (1—t)w') = VE(w),w —w>dt,

1
< / IVE(tw+ (1 — 1)) = VEW)||» | — w]l2dt,
0
1
< /L||tw+(1ft)w/—w||z [
0
/ 2 ! L / 2
= LW =wl [ (== FIw/ w3

Onnote,pourk > letwe W
L
Fi(w) = E(wkil )+ <VE(wk71),w — k-l > + §||w — k-l H%
On a alors le lemme suivant.
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Lemme 2 On minore le majorant quadratique et il décroit significativement
Sous les hypotheéses du Théoréme 2, on a

wk = Argmin,_y Fi(w). 2.4)
On a aussi' pour tout w et tout w' € W
L
Fi(w) = F(W') + EHW— w3+ (VE(W),w—w') (2.5)
En particulier, si w' = wk, ona
_ o, Ly ke
Fi(w) = Fe(w) + 5 lw—w[3.
Preuve. Ce résultat découle du fait que pour tout w € W
VE(w) = VEW 1) + L(w —wh1).
On a donc en utilisant le fait que wk = wk=! — LVE(wk=1)
1
VE (W) = VEW ) +L < <w"1 - ZVE(Wk1)> - wkl) =0. (2.6)
Le point w¥ est donc un point critique de F; qui est une fonction quadratique dont le Hessien est défini

positif : w* est le minimiseur global de Fy.
Pour montrer le second point, on calcule pour w et w € W

- - L -
Fe(w)—F(W) = E(W 1)+<VE(w" Dow—wh 1>+§Hw—wk '3

L
— (BOA 0+ (TEOA )4 L = bR

L
<VE(wk7]),w—w’>+§ (Hw—w’||%+2<w—w/,w’—wkil>) ,
L
= EHW*W/H§+<VE(Wkil)+L(W/7Wkil),W7W/>,
L
= L Wi (TR0,

Le troisieme point est une conséquence directe de (2.5) et de (2.6).

Revenons a la preuve du Théoreme 2.
Sil’on note w* € Argmin,,.y, E(w), on peut alors facilement établir en utilisant les deux lemmes, puis
en utilisant la convexité de E que

EWw) < F(wh)

L ky2
= F(w) = Slw" =v'3

L L
= EWF)+ (VEW )W —wk ) Zw = WA B S — w3
L

E(w)+5 (I =w 3= " =¥

1. Cette propriété est en fait vraie pour toutes les fonctions quadratiques.

IN
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En remarquant que du fait du Lemme 1 et de (2.4), on a
E(W') < F(wW') < R/ 1) = E(w*),

et donc (E(w*))ren décroit. On a pour tout k' < k

/

EWK) —E(w*) < E(WF) — E(w").

On conclut finalement

INA
I —
o1~
/N
=
=
~
\
=
g%
N

E(W) — E(w")

k=1
L & * k=112 * K112
< 2 X (I = w3t =¥ 3)
2k =,
L
< o (I =w = v = 3)
L
< olw = w3

Comme le Théoreme 1, le Théoreme 2 énonce aussi que I’algorithme 1 converge. Cependant, I’hypo-
these faite sur la fonctionnelle est plus faible : on remplace (2.1) par une simple hypothese de convexité
et de coercivité. De ce fait, la garantie de convergence est aussi plus faible : On remplace une garantie sur
la convergence de w* par une garantie sur la convergence de E(w*) ; Aussi, la vitesse de convergence est
en % au lieu d’étre en B, avec B < 1.

Enfin, I’inégalité (2.3) reste vraie lorsque 1I’on augmente L. Cependant, dans un tel cas le pas diminue
ce qui va ralentir I’algorithme. On a donc intérét a trouver (en pratique par le calcul) la meilleur constante
Lipschitz L possible.

2.1.3 Le calcul du pas de descente
Le pas constant

A chaque itération de I’ Algorithme 1, on utilise le méme pas t = .

C’est la méthode la plus simple et elle permet souvent de construire un algorithme convergeant. Son
principal défaut est que le pas que 1’on choisit est souvent difficile a ajuster a-priori. Un pas trop faible
conduit 2 un nombre d’itération (et donc un temps de calcul) trés important. Un pas trop grand fait, en
général, diverger I’algorithme. Les Théorémes 1 et 2 donnent de bons exemples de pas 7y permettant de
faire converger I’algorithme du gradient lorsque la fonctionnelle E vérifie ses hypotheses et que 1’on sait
calculer ot et M.

Le pas conduisant a la plus grande diminution

Si I’on note wk I’élément w de 1’ Algorithme 1 a la k™€ jtération, on sait que w*! est sur la droite
paramétrée :
(W — aVE(wh), o € R}.
Comme le but de I’ Algorithme 1 est de minimiser E, il semble donc naturel de chercher un minimiseur
de

min E(w* — aVE(w")).
acR
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On sait que

R — R
a — EW —aVEW))

est une fonction convexe, coercive décroissante en o0 = 0. On peut donc, par exemple, construire un
algorithme de recherche de minimum d’une fonction définie sur R. On construit facilement un algorithme
utilisant des intervalles dont la taille est divisée par 2 a chaque itération (algorithme par dichotomie). Un
tel algorithme converge donc trés rapidement. 11 suffit pour I’implémenter de savoir calculer E(wK —
aVE(wk)), en tout o € R.

Le pas conduisant a la plus grande diminution peut conduire a une convergence lente si la fonction-
nelle est mal conditionnée. Dans ce cas, I’algorithme risque en effet de faire des petits pas en zigzaguant
sans réellement s’ approcher de la solution.

Une autre situation bien connue dans laquelle le pas conduisant a la plus grande diminution n’est
pas adapté est le cas de fonctionnelles non-différentiables (avec un algorithme de sous-gradient). On sait,
en effet que dans ce genre de situation, 1’algorithme de gradient avec un pas conduisant a la plus grande
descente peut converger vers un point qui n’est pas le minimum de la fonctionnelle. Nous ne serons jamais
dans cette situation puisque nous avons choisi de régulariser les fonctionnelles utilisées. Cependant, on
peut craindre que des phénomenes similaires puissent se produire et génent la convergence de notre
algorithme. Notre fonctionnelle sera en effet proche d’une fonctionnelle non différentiable.

La regle de Armijo

Une solution pour contourner le défaut du pas conduisant a la plus grande descente, mentionnée au
paragraphe précédent est de ne le calculer qu’approximativement, tout en garantissant une décroissance
suffisante.

Dans ce cadre, on fixe un pas maximum #,,, > 0 et un facteur de réduction B tel que 0 < B < 1. On
choisit un pas de la forme

ti= Bitmax, pouri € N.

Il n’est pas difficile de voir que (#;);en est une suite décroissante telle que lim; o #; = 0.
La régle d’ Armijo consiste a choisir i comme étant le plus petit entier (i.e. le plus grand pas #;) tel que

E(W) —E(W' —VE(W")) > o 1| VE(wWH) |3, 2.7

pour un parameétre 6 €0, 1] (par exemple, 6 = 0.5).

Comme pour le pas conduisant a la plus grande descente, on peut facilement implémenter la regle
d’ Armijo si I’on est capable de calculer E(wk —,VE(wk)), pour les différentes valeurs de ¢;. L’ existence
d’un pas satisfaisant la regle d’ Armijo est illustrée sur la Figure 2.2.

Lorsque I’algorithme du gradient décrit dans I’ Algorithme 1 est utilisé avec un pas obéissant a la régle
d’ Armijo, il converge pour une large classe de fonctionnelles. Notamment, pour les fonctionnelles que
I’on rencontrera en traitement d’images. Un avantage par rapport a une stratégie du pas conduisant a la
plus grande diminution est qu’un nombre moins important d’évaluations de E (WK — aVE (w*)) est néces-
saire pour calculer chaque pas. Comparé au pas constant, un pas conforme a la régle d’ Armijo ne risque
pas de faire diverger I’algorithme sans rajouter de sur-cofit trop important, puisque peu d’évaluations de
E(wF —1;VE(w")) sont nécessaires a son calcul.

2.1.4 Elément d’optimisation non-différentiable : L’algorithme du gradient proxi-
mal

Cet algorithme permet de minimiser efficacement certaines fonctionnelles non différentiables. Pour
ces fonctionnelles, on ne peut en effet pas calculer le gradient et donc pas appliquer I’algorithme du
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E(wk—tVE(Wh))

valeurs de ¢ satisfaisant (2.7)

l

N B — o[ VE(WH)3

FIGURE 2.2 — Illustration de la régle d’ Armijo.

gradient vu au chapitre précédent.
Pour pouvoir réutiliser les calculs fait au chapitre précédent, on considere une fonctionnelle £ définie
sur un espace Euclidien W. On suppose qu’elle peut s’écrire sous la forme

E(w)=E(w)+R(w) , pour tout w € W,

ou E est différentiable, convexe, coercive et a gradient Lipschitz (i.e. E satisfait les hypotheses du Théo-
réme 2) ; et R est semi-continue inférieurement 2, propre 3, convexe mais peut-étre non-différentiable. On
suppose aussi que 1’on sait calculer simplement, pour tout w' € W

t
proxy (') = Atgrin, ey, 3 1w — w3+ R(v),

A noter, pour que le calcul de proxi(w') soit simple, il faut souvent faire un calcul analytique, sur papier,
pour établir une formule simple & implémenter. (De la méme maniere qu’il faut faire un calcul analytique
sur papier pour calculer le gradient dans le cas différentiable.)

Ces hypotheses sont un cadre que 1’on rencontre souvent en traitement d’image et du signal. Par
exemple, R peut étre une fonction caractéristique d’un ensemble (i.e. valant O pour w dans 1’ensemble et
Iinfini sinon). Dans ce cas, 1’opérateur proxj(w’) est simplement la projection de w’ sur I’ensemble. On
est capable d’obtenir une formule analytique pour une telle projection pour certains ensembles pertinents
en traitement du signal et des images. Dans un tel cas, I’algorithme du gradient proximal sera identique
a I’algorithme du gradient projeté. Ce dernier est en fait un cas particulier de 1’algorithme du gradient
proximal. On sait aussi calculer I’opérateur proximal de plusieurs critéres R favorisant la parcimonie
(nous verrons cela au Chapitre 5).

Si R est différentiable, alors proxy(w') vérifie

t (proxiz(w') —w') + VR (proxi (w')) = 0.

On a donc |
proxp(w') =w' — ;VR(proxﬁe(w/)). (2.8)

2. Le. Pour tout w € W et tout € > 0, il existe un voisinage U de w tel que pour tout u € U, E(u) > E(w) — €
3. Le.Ywe W,onaE(w) > —oo et il existe w € W tel que E(w) < H-oo.
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Cette formule est trés proche de
1
w=w— ;VR(W/)

qui correspond a une itération de I’algorithme du gradient. Dans (2.8), on prend le gradient au point
d’arrivé. Ceci correspond a un schéma implicite avec un pas de taille %

L’algorithme du gradient proximal itére en alternant une itération de gradient de E et une itération
de I’opérateur proximal de R, avec le méme pas. Il est décrit dans I’ Algorithme 2. La problématique de
I’initialisation est similaire a du cas de 1’algorithme du gradient. Enfin, il faut en pratique établir sur le
papier une formule pour la constante Lipschitz L, pour pouvoir I’implémenter.

Algorithme 2 Algorithme du gradient proximal

Entrée: Les entrées nécessaires au calcul de VE, de proxk(w') et de L.
Sortie: Une approximation d’un minimiseur de € : w

Initialisation de w

Calcul de L

Tant que 1’algorithme n’a pas convergé faire
Calculer d = VE(w)
Mettre a jour : w' < w — 1 d
Mettre a jour : w = proxk(w')

Fin tant que

Théoreme 3 Si E : W — R est une fonctionnelle différentiable, convexe et coercive. S’il existe une
constante L > 0 telle que

[VE(w)—VEW)|]2 < L|w—w|2 , pour tout wyw' € W

Si R est semi-continue inférieurement, propre, convexe et coercive. Si, wk représente l’élément w de I’al-
gorithme 2 & Uitération k et I’on note E = E + R, alors la suite (E(WK))ren converge.
De plus, si I’on note w* un minimiseur de ‘E, on a

L
W) —EW?) < o lw” = w2

Preuve. La preuve de ce théoréme est treés proche de celle du Théoréme 2. Notamment, comme E satisfait
les hypotheéses du Théoreme 2 le Lemme 1 est valable. On utilise ainsi le méme majorant quadratique
pour E. On note a nouveau, pourk > letw € W,

L
Fi(w) :E(wkil)—l— <VE(wk71),w—wk71>+ EHw—wk*] ||%

On a (voir Lemme 1) pour toutw € W
E(w) < F(w). 2.9)
Le Lemme 2 doit cependant étre adapté.

Lemme 3 On minore le majorant et il décroit significativement
Sous les hypothéses du Théoréme 3, on a

wk = Argmin,, .y Fi(w) + R(w). (2.10)

On a aussi pour toutw € W

Fi(w) +R(w) 2Fk(wk)JrR(wk)Jr%wawkH%. (2.11)
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Preuve. Le premier point est immédiat. On a en effet en utilisant les définitions de 1’opérateur proximal
et de wk

L V().

wk = prox,Le <wk1 —
_ - L. 41,1 k112
= Argmin, 2Hw w4+ LVE(W )3 +R(w),

1 L
= Argmin,ey 5= IVEGA I3+ (w—wh ! VEWH) )+ Zlw—wh 3+ R(w),
= Argmin,y Fi(w)+R(w).

Pour montrer le second point, on commence par remarquer que comme (2.10) est vraie, alors on a
aussi

Wk € Argmin,,.yy <VFk(wk),w —wk> + R(w) 2.12)

En effet, sous les hypothéses du théoréme, la fonction objectif ci-dessus est convexe et coercive, en wk,

elle a la méme sous-différentielle* que Fy(w) -+ R(w). Enfin, on déduit de (2.10) que O appartient 2 cette
sous-diférenteelle :

0 € VE (W) 4+ aR(wh).

Ces deux point suffisent a conclure que (2.12) est vraie.
On obtient alors facilement (2.11). Tout d’abord : en utilisant (2.5), on voit que pour tout w € W

Fi(w) +R(w) — Fe(w") — R(wh) = §||w — w3 (V) w = wh ) 4 R(w) = R(wF).
Puis, du fait de (2.12), on a
<VFk(wk),wf wk> +R(w) > R(w¥)

et donc L
Fi(w) +R(w) — F(w*) = R(W") > Slw= wh|[3.

On peut alors finir la preuve du Théoréme 3.
Si I’on note w* € Argmin,,.y E(w), on peut alors facilement établir en utilisant (2.9), le Lemme 3,
puis en utilisant la convexité de E que

EW) < FwWF)+R(Wh)
* * L *
< RO RO = Slwt =3
k—1 k—1 * k—1 * L * k—112 L * k2
= B+ (VEG )W =k 1)+ ROv) + 3w =Wk B = 5w —wh 3
L
< £+ 5 (I =W B —wh]3)

En remarquant que du fait du Lemme 1 de (2.10), on a

Z(wk) < Fk(wk) +R(wk) < Fk(wkfl) +R(wk71) < Z(wkil)

4. On appelle sous-différentielle de R en w I’ensemble dR(w) = {g € W|vw' € W,R(W') > R(w) + (g, W —w)}.
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(‘E(wW"))ren décroit, on a pour tout k' < k

On conclut finalement

E(W) — E(w")

IN
=
01~
—
=
S
=
\
i
g*
N

=1
L ¢ * K112 * K2
< 22 Y (I =Bt - I)
2k =
L
< o (I =wlE = v = wJ3)
< lw = w3

2.2 Optimisation sous contrainte

2.2.1 Nature du probléeme

Dans cette section, nous nous intéresserons a la recherche d’un minimiseur d’un probléme de la forme

mingew E(w), 2.13)
sous la contrainte g;(w) <0 , pourtouti€ {1,...,M}, ’

ou, comme dans la section précédente, W est un espace Euclidien sur le corps des réels et E est une fonc-
tionnelle convexe, coercive, définie sur W et ne prenant que des valeurs finies. La différence principale
avec la section précédente est que les €léments w doivent satisfaire un ensemble de contraintes définies
par des fonctions convexes et différentiables g; allant de W dans R.
Si1’on note
C={weWV1<i<M, g(w) <0},

on vérifie facilement que C est convexe et fermé. On peut alors ré-écrire (2.13) sous la forme

min,, E(w),
{ sous la contrainte w € C C W. (2.14)

Dans la suite, nous utiliserons suivant le contexte I’une ou 1’autre des écritures du probleme afin de
simplifier les notations.

Typiquement, C pourra étre un espace affine, une boule /2, un espace affine dilaté, un hypercube, un
polyedre, etc

Typiquement dans les problémes que 1’on rencontrera en traitement d’images, on sera toujours dans
un cas ou soit E est coercive, soit C est compact. De ce fait, on sait, grace aux résultats classiques en
programmation non-linéaire, qu’une solution a notre probleme existe. On sait aussi que cette solution
n’est éventuellement pas unique. On se place encore une fois de ce point de vue dans un cadre relativement
simple de la programmation non-linéaire.

On retrouvera, pour les problemes d’optimisation rencontrés en traitement d’images les mémes spé-
cificités que dans le chapitre précédent :
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— dimension du probléme ;
— fonctionnelles approximant des fonctionnelles non différentiables ;
manque d’ellipticité.

2.2.2 Algorithme avec projection

Il n’est pas difficile de voir que les solutions du probleme (2.14) coincident exactement avec les
solutions du probléme suivant :
min E(w) 4+ xc(w)
wew

(w) = 0 ,siweC,
Xe(w) = 40, sinon.

Dans un grand nombre de cas E et C sont tels que E et ¢ (w) satisfont les hypothéses du Théoreme 3.
Dans un tel cas, on a une garantie de convergence pour 1’algorithme 2. Celui-ci nécessite de calculer la
constante Lipschitz L du gradient de E et proxé - (w).

On voit facilement que prox)% - (w') est indépendant de L est la solution de

min [|w' —wl|3,
sous la contrainte w € C.

Dis en mots, proxgz (W) estla projection Pc(w') de w’ € W sur C. Cette projection consiste en le point de
C le plus proche de w'.

Dans certains cas, on peut facilement calculer la projection d’un élément w' € W sur C. Ce sera (par
exemple) généralement le cas lorsque C est une boule /2, un hypercube ou un espace affine. Dans ce cas,
on peut facilement construire un algorithme pour résoudre (2.14) en adaptant 1’algorithme du gradient
proximal décrit dans 1’ Algorithme 2.

Algorithme 3 Algorithme du gradient avec projection

Entrée: Les entrées nécessaires au calcul de E, de VE et de la projection
Sortie: Une approximation d’un minimiseur de (2.14) : w

Initialisation de w
Calculer L la constante Lipschitz du gradient de E
Tant que I’algorithme n’a pas convergé faire
Calculer d = VE(w)
Mettre a jour : w' < w — 1 d
Projeter sur C : w < Pc(w')
Fin tant que

Le Théoreme 3 garantit la convergence avec une vitesse en % de I’algorithme du gradient projeté
tel que décrit dans 1’ Algorithme 3. En fait, nous ne le montrerons pas et ne 1’énoncerons pas formelle-
ment mais 1’algorithme du gradient avec projection converge pour une large classe de fonctionnelles, de
contraintes et pour de nombreuses stratégies de calcul du pas 7. La convergence sera notamment facile a
établir pour les fonctionnelles que nous rencontrerons en traitement d’images.

2.2.3 Algorithme de pénalisation

Nous ne parlerons ici que de la méthode de "pénalisation extérieure". Pour simplifier, nous I’appel-
lerons simplement : méthode de pénalisation. Ce choix est justifié par le fait que les fonctionnelles E
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FIGURE 2.3 — Graphe des fonctions 7 — [t] " et 7 — ([t]+)2

rencontrées en traitement d’images sont définies sur tout W. Aussi, bien souvent, la contrainte w € C peut

étre satisfaite approximativement sans que cela ne se voit sur le résultat. Il n’est donc pas nécessaire d’uti-
liser une "pénalisation intérieure". Par ailleurs, certaines contraintes C rencontrées en traitement d’images

ont un intérieur vide. Lorsque cela arrive, une pénalisation intérieure ne peut pas étre mise en ceuvre.
Pour écrire le probléme a résoudre par une approche par pénalisation extérieure, on note
(2.15)

[t]" = max(z,0) ,vteR.

Il n’est pas difficile de voir que la fonction
2
t— (1)

est croissante, convexe et différentiable sur R (voir Figure 2.3).
On obtient alors que, pour tout o € [0, 1] et tout w et wp € W et touti € {1,...,M},

([ogiton) + (1~ @hgitun)] )

([gi(awﬁ(l*a)wz)r)z <
< afilw)] )+ (1 — o) ([gi(w2)]")
On en déduit donc que la fonctionnelle
W — R,
— ([giw)]*)?,

w
est convexe. Elle est aussi différentiable (car elle est la composée de fonctions différentiables).

Le probleéme pénalisé s’écrit alors
(2.16)

min E(w)+n
weWw ;

([8:(w)] )7,

o

Il
—

pour une valeur de n € N.
Bien que cela dépende de la fonctionnelle E et de C, elle est, pour les problémes rencontrés en traitement

Il n’est pas difficile de voir que la fonctionnelle a minimiser est convexe, finie et différentiable sur W.
d’images, généralement coercive. Il n’est, par exemple, pas difficile de voir que ce sera bien le cas lorsque
E est coercive ou lorsque C est compact.
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On est donc dans un cadre dans lequel les algorithmes vus dans la Section 2.1 convergent. On peut
donc le résoudre a I’aide de 1’'un de ces algorithmes.

Si, pour tout n € N, on note w;; un minimiseur de (2.16). Si ’on note S ’ensemble des minimiseurs
de (2.13) et si I’on note pour tout n € N

d, = min ||w} —w'[|,
w'es

la distance entre w;, et S, il n’est pas difficile de voir que

lim d, = 0.
n—ro0
Les étapes pour montrer un résultat de ce genre sont les suivantes :
— Montrer que (w})nen est bornée. Ceci se déduit généralement facilement de la coercivité de E
et/ou de la compacité de C.
— Montrer que tout point d’accumulation de (w;)”eN est dans C. On a, en effet, pour tout wy € C,

E(wo)

0< Y (lsilwp))")* < =

o

Il
—_

Le résultat se déduit alors du fait que les fonctions g; et ([.]*)? sont continues.

— En déduire que tout point d’accumulation de (w};),en est dans S. On considére un point d’accu-
mulation w* et une suite extraite (w),cn convergeant vers w*. Pour tout o € N et tout s € S, on
a

* * * 2
E(Wo) < E(W0)+OZ([gi(Wo)]+) )
< E(s)
On en déduit que, comme E est continue,

E(w") = lim E(w") < E(s)

0—o0

— Conclure que lim;,—. d,, = 0. Si I’on écrit la négation de cet énoncé :
Je > 0,VN,3ny > N, |dny,| > €

on construit une suite (w}, )ven extraite de (w,),en dont aucune suite extraite ne peut converger
dans S.

Pour finir, bien souvent, on résout itérativement (2.16) pour des valeurs croissantes de n. L’ intérét est
que I’on peut utiliser la solution w: pour initialiser 1’algorithme de minimisation de (2.16) pourun n’ > n.
Ceci permet généralement d’obtenir une convergence plus rapide si’on cherche directement a minimiser
(2.16) pour n’ avec une mauvaise initialisation.

2.2.4 Algorithme de Uzawa (Dual ascent)

Pour introduire I’algorithme de Uzawa, nous devons d’abord définir le Lagrangien du probleme (2.13).
Celui-ci nous permettra de définir le probleme dual de (2.13). Nous verrons que ce probléme s’exprime
comme une maximisation. L’algorithme de Uzawa consiste a faire cette maximisation (d’ou le nom an-
glais dual ascent).
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Commencons donc par définir le Lagrangien de (2.13). Pour cela, nous notons
RY = {(M)1<iem € RM V1 < i < M, A; > 0}.

Le Lagrangien est alors défini pour tout w € W et (A;)1<i<m € RY par
M
L(w,(Mi)i<iem) = E(W)+ Y Li gi(w).
i=1

On rappelle aussi que
C={weWVI<i<M, gi(w) <0}

Il n’est pas tres difficile de voir que, pour tout w € W,

E(w) ,siweC

fe siwdcC (2.17)

max Lo (rsizw) = {
(M) 1<icmeRY

Ainsi, on obtient trivialement que les minimiseurs du probleme (2.13) (ou de maniere équivalente du

probleme (2.14)) sont les mémes que les solutions du probleme

min (0\‘ max L(Wv()\'i)lSiSM))- (218)

wew <i<mERY

Or, de par la construction du Lagrangien, celui-ci est convexe et différentiable en w (& (A;)1<i<m
fixé) et affine (et donc concave et différentiable) en (A;);<;j<p (2 w fixé). Un Lagrangien correspondant
4 un probléme ayant suffisamment de coercivité et satisfaisant ces conditions® posséde un point-selle
(w*, (M) 1<i<m) € (W x RY). Celui-ci vérifie donc ®

max  L(w", (M) 1<i<m) = LW, (M) )1<i<m) = min L(w, (A )1<i<m)- (2.19)
(M) 1<i<meRY Wwew

Ceci entraine que, pour tout w € W,

max  L(w*,(Mi)i<i<n) = min L(w', (M) 1<i<m),
(M)1<i<meRY wew
L(w, (M) 1<i<m),

max  L(w,(\)1<i<m)-
(M) 1<i<m€RY

IAIA

On en déduit donc que le premier argument w* de ce point-selle est un minimiseur de (2.18) et donc un
minimiseur de (2.13).

On a donc ramené la résolution de notre probleme de minimisation sous contrainte (2.13) a la re-
cherche du premier argument d’un point-selle d’une fonction définie sur tout W x RY.

Pour trouver le point-selle, on remarque d’abord que, pour tout point-selle (w*, (AY)1<i<m) € (W x RM )
du Lagrangien L, on a forcément

v

max (min L(w, (7»,')1§i§M)) )

max  L(w*, (M) i<i<m) wew

(M) 1<i<u€RY (M) 1<i<meRY

in L(w,(A)1<i
MI/%I‘?/ (Wv( 1)1§1§M)5

v

Z max L(W*7 (7\,,’)13'5]\/[).
(M) 1<icm €RY

5. Nous ne rentrerons pas dans les détails des conditions nécessaires a I’existence d’un point-selle.
6. Ceci est la définition d’un point-selle.
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On a donc
max  L(w',(M)i<i<y) =  max (min L(W,(xi)lgiSM)). (2.20)

(M) 1<i<m€RY (M) 1<icm€RY \weW

On a d’ailleurs de méme que

min L(w, () 1<i<p) = min ((x max  L(w, (xi)lgigM)). .21

wew WEW \(W) 1 <icm €RY

Il semble donc raisonnable a ce stade de calculer un minimiseur de (2.18) en calculant le second
argument d’un point-selle. Pour cela, il suffit de calculer un maximiseur (A});<;<y € RM de

max (min L(w, (x,»)lgl-SM)) . 2.22)

(Ai)1<i<m €RY \WEW

On appelle le probleme ci-dessus le probleme dual de (2.18).
Méme si cela n’est pas essentiel, il n’est pas difficile de voir que tout maximiseur de (2.22) est le
second argument d’un point-selle. On a, en effet, en utilisant (2.20)

L(w*,(M)1<i<m) > min L(w, (X)) 1<i<m),

weWw

> max min L(W, (7\4')1<i<M)) ,
(M) 1<i<mERM \WEW T

> max  L(w*, (M) 1<i<m),
(hi)1<i<m€RY

> Lw*, (M) 1<i<m)-

On en déduit donc que (w*, (A])1<ij<pm) satisfait (2.19) et est donc un point-selle du Lagrangien.
La maximisation de (2.22) constitue le principe de I’algorithme de Uzawa. Plus précisément, si ’on
note pour (A;)1<;<p € RY

L((Ai)1<i<m) = min L(w, (Mi)1<i<m),

I’algorithme de Uzawa consiste a appliquer un algorithme de gradient avec projection avec un pas constant,
pour la maximisation de L sur R{‘f .
Pour cela, on admettra que

OU W(3,),;.), €St UN Minimiseur de

min L(W, (7\,,')13'5]\/[). (223)

weWw

On remarque aussi que la projection orthogonale sur RY de (A;)1<;<y € RM est simplement définie par
Ai emax(O,ki), Vie{l,...,.M}.

On obtient alors 1’algorithme décrit dans 1’ Algorithme 4.

Au-dela des arguments intuitifs décrits ci-dessus pour expliquer le principe de la construction de
I’algorithme de Uzawa, nous ne rentrerons pas dans la justification rigoureuse de sa convergence. Celle-
ci fait intervenir la caractérisation des solutions de (2.13) a I’aide des conditions de Karush-Kuhn-Tucker.
Cette justification alourdirait (encore) considérablement la description de 1’algorithme de Uzawa.

Par ailleurs, au regard de I’ Algorithme 4, il n’est pas tres difficile de se convaincre qu’il converge, tant
que (2.23) a une solution. En effet, cet algorithme consiste a calculer un w minimisant L, pour un certain
(Mi)1<i<m, puis a:

30



Algorithme 4 Algorithme de Uzawa

Entrée: Les entrées nécessaires au calcul de E, de VE et de g;, pour touti € {1,...,M}
Sortie: Une approximation d’un minimiseur de (2.14) : w

Initialisation de w et de (A;)1<i<m
Choix d’un pas fp
Tant que 1’algorithme n’a pas convergé faire
Calculer un minimiseur w de (2.23) avec un algorithme adapté
Mettre a jour, pour tout i € {1,...,M} : A; < max(0,A; +fogi(w))
Fin tant que

— augmenter les valeurs de A; pour les indices i ne satisfaisant pas la contrainte g;(w) < 0 : ainsi, on
les pénalise de plus en plus au fur et & mesure du processus itératif jusqu’a ce que la contrainte
soit satisfaite, comme le ferait un algorithme de pénalisation ;

— diminuer les A; pour les indices i satisfaisant la contrainte g;(w) < 0 : ainsi, on pénalise de moins en
moins les contraintes satisfaites par notre solution w jusqu’a éventuellement ne plus les pénaliser
du tout, du fait de la projection.

En pratique, cet algorithme peut étre instable si le Lagrangien manque de coercivité en w. Cela peut,
par exemple, arriver si les contraintes g; sont linéaires et E a une croissance linéaire lorsque ||w|| croit a
Iinfini.

Par ailleurs, le choix de I’algorithme permettant de minimiser (2.23) est surtout important lors des
premigres itérations. Ensuite, comme on peut I’initialiser avec le w précédent, il est donc tres bien initialisé
et le choix de I’algorithme n’a pas beaucoup d’importance.

Comme pour I’algorithme du gradient, une bonne initialisation de I’ Algorithme 4 permet de gagner
du temps. Cependant, une mauvaise initialisation ne remet pas en cause la convergence de I’algorithme.

Enfin, le choix du pas 7y obéit aux méme regles que dans un algorithme de descente (montée) a pas
constant. Des éléments permettant de fixer ce pas sont donnés dans la Section 2.1.3 et le Théoréme 1.

2.2.5 Principe des méthodes du Lagrangien augmenté

La méthode du Lagrangien augmenté peut étre vue comme un compromis entre la méthode de péna-
lisation et la méthode de Uzawa. On définit le Lagrangien augmenté du probleme (2.13) au point w € W
et (ki)lgiSM S RAJ;I par

([s:i(w)]*)?,

M=

1

M
Ly(w, M) 1<i<mr) = E(w) + Y A gi(w) +
i=1

Il
—

ot u > 0 et la fonction [.]* est définie par (2.15).

On utilise alors un algorithme similaire a 1’algorithme de Uzawa décrit dans I’ Algorithme 4, mais
en remplacant dans (2.23) le Lagrangien L par le Lagrangien augmenté L. On fait aussi généralement
augmenter u au cours du processus itératif.

Il n’est pas difficile de se convaincre que cet algorithme converge vers une solution de (2.13). En effet,
il peut-étre vu comme un algorithme de Uzawa appliqué a la résolution du probleme

. 2
minyew E(w)+puXily (lgi(w)]7)",
sous la contrainte g;(w) <0 , pourtouti€ {1,...,M}.

On obtient immédiatement que les solutions de ce probléme sont les mémes que celles de (2.13) car, pour
touti € {1,...,M} et tout w tel que g;(w) <0, on a [g;(w)]" =0.
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On a ainsi deux facons d’imposer les contraintes :

— Soit, si u est petit, I’algorithme impose les contraintes a la maniere de 1’algorithme de Uzawa.

— Soit, si u est grand, 1’algorithme impose les contraintes a la maniere de I’algorithme de pénalisa-
tion.

Le parametre u sert donc a gérer le compromis entre les comportements de ces deux algorithmes.
Typiquement, on peut stabiliser le mauvais comportement éventuel de 1’algorithme de Uzawa en prenant
un parametre u suffisamment grand. Comparer a la méthode de pénalisation, on utilise des valeurs de
4 plus faibles, ce qui améliore généralement la structure de la fonctionnelle en lui évitant d’avoir des
gradients trop forts et simplifie ainsi la phase de minimisation en w.
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Chapitre 3

La restauration d’images

3.1 Introduction a la restauration d’images

La restauration d’images consiste a retrouver une image représentant au mieux la scéne observée v, a
partir d’une donnée mesurée u € RV ’ Le plus souvent I’approximation de v est représentée par une image
w* € RN /2. L entier N’ est a priori différent de I’entier N. Cependant, lorsque cela n’est pas ambigu, nous
considérerons pour simplifier que N’ = N.

Pour simplifier et généraliser ce que nous avons dit dans le Chapitre 1, on modélise notre appareil de
mesure par un opérateur (que, pour simplifier, nous supposons linéaire)

H-RV' SRV

et nous modélisons 1’imperfection de la mesure par un bruit blanc Gaussien b € RY * décart type ©. Le
probleme de la restauration d’images consiste alors a chercher une image aussi proche que possible de v,
a partir d’une mesure bruitée :

u=Hv+b.

Ce probleme est évidemment plus ou moins difficile en fonction du conditionnement de 1’ opérateur
H, voir de la dimension de son noyau et du niveau de bruit G.

3.1.1 Un point de vue pragmatique

Les méthodes d’optimisation permettant de construire une telle approximation de v utiliseront toutes
un apriori sur la régularité des images. Typiquement, on minimisera un critere de régularité convexe

72
R:RY" R
sous la contrainte que 1’image obtenue soit cohérente avec la donnée observée. Pour cela, on impose a
Hw* —u

d’étre conforme a ce que I’on attend du bruit b. La difficulté est que, pour se préter a 1I’optimisation, il
faut aussi étre convexe. Par exemple (et ¢’est de loin le plus classique), on impose que ||Hv — ul|» ~ No.
On formalise ceci en cherchant un minimiseur au probleéme

{ min,, R(w) G.1)

sous la contrainte ||Hw —ul|» <1
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pour un parametre T proche de NG.
En fait, pour éviter la difficulté pratique supplémentaire liée a la formulation d’un probléme d’opti-
misation sous contrainte, on se contente souvent de prendre un minimiseur du probleme

min R(w) + A||[Hw — ul|3. (3.2)

weRN

On sait en effet, par des arguments de dualité Lagrangienne, que pour tout T et toute solution w* de (3.1),
il existe un A tel que w* soit aussi solution de (3.2) pour ce A. Inversement, pour tout A et tout minimiseur
w* de (3.2), w* est aussi solution du probleéme (3.1) pour T = || Hw* — ul|». Ainsi, considérer (3.1) ou (3.2)
se résume a changer le parametre T par un parameétre A, ce qui est souvent raisonnable.

Par ailleurs, on a vu dans les Chapitres 2.2.4 et 2.2.5 que la minimisation d’un probleme non contraint
du type (3.2) est en fait une étape de la résolution du probléme contraint (3.1).

Dans la suite, nous décrirons la variation totale qui est un critere de régularité tres utilisé pour résoudre
différents problemes de restauration d’images. Nous verrons aussi plusieurs modeles d’optimisation uti-
lisant la variation totale pour résoudre différents problemes de restauration d’images.

3.1.2 Un point de vue Bayesien

La modélisation Bayesienne fournit un bon moyen de modéliser des problemes lorsque ceux-ci sont
complexes. L’estimateur de Maximum A Posteriori (MAP) conduit alors a un probléme d’optimisation
dont la résolution fournit une estimation de la solution de notre probleme inverse.

Dans le cas, relativement simple décrit ci-dessus, on procéde comme suit.

Comme le bruit ajouté a I’'image est supposé indépendant et identiquement distribué (i.i.d.) Gaussien
centré d’écart type 6 > 0, on a

_li3
P(b)ece 207 .
On a donc, pour u obtenue a partir de I'image w
HuwaH%

P(ulw)oce 202
Par ailleurs, on suppose que les images suivent une loi, que I’on appelle loi a priori,
P (w) oc e M),

On peut alors appliquer les loi de Bayes pour en déduire la loi a posteriori

PO = g,
o< P(ulw)P(w),
qu—szH% AR(w)

L’estimateur de Maximum a posteriori maximise cette loi & posteriori P(w|u). De maniere équivalente, il
minimise —log (P(w|u)). On retrouve alors un probléme d’optimisation ressemblant aux problémes vues
a la section précédente :

Nl — Hwl[3
min —————= + AR(w).
wew 262 ( )

La modélisation Bayesienne peut cependant étre tres pratique pour modéliser des problemes dans les-
quels un nombre important de variables interagissent. Cette modélisation peut aussi fournir des solutions
pour estimer des parametres.
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3.1.3 Un point de vue ''probléme inverse"

Dans certains cas, les modeles d’optimisation peuvent étre justifiés théoriquement par le calcul d’une
borne supérieure de la norme de I’erreur ||w* — v||, pour une "famille" d’images v et pour w* la solution
d’un probléme d’optimisation bien choisi. Nous verrons quelques exemples de résultats de ce type dans
les Chapitres 5.1.3 et 5.2.2.

Lorsqu’un tel résultat est possible, il s’agit bien siir de la meilleure garantie qui puisse €tre que la
solution envisagée permet bien de résoudre le probleme que 1’on a.

3.2 La variation totale

3.2.1 Dans le domaine continu

Pour toute cette partie, le lecteur pourra trouver des compléments et des détails dans [4].

Pour simplifier, nous considérons dans cette sous-section une fonction w définie sur le carré [0, N]>.
Plus précisément, on suppose que w € L! ([O,N]z). Nous définissons la variation totale par dualité : nous
dirons que w est a variation bornée si

sup{/[ }2w divedxdy , ¢ €C' (J0,N[R?) et|g| < 1} < oo,
0,N

ou C' (]0,N[*,R?) désigne I’ensemble des fonctions continiiment dérivable allant de |0, N[* dans R? et |¢|
désigne la norme euclidienne de ¢ en (x,y) (les dépendances en (x,y), n’est pas explicitée pour simplifier
les notations).

On note w € BV ([O,N]z) pour indiquer qu’une fonction w est a variation bornée et on définit alors

TV (w) :sup{/[ 2" divo dxdy , ¢ €C' (JO,N[>,R?) et|g| < 1}. (3.3)
O,N’

Exemple 1 :siw € BV ([0,N]?) et west C' :

On obtient alors en intégrant par partie que, pour tout ¢ = (¢1,¢2) € C' (J0O,N[*,R?), tel que [¢| < 1

. _ 0¢1 99,
/[O,N]2W divpodxdy = /[O’N]2w< i + ay) dxdy,

ow ow
= - /[o,N}Z PR A EN 2 dxdy,

= - /[O ap? Vw . ¢ dxdy, 3.4

ol Vw . @ désigne le produit scalaire usuel dans R?. En remarquant maintenant que, comme |¢| < 1, on a
—Vw. o <|Vw|,
on a finalement

/ w dive dxdyg/ Vw| dxdy Vo eC! (J0,N[,R?) tel que [o] < 1.
0N 0N

Donc

TV(w) < / |Vw| dxdy. (3.5)
[0.N]2
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Pour prouver que I’on a en fait I’égalité entre ces deux termes, il suffirait de construire une suite de
fonctions @y € C! (]O,N [Z,RQ) telles que |@g| < | approximant de mieux en mieux, lorsque k tend vers
I’infini, la fonction

o 7% ,81|Vw| #0
0 , sinon.

En effet, formellement, on a grace & (3.4)

/ w divﬁdxdy:—/
[0,N]2 [0.N

y

Vw . O dxdy = / |Vw|dxdy.
2 [0.n]2
Ainsi, si (@ )ren est convenablement construite, on obtient que pour tout € > 0, il existe k tel que
/ |Vw| dxdy — € < / w divQy dxdy < TV (w).
[0.N]2 [0.N]2

Avec (3.5), ceci permet finalement de conclure que
TV (w) = / Vw| dxdy. (3.6)
[0.§)2

On peut en fait construire (@ )ren assez facilement a I’aide de convolutions et multiplications de &
par des fonctions régulieres. Les détails de cette construction sont cependant assez éloignés des objectifs
de ce cours et sont laissés en exercice.

Exemple 2 : si w est une fonction indicatrice d’un ensemble régulier : formule de la co-aire

Nous ne le montrerons pas mais la preuve du résultat suivant est dans [4].

Théoreme 4 Si E C [0,N)? est une ensemble ouvert dont la frontiére est réguliere (par exemple Lipschitz)
et siw =1 alors w € BV ([0,N]?) et

TV (w) = H'(3E),
o H' désigne la mesure de Hausdorff' de dimension 1.

En d’autres termes, TV (w) est égale au périmetre de E. Ceci donne un exemple de fonction discontinue
dont la variation totale est finie. Ceci montre I’intérét de la définition de la variation totale par dualité. En
effet, une définition basée sur une simple intégrale du module du gradient aurait contraint les fonctions a
variation bornée a avoir un gradient.

Avant d’introduire la formule de la co-aire, nous donnons la définition suivante : Pour une fonction
w € L' ([0,N]?) et € R, on note I’ensemble de niveau ¢ de la fonction w :

Ly, (1) = {(x,y) € [0,N]*,w(x,y) > 1}.
Théoréme 5 (Formule de la co-aire) Siw € BV ([0,N]?), alors
— pour presque tout t € R,
TV (L) <
— la fonction
t—TV (le(t)) est mesurable ;

— et

=

TV (w) = /w TV (1, ))dt. 3.7

Ce théoréme est illustré sur la Figure 3.1.

1. La mesure de Hausedorff de dimension 1 d’un ensemble correspond a la longueur de cet ensemble s’il "est 1D" ; vaut 0 s’il
est de dimension inférieure a 1 ; et vaut +oo s’il est de dimension supérieure a 1.
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0 N ¥ TV(.,e) 5 4 3 2 1 0

FIGURE 3.1 — Illustration de la formule de la co-aire en dimension 1: a gauche, le graphe d’une fonction
w € TV ([0,N]); a droite, le graphe (tourné) de la fonction 7 — TV (1, (1))

Exemple 3 : en dimension 1, si w est croissante

Si w € BV ([0,N]) est croissante et C', en utilisant un analogue 1d de (3.6), on a
N
TV(w) = / |w'| dx
0

N
= /w/dx
0

w(N) —w(0).

En fait, on peut facilement vérifier en utilisant la formule de la co-aire que ce résultat est encore vrai
lorsque w contient des discontinuités. Ce résultat est illustré sur la Figure 3.2.

Ceci est un argument fort en faveur de I’utilisation de la variation totale comme critere de régularité
en traitement d’images. Les images contiennent en effet souvent des discontinuités. En pratique, le fait
que le cofit d’un bord discontinu soit identique au coiit d’un bord tres régulier permet de laisser le terme
d’attache aux données déterminer la régularité de la solution. Ce raisonnement est en fait un peu simpliste,
mais justifie tout de méme que les discontinuités ne sont pas impossibles.

Il faut finalement noter que cette qualité implique que la variation totale n’a pas de bonnes propriétés
de type ellipticité, ce qui rend sa minimisation délicate. Pour mémoire, une fonctionnelle C! et elliptique
f est telle qu’il existe o > 0 tel que pour tout w' et w on ait

<Vf(w/) —Vf(w),w 7w> > al[w —w||,.

On peut montrer qu’une telle fonctionnelle est strictement convexe.
On peut construire un contre-exemple simple, en considérant deux fonctions différentes w} et w),
/ /
croissantes sur [0, N] et telles que w/ (0) = w} (0) =0 et w} (N) = w5 (N) = 1. Sil’on considere w = @,
on voit facilement que TV (w}) = TV (w}) = TV (w) dont on déduit que la variation totale n’est pas
strictement convexe.

37



wi(x)

w1

Wz,.s"‘

w3 .

FIGURE 3.2 — Les fonctions wy, wy, w3 et wy ont toutes la méme variation totale.

3.2.2 Sur la grille

Définition et premieres propriétés

. . o o , . 2 .
11 existe plusieurs facons de définir la variation totale d’une image w € RY". On pourrait notamment

discrétiser la variation totale en utilisant la formule de la co-aire et une notion de périmetre de sous-
ensembles de {1,...,N }2 (voir (3.7)). On pourrait aussi utiliser la définition utilisant la dualité entre
fonctions définies sur {0, ... ,N}2 (voir (3.3)). Nous choisirons ici de la définir en utilisant un analogue

discret de (3.6).

. . o . . e 2
On définit ainsi la variation totale de w € RY" par

N
TV(w) = Z [VWinnls

myn=1

ol |.| est la norme euclidienne dans R?,

v _ ame,n o Wm+1n — Wmn
Wmn = ) = _
nWm.,n Wimn+1 — Wmn,

et ol I’on étend w en dehors de son support (par exemple) par périodisation.

et

On note ci-dessus

Bm:RN2 RNZ,

—
(Wm,n)lgm,rzSN — (Werl,n - Wm,n)lgm,rzSNv

RV — RV,

(Wm,n>1§m,n§N — (Wm,n+1 - Wm,n) 1<m,n<N-

Il n’est pas difficile de voir que la variation totale ainsi définie est :
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— continue, car elle est obtenue comme une somme de fonctions qui sont la composition de fonc-
tions continues.

— convexe, car elle est obtenue comme une somme de fonctions qui sont trivialement convexes.

— non-coercive sur RV, car pour tout w € RV et tout ¢ € R, TV (w+¢) = TV(w). Ainsi, on peut
choisir ¢ de maniére & avoir ||w+ ¢|| aussi grand que I’on veut sans que TV (w + ¢) ne tende vers
I’infini. Ceci peut poser probléme lorsque I’on cherchera a minimiser la variation totale.

— est une semi-norme sur RV, Ceci est laissé en exercice.

— est une norme sur {w € RV, fo,n:l Wwmn = 0}. Il n’est pas difficile de voir que siw € RN est telle

que TV (w) = 0, alors w est constante 2. Ainsi, si w vérifie aussi Z%,n:l W, = 0, on a forcément
w=0.
Ces deux dernieres propriétés garantissent en pratique que les problemes d’optimisation convexe
faisant intervenir la variation totale n’auront pas de solution de norme arbitrairement grande si et
seulement si un autre terme (par exemple : le terme d’attache aux données) contraint la moyenne
du minimum . Ce sera en pratique toujours le cas.

— non-différentiable, dés qu’il existe (m,n) € {1,...,N}? tel que |Vwy,,| = 0, car |.| n’est pas
différentiable en (0,0). Ceci est a prendre en compte lors du choix d’algorithme pour minimiser
une fonctionnelle contenant un terme de variation totale. Une modification simple permettant de
contourner ce probléme consiste a remplacer la variation totale par

N
TVew) = Y \/@nwmn)? + @) + e

m,n=1

ou € > 0 est petit.

Calcul du gradient de 7'V

Pour simplifier les calculs, on note

©:(t) =vi+e Vi >0.

On a évidemment 1
(p/ 1) = —F—— vt > 0. 3.10
E( ) 2 /—t € I ( )

.. C L 2
Nous allons, tout d’abord, calculer I’adjoint 9, de d,,. Pour cela, nous considérons w et w' dans RV,
Nous avons

N
’ / /
<W’ a’”w > = Z Wmn,n (Wm+1,n - Wm,n) ’
m,n=1
N N
/ /
= Z WmnWin1,n = Z Win,nWin
mn=1 mn=1
N N
_ / /
- Z Wm*lﬂwm,n - Z Wm.,ﬂwm,m
mn=1 m,n=1
N
_ /
= Z (Wm—1,n = Winn) Winn
mn=1
_ * !
= (Iww).

2. On peut le montrer simplement en faisant deux récurrences : une pour montrer que pour tout m, wy, | = wj 1, une autre pour
montrer qu’a m fixé, pour tout 1, Wy, , = Wy, 1.
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On a donc pour tout w € RV

Oy Wimn =Wm—1n—Wmn ,V(m,n)€ {1,...,N}2. 3.11)
On obtient de méme que 1’adjoint 9} de 9, satisfait pour tout w € RV ?

O Wmn = Wmn—1 —Wmn ,V(m,n)e{l,... ,N}z. (3.12)

. . “ 12 2
Nous pouvons maintenant commencer le calcul du gradient de TV. Considérons w et w’ dans RV".
Nous avons

TVe(w+w') — TVe(w) = i (pg<|V(w+w’)m’”|2)—(ps<|Vwm’”|2)7

myn=1

N
= Z Pe <|Vwm,n |2 + 2(amwm,namW:n,n + anwm,nanwin,n) + 0(|VW:n,n | )) — Qe <|Vwm,n |2) )

myn=1

N
= X 204 (IV9ma ) @B+ B ) + (VW ).

myn=1

Si’on note X € R¥ et ¥ € R tels que pour tout (m,n) € {1,...,N}? on ait

Xm,n =2 (Pé (|VWm,n|2) ame,n et Ym,n =2 (P/g (|Vwm,n|2) anWm,na (3.13)
on obtient finalement
N N N
TVew+w)=TVew) = Y XunOuWpn + Y Yun0aWh, + Y o(IVW),,0)
m,n=1 m,n=1 m,n=1

<Xvamwl> + <Y7 anwl> + O(HVW,” 1),
(O X +0,Y,w') +o([w]]2).

Ci-dessus, on voit facilement qu’un terme négligeable devant |[Vw'||; est aussi négligeable devant
/
[[w'[[2 car

N N
Y, (Vwal <4 ) (Wil = 4w signe(w')) <4N||w/|2,
mn=1 mn=1

o 14 2 . .
ot signe(w') est un élément de RV" ne contenant que des 1 et des — 1, suivant le signe de w'.
2
On peut donc conclure que, pour tout w € RV,

VTVe(w) = 95X +0Y, (3.14)

ou X et Y sont définis par (3.13).

On remarque que la formule ci-dessus correspond a une divergence discréte de (X, ,, men)lgmmgjv.
La divergence discrete est en fait I’opérateur adjoint de V. On voit aussi en utilisant (3.10) dans (3.13)
que lorsque € tend vers 0, on a

amwm n anWm n
Xnn > : Yun .
" |Vwm,n | " |VWm.n |
On a ainsi v
. w

Dans (3.15), le terme de droite correspond a une écriture que 1’on rencontre couramment pour définir le
gradient de la variation totale.
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3.3 Le débruitage

Comme nous I’avons vu au Chapitre 1, les images contiennent généralement un bruit que 1’on modé-
lise souvent en le supposant additif, blanc et Gaussien. On a ainsi en chaque (m,n) € {1,...,N}?2,

Umpn = Vmp + bm,m

ou u est 'image dont on dispose, v I’'image que I’on aimerait connaitre et b est un bruit blanc Gaussien.

Comme nous I’avons déja indiqué dans la Section 3.1, une solution pour retrouver une image débruitée
proche de v consiste a trouver un minimiseur du probleme

min  E(w), (3.16)
weRN?
ol
E(w) = TVe(w)+A|w—ulf3. (3.17)

Pour minimiser E, on utilise par exemple un algorithme de gradient tel que nous les avons vu dans le
Chapitre 2 et utilisant

VE(w) = VTVg(w) + 2A(w —u),

ol VTVg(w) est donné dans (3.14), (3.11), (3.12) et (3.13).

La nature des résultats que 1’on peut obtenir avec cet algorithme est illustrée sur la Figure 3.3. On
présente sur cette figure I’image non bruitée, des images bruitées pour des bruits d’écart type 10, 20 et
30 ainsi que les images solution de (3.16) correspondantes. Dans tous les cas, on a pris € = 1 et on a pris
A =0.05,0.017 et 0.0125 respectivement pour les bruits d’écart type 10, 20 et 30.

3. Le calcul conduisant a VE ne présente pas de difficulté et est laissé en exercice.
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FIGURE 3.3 — En haut, I'image souhaitée puis de haut an bas: a gauche I’image bruitée et a droite I’'image
débruitée pour des bruits d’écart type 10, 20, 30.
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Sur la Figure 3.4, on montre les résultats pour débruiter I’'image contenant un bruit d’écart type 20,
avec € = 1 et A = 0.5, 0.05, 0.017 et 0.005. On voit que, plus A est grand, plus I'image est bruitée.
Inversement, plus A est petit, plus 1’image est lisse. Ceci correspond au fait que, dans (3.17), lorsque A
est petit, le terme de régularisation TVe a plus d’influence sur 1’énergie et donc sur la position de son
minimiseur. La situation inverse se produit lorsque A est grand.

FIGURE 3.4 — En haut, a gauche ’image souhaitée et a droite I’image bruitée avec un bruit d’écart type
20. Puis, de haut en bas et de gauche a droite, I'image débruitée pour A = 0.5, 0.05, 0.017 et 0.005.

Enfin, on remarque sur la Figure 3.4 que méme lorsque I’'image est trop régularisée (i.e. pour des
valeurs de A trés faible), le résultat contient des discontinuités. C’est une illustration, dans un cas extréme,
de I’intérét de la variation totale en traitement d’images. De telles discontinuités sont en effet souvent
présentes dans des images.
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3.4 L’inversion d’opérateurs/la déconvolution

Comme nous I’avons vu au Chapitre 1, en plus du bruit, les images sont généralement acquises par
un appareil de mesure qui restitue imparfaitement le contenu de I’'image idéale que 1’on voudrait obtenir.
Ainsi, on mesure en chaque pixel (m,n) € {1,...,N}?,

Umn = HVm,n + bm,nv

ol u est I’'image dont on dispose, v I’image que I’on aimerait connaitre, H est un opérateur linéaire connu
et b est un bruit blanc Gaussien. Pour simplifier, nous supposerons que H va de RV dans RV mais,
comme nous 1’avons vu au Chapitre 3.1, il est parfois utile de supposer que H va de R ? dans RV 2, avec
N’ # N. Lorsque H est invariant par translation, il s’agit d’une convolution (voir Chapitre 1). L’ opération
consistant a estimer v a partir de u s’appelle dans ce cas une déconvolution. En général, H dépend de
I’appareil de mesure et peut prendre plusieurs formes. Il est souvent trés mal conditionné et a méme
souvent un nombre important de valeurs propres valant 0.

La encore (voir la Section 3.1), une solution pour retrouver une image proche de v consiste a trouver
un minimiseur du probléme

min_ E(w), (3.18)
weRN?
ol
E(w) = TVe(w)+A||[Hw—ul)3. (3.19)

Comme dans la section précédente, on peut utiliser pour résoudre ce probléme un algorithme de
gradient tel que nous les avons vus dans le Chapitre 2 et utilisant *

VE(w) = VTVe(w) + 2 AH' (Hw — u),

ol H' est I’opérateur adjoint de H et VT Vg(w) est donné dans (3.14), (3.11), (3.12) et (3.13).

On présente sur la Figure 3.5, les résultats d’un probleme de déconvolution. Dans cette expérience,
I’opérateur H correspond a une convolution avec un noyau Gaussien de variance connue et le bruit additif
blanc Gaussien est d’écart type 2. On montre I’image idéale recherchée, I’image floue et les minimiseurs
de E pour différentes valeurs de A. On voit que lorsque A est grand, I’image contient beaucoup de détails
mais contient aussi du bruit, alors que pour un lambda faible, I’image contient moins de détails mais
est bien réguliere. Des valeurs de A intermédiaires permettent d’obtenir un compromis entre ces deux
extrémes.

4. Laencore, le calcul conduisant a VE ne présente pas de difficulté et est laissé en exercice.

44



FIGURE 3.5 — Expérience sur la déconvolution. De haut en bas, puis de gauche a droite: I’image idéale
que I’on recherche, ’image floue puis les images restaurées pour des valeurs de A = 100, 10 et 0.01.
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On présente sur la Figure 3.6, les résultats d’un probleme d’interpolation. Dans cette expérience, on
ne connait qu’une version bruitée (il s’agit d’un bruit additif blanc Gaussien d’écart type 10) de certains
pixels de I’image. Ceci correspond a un opérateur H défini comme une multiplication par un masque
(connu) valant 1 pour les pixels connus et O pour les pixels inconnus. Remarquez que I’on suppose ici que
les bords de I’'image sont inconnus. C’est un artifice que 1’on emploie parfois pour gérer les problemes de
bords. Nous profitons de cette expérience pour I'illustrer. On voit sur la Figure 3.6, I'image recherchée,
I’image dans laquelle les pixels manquants sont en noir puis les minimiseurs de E pour des valeurs
décroissantes de A. La encore, lorsque A diminue, 1’image obtenue est plus réguliére mais contient moins
de détails.

46



“ff?’

FIGURE 3.6 — Expérience sur I’interpolation et le débruitage. De haut en bas, puis de gauche a droite:
I’image idéale que I’on recherche, I’image a interpoler puis les images restaurées pour des valeurs dé-
croissantes de A.
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Nous présentons sur la Figure 3.7, les résultats pour un probléme de zoom. Dans cette expérience,
I’opérateur H correspond a la succession d’une convolution et d’un échantillonnage. (Ici, on a typique-
ment N’ > N.) Dans cette expérience, le bruit est d’écart type 1. On présente sur la Figure 3.7, 'image de
départ, I'image obtenue en répliquant la valeur des pixels, I’image obtenue en minimisant E pour A = 10.
Notez que, dans cette expérience, nous n’avons pas traité les problemes de bord. On peut voir des oscil-
lations qui se propagent assez loin des bords de I’image. On voit sur cette expérience que pour ce genre
d’application, il est trés important de bien gérer cet aspect. Par contre, on voit que I’image ne contient pas
la "pixellisation" que I’on peut observer sur le zoom par réplication.

FIGURE 3.7 — Expérience sur le zoom de niveau 4 d’images. De haut en bas: I’image de départ; I’'image
obtenue en répliquant les valeurs des pixels; I’image obtenue en régularisant avec la variation totale.

48



3.5 Larestauration d’image compressée

L’objectif de cette section n’est évidemment pas de donner un exposé complet des algorithmes de
compression d’images tels que JPEG et JPEG 2000. Ce qu’il nous suffit de savoir, c’est que ces deux
algorithmes :

— transforment I’image a compresser u sous la forme d’un jeu de coordonnées ({1, ¢)) e, ol B est

2
une base orthogonale de RV ;
— quantifie ces coordonnées pour obtenir (Qq, ((u,(p))) i oll, pour tout ¢ € B, Qp : R —> Z est
0
une quantification ;
— puis font un codage sans perte du résultat.
Ainsi, si I’on note g¢ le pas de quantification de la coordonnée suivant @, on sait que

ao (Q0(t0.0)~ 3 ) < (09) a0 (Qullui) +3 ). Vo3 (.20

ol u est I'image de départ et <Q<P (<u,(p>)) représente ses coordonnées quantifiées. Pour restaurer
geB

. P . 1. 2 . .
I’image compressée, on va donc chercher le "meilleur” élément de RV satisfaisant (3.20).
Finalement, une facon naturelle de restaurer une image compressée u, exprimée sous la forme de ses

coordonnées quantifiées (Q(p ((u, (p})) , consiste a chercher une solution du probleme suivant :
geB

{ min 7 Ve (w) 321)

sous les contraintes gq (Qp ((1,9)) — 1) < (W, ) < g (Q ((u,9))+3) Vo€ B.

2 . . .
11 faut noter que ’ensemble C des w € RV satisfaisant les contraintes de (3.21) a une forme d’hyper-
cube dont les cotés sont de tailles différentes. Il est donc convexe mais son bord est non-différentiable.
La projection orthogonale sur cet ensemble est par ailleurs facile, puisque la base B est orthogonale.

. L 2 S
Si I’on note Pc(w) la projection orthogonale de w € RV, sur C, on a immédiatement

q$ st (w, @) > 51;67
(Pc(w), @) =1 (W,0) ,sigy > (w,0)>qq,
de .sigy > (W, 9),

ou I’on a noté
1
s = v (20 (w0 +3 ).
et

i5 = a0 ( Qo (a0~ 3).

On peut donc (par exemple) construire un algorithme de gradient utilisant la formule du gradient de
TV, décrite dans (3.14), (3.11), (3.12) et (3.13) et la forme de la projection ci-dessus pour construire un
algorithme de gradient résolvant (3.21).

On illustre ce modele sur la Figure 3.8. Sur cette figure, on présente différents niveaux de compression,
avec pour chaque image compressée, I’image restaurée correspondante. L’ image restaurée est obtenue en
résolvant (3.21).
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FIGURE 3.8 — Exemples d’images dans lesquelles les défauts dus a la compression ont été corrigés. A
gauche: les images compressées; a droite: les images restaurées. De haut en bas: I’expérience est faite
pour un taux de compression de plus en plus important.
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Chapitre 4

Le recalage

4.1 Principe des méthodes d’optimisation pour le recalage d’images

Le but du recalage d’images (“registration” ou "optical flow", en anglais) est d’établir une corres-
pondance entre les points représentant un méme objet dans deux images d’'une méme scene. De telles
images se rencontrent fréquemment (deux images successives dans un film, images satellite d’'une méme
région ...). On peut aussi vouloir comparer une image a une image de référence (en imagerie médicale,
notamment).

Plus précisément, on dispose de deux images v! et v? € RM et on cherche un champ de vecteurs
t = (tmn) 1<mn<n = (bpyps T n) 1<mn<n € (]RZ)N2 tel que I’objet représenté dans v! en (n2,1) + 1, soit le
méme que 1’ objet représenté dans v au pixel (m,n).

Le recalage d’images est I'un des grands domaines du traitement d’images et de la vision par ordina-
teur. Il existe un nombre trés important de méthodes pour résoudre ce probleme. Les méthodes d’optimi-
sation consistent généralement 2 minimiser une énergie définie pour ¢ € (R?)V ? et qui est la somme

— d’un terme favorisant la cohérence entre le niveau de gris observé dans v! au point (m,n) + t,,, et
v,zn’” et

— d’un terme de régularisation de ¢ (ou méme une contrainte sur #).

La premiére difficulté vient du terme d’attache aux données entre v! au point (m,n) + t,,, et v%m. Ce
terme pose deux problemes : '

— On doit en effet définir v! en un point non entier et donc interpoler v!. Dans la suite, on appelle v!
une version de v! interpolée sur tout [0, N]2. On peut par exemple penser aux solutions suivantes :
o L’interpolation au plus proche voisin : on définit alors

VL ((m,0) +tn) = V' ([ (m,1) + b)),

ol la fonction | .| fait un arrondi a I’entier le plus proche. Cette interpolation conduit cependant
a des fonctionnelles non convexes et non-différentiables (sa dérivée vaut O presque partout).
o Une fagon simple d’obtenir une fonctionnelle convexe et différentiable (en ¢) est de considérer

une approximation affine de v! au voisinage de (1, 7). On pose alors

1 1 1

Vl ((mvn) + tmyn) = Vm,n + <va,n7tm,n>' (41)
Une telle approximation n’est cependant généralement valable que dans un petit voisinage
autour de (m,n). Cette approximation sera particulierement grossiére pour les points situés
sur un contour de 1’image.
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o On peut aussi utiliser une interpolation linéaire utilisant les valeurs des pixels dans un voi-
sinage de (1,n) + t.,. On peut, par exemple choisir un noyau # € L'([0,N]?) (périodisé) et

poser
_ N

vi(x,y) = Z h(x—m,y—n) v,'n’,,.
myn=1
La encore, ce choix conduira a des fonctignnelles non convexes en f.
— On doit définir un critére de similarité entre v! ((m, n)+ tm,n) et vm - On utilise souvent
o un critere de ressemblance supposant que la couleur du pixel correspondant & un méme objet
est identique dans les deux images. On utilise alors typiquement :

N

~ 2
Y () +tn) ) 4.2)
myn=1
o Une variante importante est :
S 2
Z vl ((man> +tm,”l) - Vm,n .
m,n=1

Elle permet de moins tenir compte des changements d’occlusions entre les deux images. Une
occlusion correspond a un objet uniquement présent dans 1’une des deux images. Les pixels
de cet objet sont généralement peu nombreux, mais chacun de ces pixels conduit a une forte

valeur de

vl ((m, n)+ tm,n) - v%m ‘ Par rapport a (4.2), 'utilisation d’un terme ' permet d’at-
ténuer leur influence dans le terme d’attache aux données, tout en restant convexe.

o Le contraste peut cependant avoir changé entre les deux prises de vues. Ce sera par exemple le
cas sila lumicre a changé. Une fagon d’atténuer ce défaut est de chercher a recaler les gradients
des images. Intuitivement, on cherche alors a mettre les bords des objets en correspondance.

On prend alors
N

Z (Vv~1 ((m,n) +tm,n) — Vv%w)z.

mn=1

o On cherche méme parfois (notamment en imagerie médicale) a recaler des images acquises
a I’aide de capteurs différents et ne permettant pas de voir les mémes objets. On utilise alors
généralement un critere utilisant I’information mutuelle. On minimise alors un terme ayant la
forme

i 2(a,b)

(V11 Z]P’, (e b)logW (4.3)

Pﬁ,ﬁ (a,b) =P (v' ((m,n) +tmy) =aet v,zn’” = b)
est la probabilité (sur (m,n)) jointe de veth? et

1 2
Psi(a) =P (v (0mn) + 1) =a) et Pa(b) =P(v}, =b).
Le calcul des lois de probabilité se fait typiquement a 1’aide d’histogrammes normalisés. Il existe
évidemment toute une gamme de solutions pour leur estimation.

La encore, cela conduit & des fonctionnelles non convexes et a de nombreux problemes numé-
riques.
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exemple : Si v' se déduit de v? par un changement de contraste g (i.e. : V(m,n),v}, , = g(v2, )

ona,pourt =0
P+ (g(b)) =P (b)

v

et
~ | Pp(d) ,sia=g(D)
Pvl V2 (a,b) = { 0 , sinon.
On a donc
~ P (b)
IV V) = =Y Pu(b)log———=,
(') Zb: 12(0) P2 (b)?

Y P (b)log P (b).
b

— Concernant les criteres de régularisation sur le champ de vecteur ¢, on distingue typiquement les
approches suivantes :

o On impose a ¢t d’appartenir a une classe de déformation dont les éléments sont définis par
un nombre restreint de parametres. Par exemple, on peut parfois se restreindre a considérer
uniquement les translations, les rotations. . .. On optimise alors le terme d’attache aux données
sur les vecteurs de translations possibles ou les parametres d’une rotation.

o On favorise le fait qu’un critere de régularité tel que

N
Y, (Viga* + Vi, (4.4)
mn=1
ou
N
Y Vi P 1V
m,n=1
soit petit.

Il faut noter a ce stade, que les modeles que nous avons envisagés dans cette section ne tiennent que
partiellement compte des occlusions. On peut rajouter un terme permettant de représenter ces occlusions
en utilisant de 1’optimisation de forme.

4.2 Exemples de méthodes de recalage : La méthode de Horn et
Schunck

Le modele de Horn et Schunk correspond parfaitement au cadre décrit dans le chapitre précédent.
Il consiste a minimiser une fonctionnelle dont le terme d’attache aux données est défini par (4.2) avec
une interpolation définie par (4.1) et utilise le critere de régularité défini par (4.4). On aboutit alors a la
minimisation en ¢ d’une fonctionnelle de la forme

2
Z (vr]n,n + <er]n,n7tm,"> - vﬁun) + )\’ (|Vtr}1,n|2 + |Vtr%l,n|2) ’ (45)

avece

VVm,n = (Vm,n —Vm—1n, Vmn — Vm,nfl)a

ot v désigne v', ¢! ou #? ; ceux-ci étant périodisés en dehors de leur support.
Il est possible de montrer que ce probleme a une solution dés que Vv!' peut prendre plusieurs direc-
tions. En effet, cette fonctionnelle est trivialement continue. Il n’est pas difficile de se convaincre qu’elle
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est aussi coercive car ¢ ne peut pas étre a la fois constant et avoir des produits scalaires nuls avec tous
les Vv,'nyn si ceux-ci changent de direction. Cette solution est de plus unique, sauf si le champ de vecteur
constant est solution.

Le role du parametre A est simple a comprendre :

— plus A est grand, plus le terme

N
Y (Vi + 1V, )

myn=1

a d’importance (et donc ¢ est régulier) ;
— plus A est petit, plus

N
Z (vrln,n + <Vvi1n,n’tm7n> - vrzn,rz)2

myn=1

a d’importance (au risque d’avoir des problemes pour recaler les objets dont I’intensité a changé).

Des exemples de résultats de recalages avec la méthode de Horn et Schunck sont présentés sur la

Figure 4.1. On voit sur cette figure deux images différentes d’'une méme scene et les résultats de la

minimisation de (4.5) pour A = 100 (ligne du milieu) et A = 1000 (ligne du bas). Sur chaque ligne,

on représente : sur I’image de gauche, le champ de vecteurs ¢ pour une grille de pixels, lorsque ¢ est

suffisamment grand ; sur I’image de droite, le champ de vecteurs ¢ pour une grille de pixels, multiplié par
un facteur 10.

4.3 Applications du recalage

4.3.1 L’augmentation de résolution

Cette application est souvent utilisée pour retrouver des détails sur un film de mauvaise qualité. En
effet, en recalant deux images successives (on peut en fait recaler, sans difficulté, toute une séquence du
film), on obtient une image définie sur la grille irréguliere

{(x,y) € [0,N]?, il existe (m,n) € {1,...,N}?, tel que (x,y) = (m,n) ou (x,y) = (m,n) +tmn}

ou ¢ représente le résultat du recalage entre les deux images de départ.

11 faut encore restaurer cette image de maniere a la ré-échantillonner sur une nouvelle grille réguliere
(par exemple {1,...,2N}?). On peut aussi profiter de cette étape pour déconvoluer et débruiter I’image
en adaptant une des méthodes décrites dans le Chapitre 3.

4.3.2 Le codage de vidéos

Le principe de ce genre de codage est assez simple. Il part du constat que dans un film, les images
successives sont proches les unes des autres. De plus, entre deux images successives, un objet solide (ou
le fond de I’image) a un déplacement facilement codable (par exemple : entre deux images, 1’objet, sur
le film, est simplement translaté). Ainsi, le résultat du recalage entre ces deux images devrait étre facile a
coder (par exemple : ¢ est constant sur plusieurs régions de 1’image).

De ce fait, pour compresser une séquence de film, il semble moins cofiteux de coder la premiére image
et de coder ensuite les différents recalages entre les images de la séquence.

On voit ici une autre application du recalage qui est de segmenter (séparer en plusieurs éléments) une
image en objets distincts (ceux qui subissent plus ou moins le méme déplacement entre les différentes
images d’un film). Ceci peut notamment étre utile pour suivre un objet dans une scéne.
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FIGURE 4.1 — Exemples de résultats obtenus avec la méthode de Horn et Schunck.
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4.3.3 La stabilisation de films

En effet, dans beaucoup de films amateurs, la caméra n’est pas fixe et le film présente des oscillations.
Il est possible d’enlever ces oscillations a 1’aide du recalage. Dans un tel cas, le décalage entre deux
images prend la forme

2

Vi ™~ vl ((m,n) +¢+ t(x,y))

ou ¢’ est le déplacement dii aux mouvements de la caméra entre les deux prises de vues et ¢ est le dé-
placement dans ’image dii aux mouvements des objets filmés. (On suppose ici qu’il y a simplement
une translation, le mouvement est donc uniforme sur I’image. On pourrait supposer d’autres types de
mouvement sans que cela pose de réelle difficulté.)

On peut alors stabiliser le film en calculant la moyenne du déplacement sur I’image. On peut aussi
(c’est souvent plus réaliste) restreindre cette moyenne a des points ayant un déplacement proche (il est
méme possible ici de demander a un utilisateur quelle est la partie de I’image qu’il souhaite garder immo-
bile). Une fois calculée une approximation de ¢', il ne reste plus qu’a translater la deuxieéme image. Pour
un meilleur rendu, il est souhaitable d’enlever la partie du bord des images ne se trouvant pas dans toutes
les images.

4.3.4 La stéréoscopie

La stéréoscopie consiste a reconstruire le relief a partir de deux vues, prises de deux points de vues
différents d’'une méme scene. Cette application est importante en robotique et en géographie (pour faire
des cartes du relief a partir de photos satellites).

Avec un modele de camera pinhole (“trou d’épingle” en frangais), et dans un cas ou tous les pa-
rametres de calibration des appareils sont connus (il faut les déterminer dans le cas général), on peut
déterminer la distance entre les appareils de mesure et 1’objet observé.

Nous allons le détailler dans le cas simple : en dimension 1, quand les appareils de mesure sont
orientés dans une méme direction, sont tous les deux situés dans un plan orthogonal a cette direction et
ont la méme distance focale (qui est connue). Cette situation est représentée sur la Figure 4.2.

relief du v
4 1
paysage observé Lo Vi X Va
appareils photos G ; ‘ ‘ ; &)
Z pi pé\X
0, 9

FIGURE 4.2 — Stéréoscopie (dessin en dimension 1): un méme point est vu par deux appareils de mesure.

Dans la suite, on prend les notations décrites sur la Figure 4.2, ou P désigne le point observé, p; et
p2 la position de P sur les images, O; et O sont les centres des appareils de mesure produisant les deux
images ; et C1 et C; sont les centres de la ligne de I’image contenant p; et p>.
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La Figure 4.2 est en dimension 1. Pour passer a la dimension 2, il faut réaliser qu’en stéréoscopie,
comme les deux images sont supposées acquises simultanément, le déplacement Cop, — Cp; est hori-
zontal (i.e. parallele a O10,). Les points p; et p» sont donc situés sur une méme ligne.

On a alors en appliquant le Théoréme de Thales

oV ViP
0,C, Cipi’
donc
0Vy Cip1 =ViP O1Cy.

De méme, on a L
02V2 C2p2 = VQP OzCz.

On a donc, comme O V| = 0,;V, (méme altitude) et OC; = O,C, (méme distance focale)
OVi (Cipi —Gap2) = O0,C (ViP—V2P)
= 0:Ci iV,
= 0:C; 0,0;.

Ainsi, comme Cjp; — Cyps représente précisément le décalage calculé lors du recalage (modulo le
fait que nous sommes ici en dimension 1), on obtient que OV, qui représente 1’altitude du point P, vaut

—— 0:C, 0,0
OV = —— 122
Cip1—Cpa

01Cj et 010, étant supposés connus.
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Chapitre 5

Représentation parcimonieuse dans un
dictionnaire d’atomes

5.1 Introduction : la minimisation ¢°

5.1.1 De P’approximation dans une base a la représentation parcimonieuse dans
un dictionnaire

Dans le cours sur la transformée de Fourier et les ondelettes, nous avons envisagé d’exprimer notre
donnée dans une base. Ce faisant, nous avons vu plusieurs bases. Certaines bases étaient bien adaptées
pour représenter des images/signaux réguliers (Fourier), des signaux ou des images contenant des objets
de petite taille (les ondelettes), des textures périodiques (certains paquets d’ondelettes). Nous avons aussi
mentionné des bases (ou dictionnaires) permettant de représenter des bords étendus. Nous avons aussi vu
que pour I’approximation, la compression ou le débruitage, il est primordial d’utiliser une base permet-
tant d’avoir une bonne approximation de 1’image ou du signal en n’utilisant qu’un nombre restreint de
d’éléments de la base.

En fait ces différentes structures (bords, textures, zones régulieres . . .) sont souvent présentes sur une
méme donnée. Par exemple, sur I’'image Barbara (voir Figure 5.1) on a simultanément des bords (par
exemple a la frontiere entre le pied de la table et le sol) des textures périodiques (par exemple sur le
pantalon), des petits objets (par exemple le point blanc au bas du pied de la table ou les marques des
livres). On voudrait donc idéalement représenter chaque zone de I’'image avec les éléments de la base la
mieux adaptée a chaque zone.

Par exemple, si I’on a deux bases B et B’ de RV 2, on cherche a approximer un signal ou une image
u € RV en utilisant le moins de coordonnées possible dans BU B’. On veut donc idéalement résoudre le
probléme d’optimisation suivant :

{ Min [° ((7‘(9)%(%23’))
| Xoc(sus) bo® —ull <7,

N—1 )
Z |v,~,j|2, VVGRN
i,j=0

vl =

et
1 ((Ap)ge(us) = {o € (BUB'), Ay # 0},
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FIGURE 5.1 — Exemple d’image contenant des structures ponctuelles, des bords et des textures pério-
diques.

représente le nombre de coordonnées Ay non nulles. (On rappelle que |.| désigne le cardinal d’un en-
semble.)
Ci dessus, on n’a considéré que le cas ou le dictionnaire est constitué de deux bases. Plus générale-

. N . . . N o L 2 .
ment, si on considére un dictionnaire D (i.e. un systéme linéaire fini générant RV"), on cherche un jeu de
coordonnées résolvant le probléme suivant :

{ Min 1 ((Ag)gen) 5.1
[Egenro®—ull <,
pour T > 0.

Un dessin décrivant le probleme (5.1) est fourni sur la Figure 5.2.

age .. . 2 2 N , Lo
Proposition 1 Pour tout dictionnaire D engendrant RV et tout u € RN, le probléme d’optimisation
(5.1) a une solution. Cette solution n’est généralement pas unique (voir la preuve de la démonstration
pour plus de précisions).

Preuve. 11 n’est pas tres difficile de voir que le probleme (5.1) a une solution et qu’il atteint cette solution.
s 2 . . . P .
En effet, comme D génére RV, il existe (au moins) un jeu de coordonnées permettant de construire u.
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u, o i), cocR? [(Ai)1<issllo
sous || Y3 L —ul| <t

P4

¢3
I )

FIGURE 5.2 — Dessin pour N = 2, K = 1. Le nombre de support de taille K est C5 = W'

Ainsi
{(7“¢)(pe@ eR?|| Z Ao —ul| < ‘c} # 0.
oD

Par ailleurs, comme la fonction [° est a valeur dans N (un ensemble minoré), I° ((k(p)q,eg) a une valeur
minimum sur cet ensemble. On la note val(u, D,T). On remarque que val(u,D,t) € N.
On peut donc construire un jeu de coordonnées (kfp)(Pe@ tel que

{ 10 ((MB)(pED) <val(u,D,)+ %
[ Xgpenro®—ul <.

Comme [° (.) est a valeur dans N, on a donc forcément

1° ((krp)(PGQ) =val(u,D,7),

et (Ag)gep est donc un minimiseur de (5.1).

Enfin, il n’est pas non plus tres difficile de voir que le probleme (5.1) n’a généralement pas une unique
solution. En effet, si S C D est tel qu’il existe un minimiseur de (5.1) dont le support est inclus dans S,
alors

Vet ($)(\{v € R ||lv—ul| < 7}

ol

Vect (S) = { Y %9, (Ao )oes € RS} ,

PES
est une boule /2 de Vect (.S). O

5.1.2 Passage aux notations matricielles
Introduction

En général, nous avons besoin de notations différentes pour les différentes bases que nous considé-
rons. Nous allons dans ce chapitre introduire des notations matricielles, car elles permettent d’abstraire la
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base ou le dictionnaire. Elles permettent aussi d’introduire un événtuel opérateur de dégradation du signal
ou de I’'image.

Les notations matricielles permettent enfin de ne plus distinguer les signaux et les images. Ceux-ci
sont vus comme de simples vecteurs d’un espace Euclidien. Cela est immédiat pour un signal. Pour une
image u € RV 2, on construit un vecteur en faisant la concaténation de toutes les colonnes de la u. On
dit que I’on vectorise I’image. On vectorise de méme tous les éléments du dictionnaire D et on range le
vecteur ainsi obtenu dans une colonne d’une matrice A. Dis autrement, la matrice A est obtenue en mettant
cOte a cote la vectorisation de tous les éléments du dictionnaire. La matrice A est donc une matrice de taille
N? x #D (c’est une matrice rectangulaire avec plus de colonnes que de lignes). Si on met les coordonnées
(Ap)gen € R? dans un vecteur colonne x, on a alors

Z Ao® = Ax.
peD

Avec ces notations, le probléme ¢° (5.1) s’écrit

Min 7% (x)
{ lAx—ul <, 52)

pour T > 0.
Un dessin de la situation dans laquelle on se trouve est présentée sur la Figure 5.3.
Les différents algorithmes que nous allons voir ! utilisent deux opérateurs mettant en jeu le diction-
naire :
— la multiplication Ax, pour un vecteur x € R*?
— la multiplication A’v, pour un vecteur v € RV ? et pour A’ la transposée de A. Il n’est pas difficile
de voir que I’on a

Aly = (v, (P>)q>ei) )

ol (v, @) désigne le produit scalaire entre v et .
Le temps de calcul nécessaire a un algorithme construisant une approximation parcimonieuse est souvent
majoritairement passé a faire ces multiplications. Nous détaillons ci-dessous comment faire ces calculs
pour les bases de Fourier, d’ondelettes, de paquets d’ondelettes ou des dictionnaires constitués obtenus
en faisant I’union de telles bases.

Le cas des bases

Dans le cours sur la transforméee de Fourier et sur les ondelettes, nous avons vu plusieurs bases. Si
I’on utilise les notation matricielles, on sait calculer, pour chacune de ces bases Ax et son inverse A1y,
Par exemple, Ax peut correspondre 2 la transformée de Fourier inverse de x, auquel cas A~'v correspond
a la tranformée de Fourier de v. Ax peut correspondre a la reconstruction de la tranformée en ondelettes,
auquel cas A~'v correspond & la décomposition en coefficients d’ondelettes.

Nous détaillons ci-dessous comment calculer les opérateurs Ax et A’v pour ces différentes bases.

— Pour les bases orthonormales : C’est la cas des bases d’ondelettes et de paquets d’ondelettes
orthogonales. On sait que pour une base orthonormée, on a

weRY, v=Y (o)
oD

o Nous pouvons calculer Ax en utilisant I’algorithme de reconstruction.

1. Comme tous les algorithmes dans ce domaine
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B

Ax u

FIGURE 5.3 — Représentation des matrices et vecteurs manipulés dans le probleme (5.2). Les cases noires
de x représentent les coordonnées non-nulles.

o Nous pouvons donc calculer les coordonnées A’v en appliquant a v Ialgorithme calculant la
décomposition.
— Pour les bases orthogonales dont tous les éléments ont la méme norme & : C’est le cas de la
base de Fourier (avec 6 = %), de la base de cosinus, de la base de cosinus locaux. Il n’est pas
difficile de voir que 1’on a alors

2 1
v e RN, v:§z<v,(p>(p
@D

Par ailleurs, 1’algorithme de reconstruction habituel comprend la multiplication par 81_2
o On peut donc calculer Ax en multipliant le résultat de I’algorithme de reconstruction habituel
par &°.
o On peut calculer A’v en utilisant I’algorithme de décomposition habituel.
— Pour les bases biorthogonale : Dans le cas particulier des bases d’ondelettes et de paquets d’on-
delettes biorthogonales, on calcule la décomposition et son inverse i 1’aide de filtres (h, g, /, §).
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On obtient alors deux bases bi-orthogonales (9;);<;<y2 et (§;);<;<y2 qui vérifient

N2

WweRV, v = Y (0P

o Pour calculer Ax, on recompose les coefficients avec les filtres & et § (respectivement & et g).
o Pour calculer A’v on décompose avec les filtres /1 et g (respectivement / et g).
Ainsi, contrairement a ce que 1’on fait pour calculer une décomposition en ondelette bi-orthogonale
et son inverse, on n’utilise que deux filtres pour les calculs de Ax et A’v : soit ket g ; soit & et g.

L’union de bases

Ici, on considere un dictionnaire constitué de 1’union de plusieurs bases D = B; U... U Bk. On consi-
dere, pour k= 1,...,K et pour chaque base By, la matrice A; correspondante. La matrice A correspondant
a D est alors la concaténation (en ligne) des matrices Ag, pour k = 1,...,K. Le calcul de Ax, ol x est la
concaténation des vecteurs colonnes xi,...,xg se fait donc avec la formule suivante :

Ax=A1x;1 +Axxy+ ...+ Agxk.
Le calcul de Ay, pour v € RV : se fait en concaténant (en colonne) tous les vecteurs colonnes Aﬁcv, pour
k=1,...,K.
Application d’un opérateur de dégradation

Nous verrons dans la section suivante qu’il est tentant de proposer un modele de restauration d’image

en utilisant un apriori de parcimonie. Si la donnée a subi une dégradation avec un opérateur linéaire >
2 2 . R
H:RY — RN on veut alors résoudre le probléme
Min ¢ (x
(x) (5.3)
|[HAx —u|| <7,

pour T > 0 bien choisi. Ce probleme a toujours la méme forme et peut s’écrire

Min /0 (x)
|Dx —u|| <,
ou la matrice D vaut HA. Les résultats et analyses que nous faisons sur (5.2) sont donc aussi vrai pour
(5.3).
Il faut enfin noter que (trivialement) le calcul numérique de Dx se fait en appliquant la fonction
calculant H au résultat Ax; et que le calcul de I’opérateur adjoint D'v se fait en appliquant la fonction
calculant I’opérateur A’ au résultat de H'v (i.e. : en appliquant D' = (HA)" = A'H").

5.1.3 L’échantillonnage compressé, cas de la minimisation ¢°

Pour pouvoir inclure un éventuel opérateur de dégradation (éventuellement non inversible), on consi-

dere le probléme
Min 0 (x)
{ IDx—ul <. C9

2. Nous supposons que I’espace d’arrivé est le méme que I’espace de départ par simplicité, mais cela n’est pas impératif.
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Pour simplifier les notations, on suppose que x € R”, D est une matrice N x P (i.e. N lignes et P colonnes)
et u € RV, Nous pouvons alors énoncer un premier résultat d’échantillonnage compressé. Il considere la
reconstruction de coordonnées xg, a 1’aide de la résolution du probleme (5.4), lorsqu’il n’y a pas de bruit.

X3

min,cge [1x]o
sous ||[Dx—ul| =0
X2

N\
\

X1

xo + Ker(D)

FIGURE 5.4 — Dessin pour P = 3, K = 1, T = 0. On suppose qu’il existe xo tel que £°(xo) < K et u = Dx.
On a dim(Ker(D)) = P — N et K < N. Leur intersection est donc trés improbable.

Théoreme 6 Si il existe K < N et xg tel que 0 (x0) < K et u = Dxp. Si de plus, D est tel que, pour tout x
tel que (°(x) < 2K, on a Dx # 0. Alors xq est I'unique minimiseur de (5.4), lorsque T = 0.

Preuve. En raisonnant par 1’absurde, s’il existe un minimiseur x; de (5.4) (avec T = 0) différent de xp, on
a%(x;) <Ket%(xp) < K avec Dx; = Dxo. On a alors £°(x; —xo) < 2K et D(x; — xo) = 0. Ceci contredit
la seconde hypothese du théoreme. 0

Malgré la simplicité de sa preuve, ce théoréme dit que, méme lorsque P > N, on peut inverser 1’opé-
rateur D a condition qu’il existe un xo de départ parcimonieux. Si on considere H, cela revient a dire
que I’on peut inverser H, en résolvant (5.4), si le signal ou I'image de départ Axy s’exprime de fagon
parcimonieuse.

Un point important est que la seconde condition (celle sur le noyau, ker (D), de D) est en fait presque
toujours vérifiée lorsque 2K < N. En effet, lorsque D est surjectif (ce qui est généralement le cas) ker (D)
est un espace vectoriel de dimension P — N et

Yox = {x S RP,EO()C) < 2K}

est une union finie d’espaces vectoriels de dimension 2K. Leur intersection est donc presque slirement
réduite a 0 des que P > dim(ker (D)) + 2K = P — N + 2K, c’est a dire dés que 2K < N.

Finalement, on obtient que pour presque tout D, si une donnée signal ou image peut étre exprimée de
maniere parcimonieuse a 1’aide de A, on est capable d’inverser I’opérateur H (méme s’il est a priori non
inversible). Ce résultat ne garantit cependant pas la stabilité de I’inversion. Pour la garantir, nous avons
besoin d’une hypothese plus forte sur H. Par exemple, la propriété d’isométrie restreinte.

Définition 1 On suppose les colonnes de la matrice D de norme 1. On dit que la matrice D vérifie la
propriété d’isométrie restreinte ("Restricted Isometry Property” (RIP)) au niveau K, pour K € {1,...,N},
si il existe Ok € [0,1) tel que

(1=8)|lx|* < |Dgx[* < (1+8k)lIx[|*  vxeR"

pour toute matrice Dk de taille N x K dont les colonnes sont extraites de D.
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Cette propriété signifie que quelque-soit I’ensemble de K colonnes de D que I’on considére, cet en-
semble est constitué de vecteurs presque orthogonaux entre eux. Bien sir, si K > rk (D), D ne peut pas
satisfaire le K-RIP.

Si D vérifie cette propriété on obtient la stabilité de ’inversion de D, pour les données compressibles.

Théoreme 7 Si il existe K < N et x tel que Ko(xo) < K et si l’on considere la donnée
u= Dxo+b.

Si D vérifie le 2K-RIP pour la constante &y, alors

2
X0 = x| < —==1

VT=38x

ou x* est une solution quelconque de (5.4), lorsque ||b|| < .

Preuve. On remarque tout d’abord que comme, lorsque ||b|| < T, x¢ satisfait les contraintes de (5.4), on a
pour x* solution de (5.4)
Ko(x*) < Eo(xo) <K.

On a alors, pour la matrice Dyg dont les colonnes correspondent aux entrées non nulles de xg et x*,

(1—8)|lx0o —x*||> < || Dag(x0 —x*)? , car D vérifie le 2K-RIP
= |ID(xo—x")|]? , du fait de la construction de Dog
= [[(Dxo—u) — (Dx"—u)|?
< (||IDxo —ul| +||Dx* —u||)> , inégalité triangulaire vérifiée par ||.||
< (21)? ,car |[Dxo —ul| = ||b|]| < tet ||Dx* —u|| <t
0

Dans le théoréme ci-dessus, le terme b contient typiquement une composante correspondant a 1’erreur
d’approximation par un signal-une image parcimonieuse auquel s’ajoute un éventuel terme de bruit.

Lorsque D contient un opérateur H a inverser, ce théoreme signifie que, sous I’hypothese de parci-
monie, on peut inverser H et que ’erreur aprés inversion est du méme ordre de grandeur que ||b]| (i.e.
I’erreur faite lorsque 1’on a approximé le signal/l’image de départ). L’ opérateur D doit pour cela satisfaire
le 2K-RIP. On doit donc notamment avoir 2K < rk (D), ou I’on rappelle que K est la parcimonie de la
donnée.

5.1.4 Résolution numérique : cas d’une base orthonormée

Le principal défaut de (5.1) est qu’il n’est ni convexe ni différentiable. Ceci rend sa résolution ap-
prochée par des algorithmes itératifs trés difficile. Il est par ailleurs NP-difficile. Ceci signifie que (en
général) le calcul d’une solution exacte de (5.1) est (et sera toujours) trop long pour étre réalisé.

Il existe évidemment un certain nombre de situations dans lesquels on sait calculer une solution de
(5.1). Par exemple, si D est une base orthonormale, il suffit généralement de seuiller les coordonnées de
la donnée a la bonne valeur pour obtenir une solution.

Proposition 2 On consideére une base orthonormée ‘D et on suppose que u € RV ? est tel que
U # Uy , pour tout @ # o eD (5.5)

ot (Ug)een € R? est I'unique jeu de coordonnées tel que

u= Z M(P(p

9D
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On définit, pour o. > 0, la fonction de seuillage

[0 ,siftf|<o,
To(r) = { t |, sinon.

1l existe " > 0 (dont la construction est fournie dans la preuve) tel que

(TO‘* (“(P))(peD
soit un minimiseur de (5.1).

Preuve. On remarque tout d’abord que si T > ||ul|, les coordonnées uniformément nulles sont une solution
triviale de (5.1). L’énoncé de la proposition est donc vrai pour tout o* > max{|ue|,9 € D}.

Supposons maintenant que T < ||u/|.

En utilisant les notations de la proposition, on note pour tout o > 0

flo)="Y ug
0:ug| <o

il n’est pas difficile de voir que f est croissante, constante par morceaux et semi-continue inférieurement.
On voit aussi qu’elle vaut 0 en 0 et ||u|? pour o > max{|ue|,¢ € D}.
On note aussi o* = max{o > 0, f(at) < %} et

Soit (Ag)gen € R? satisfaisant #5 > #5* pour S = {¢ € D,Ay =0}, on a

I Z 7“(9(9—””2 = Z (M‘”tp)z > Z utzp' (5.6)

0D oD (01K

Par ailleurs, comme #S > #5*, on sait qu’il existe @y € §\ S*. Mais, du fait de la construction de S*,
2 2
Y Uy = Y Uo-
95\ {0} geS*

On ajoute en effet plus de termes et ceux de S* sont plus petits. On a donc finalement que, du fait de (5.5),
de la structure de f* et de la définition de o*, on a forcément

Y oug> Y ugtug,, (5.7)
((ISKY pes*
Remarquez que
Voo € D\ 5%, Z; g+, > for) + o’ (5.8)
QeS*

On a par ailleurs forcément, du fait de la définition de a*,
fla) +o? > 12, (5.9)
On déduit donc finalement de (5.6), (5.7), (5.8), (5.9), que

1Y Ao@—ull* >
9D
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Ainsi, pour tout (Ag)gep € R?

1 ((h)oen) <N*—#5* = | Y Ao —ul* >
9D

et donc que
val(u, D,t) > N> —#5*.

Enfin, on a par ailleurs que (7o (ug)) e Vérifie
{ 10 ((T(x* (M(P))(PE@) = 1\]2 - #5*,

Z(pe@(Toc* (”(P) - ”(P)Z = Z(pej* u(zp <.

On en conclut donc que (7 (itg))pep €st un minimiseur de (5.1). O

Remarquez que la condition (5.5) n’exclut qu’un ensemble de mesure nulle de données u. Ce n’est
donc pas une restriction trop importante. On pourrait par ailleurs 1’éviter en rafinant un peu le choix des
coordonnées a seuiller.

5.2 La minimisation ¢!

5.2.1 Introduction

Comme nous 1’avons vu, le probleéme (5.4) est trop difficile pour étre résolu. Une alternative possédant
quelques similarités avec le probleme (5.4) consiste & remplacer le terme ¢° de (5.4) par un terme ¢'. On

obtient alors le probleme
Min || x|y
Uil < G10
pour T > 0 et pour la norme ¢! définie par
P
el = Y fil-
i=1

L’avantage de ce probleme est que 1’on peut calculer ses solutions. Il est, en effet, convexe et coercif
(mais non différentiable). Nous donnerons différents éléments sur la résolution de (5.10) et décrirons un
algorithme permettant de le résoudre dans la Section 5.2.3. Avant cela, nous énoncons des résultats de
type "échantillonnage compressé" dans la Section 5.2.2.

5.2.2 L’échantillonnage compressé, cas de la minimisation ¢!

Théoréme 8 Soit K < N et xg tel que (°(xy) < K. On considere la donnée
u= Dxo+b.
Si D vérifie le 4AK-RIP et que les constantes d3k et dag vérifient O3k + 304k < 2, alors on a
[[xo —x*|| < Ckt

ou x* est la solution de (5.10) pour n’importe quel T tel que ||b|| < 1. Une constante Cx est donnée dans
la preuve.
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Comme pour les théoremes précédents, celui-ci dit que sous réserve que le signal/l’image originale puisse
étre exprimée de maniere parcimonieuse et que D satisfasse les bonnes propriétés, la distance entre la
solution de (5.10) et xq est comparable a I’erreur initial. A nouveau, b contient typiquement un terme
d’erreur commis lors de I’approximation parcimonieuse du signal/de I’'image, auquel s’ajoute un éventuel
terme de bruit.

Avant de donner la preuve du Théoréme 8, nous énoncons différents lemmes. Dans les lemmes et la
preuve, on note

X =xo+h.
On note aussi T le support de xq (i.e. les indices i € {1,..., P} auxquels les coordonnées de x sont non-
nuls : (x); # 0 .) Pour tout vecteur de y € R”, et tout ensemble T C {1,...,P}, on note y la restriction
deyaT:
r | yi ,siieT .
yi —{ 0 . sinon. Vie{l,...,P}.

11 faut noter que I’on a pour tout y en utilisant I’'inégalité de Cauchy-Schwarz
"l =Y i | =} visign(v) < Iy" V1T (5.11)
i€T i€T
On note T° I’ensemble complémentaire de 7 : 7¢ = {1,...,P} \ T.
Lemme 4 Sous les hypotheses de Théoréeme 8, on a

| Dh| < 21, (5.12)

[ {1 < [lxoll1

et
R0 ]|y < [R5 (5.13)

Ce lemme contraint x* 2 étre dans la boule ¢! de rayon ||xo||. De plus, comme x* est proche de xo (dans le
sens ol || Dh|| est petit) et xq est parcimonieux, x* est contraint 4 étre proche d’une facette de petite dimen-
sion de la sphére ¢! (i.e. dans un "coin" de la boule £'). L’ équation (5.13) est une premiére conséquence
des deux premieres propriétés et dit que I’erreur / est majoritairement (au sens £') sur les éléments du
support Ty de xp.

Preuve. On a en effet,

[DA]| = [ID(x" —xo)| [(Dx™ = u) = (Dxo — u) |
[1Dx" — ul| + || Dxo — uf

<
< 27

car |Dx* —u|| < tet||Dxo—ul| = ||b|| < t.
Pour montrer la seconde inégalité, on remarque que, comme x* est solution de (5.10) pour 7 tel que
15| < 7 et que xg satisfait la contrainte de (5.10), on a

[l < [lxoll1-

Par ailleurs, comme xg est a support dans 7y, on a

I =llxo+hlli =Y [(x0)i+hil+ Y |k,
icTy iZTy
> Y ([xo)il — [hil) + 1" ||y,
i€Ty
> lxolli = 1A + A% |,

el = 17 ][+ 1A )1

Y
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Dont on déduit la troisiéme inégalité. 0

Avant d’énoncer le second lemme, on décompose pour M > 0
TE=TiUQU...UT,
ol, pourtout! =1..L—1,|Tj)| =M et |T,| < M;etpourtout ! = 1..L— 1, touti € Tj et tout i’ € Tj 4,
i > [hy].

Dis en mots, 77 contient les indices des M plus grandes coordonnées (en valeur absolue) de Ko Ty les M
suivantes, etc
On note aussi Tp; = To U T.

Lemme 5 Sous les hypotheses de Théoréeme 8, on a
1761 < HhT"Hz—|TO|
- M

dont on déduit
(||| < 1+@||h701|\. (5.14)
- M
Ce lemme dit que 470! contient I’essentiel de I’énergie de & (en norme/?), lorsque % M‘ est petit. Dis autre-

ment, I’erreur est concentrée sur les indices de 7Tp et sur un ensemble dont la taille est comparable a celle
de To Intuitivement, cette propriété exploite le fait que la boule ¢! est "pointue", en grande dimension. Il

Preuve. On a en effet que, pour k < P, 1a ki®Me pyg grande valeur de |10 | (noté (k) Vérifie
- k C C C
1A > Y |10 |y > Z 170 | = K |R70 | g
k=1 k=1
On a donc , , " -
||hTOC]H2: Z < Z ‘hOH ||h0Hl
k=M+1 k=M-+1 M
ou la derniere inégalité est due au fait que
P +oo
1 T ] 1 1
Y P 1
e k2 t tly M
En utilisant (5.13) et (5.11), on obtient alors la premiere inégalité
T2
HhTOCl ”2 < ”h OHI < HhToHZE.
- M M
Finalement, en remarquant que cela implique que
¢ T;
a2 < ol
M
on obtient
I = 1 2 2 < (1 00 o 2
dont on déduit I’énoncé du lemme. ([l
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Lemme 6 Sous les hypothéses de Théoréme 8, on a

L K
Y A" </ Al (5.15)
=2 M
Ce Lemme exprime que 1’énergie de & (au sens %) est concentrée sur le support T de xo.
Preuve. Soient [ € {1,...,L—1},n € Tj| et n’ € T;. On a, du fait de la définition des T}
[n] < [By]-
Donc
Mlhal = Y [l <Y || = [IW" ]
'€l n'eT;
¢t 712 712
h'i h'i
||hTI+l||2: Z |hn|2§ Z ” HIZH ||1
M? M
nelpy nelyyy
On a donc
y =y g <y
| = I+1 <
=2 I=1 = VM
T¢ i
B I T U T e
VM T VM M
O
ou les deux dernieres inégalités sont respectivement obtenus en utilisant (5.13) et (5.11).
Lemme 7 Sous les hypotheses de Théoreme 8 et si M < 3K on a
IDAI| > Ci pa ||, (5.16)

avec

K
Ckym= \/1*5M+K*\/1+8M\/M-

Ce lemme combine les propriétés de RIP et les résultats précédents pour obtenir le fait que ||270! || est petit
(et pas seulement || DA|)).
Preuve. We have indeed,

el IDATo! + DA%

| DRToV|| — || X5, DRTi|| (inégalité triangulaire)

L’énoncé découle alors immédiatement du fait que [|A70|| < ||AT01.

IV IV IVIV I

|DRTo || — Y=, || DAT |
V1= 8k |WT1 || = VT8 Xty |||
VIS |00 || — /£ T+ 8y 17|
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Preuve du théoreme 8 : Pour achever la preuve du Théoreme 8, on remarque simplement que si
M = 3K et si, comme cela est supposé dans le Théoreme 8, d3x + 304k < 2, 0na 1 +33x < 3(1 — d4x) et

donc
Ck 3k = V1= 84k — %m>0-
On a alors
Ial < \/1+B0A%1|  (en appliquant (5.14) du Lemme 5)
< \/c]:? | DA|| (en appliquant (5.16) du Lemme 7)
< 2 é;;ﬁm T (en appliquant (5.12) du Lemme 4)

Le théoréme est donc vrai avec la constante

J1+4 4
Cx =2 >

v1*541<*%\/1+531< - V3 =380k —V1+8xk

A ce stade, il faut noter que la constante Cx reste raisonnable si 845 n’est pas proche de 1. I faut
d’ailleurs aussi noter que dans ce cas 83k n’est pas non plus proche de 1, car on peut toujours prendre
d3x < duk.

5.2.3 Résolution numérique : ’algorithme du gradient proximal

Le probleme (5.10) peut, en fait, &tre résolute de maniere exacte par des méthodes d’homotopie en
exploitant la structure de ce probleme. Par contre, ce calcul n’est faisable en un temps acceptable que
dans les cas ou sa solution reste trés parcimonieuse (i.e. a trés peu de coordonnées non nulles). Lorsque
ce n’est pas le cas, on peut utiliser un algorithme itératif pour approcher une solution de (5.10).

Un nombre important d’algorithmes a été proposé pour résoudre (5.10). Ils reposent souvent sur un
argument de dualité lagrangienne qui permet de récrire (5.10) sous la forme

el -+ S0l 5.17)

pour une valeur de B bien choisie. Ce probléme est convexe, coercif mais non-différentiable. Il n’est
cependant pas difficile de voir qu’il peut étre résolu avec I’algorithme du gradient proximal vu au Chapitre
2.14.

Pour le mettre en ceuvre, il faut étre capable de calculer la plus grande valeur singuliere de D (i.e. son
rayon spectral) et I’opérateur proximal proxﬁ_Hl . On peut généralement facilement calculer la plus grande
valeur singuliere de D a I’aide de I’algorithme des puissances. Il n’est pas difficile d’établir une formule
explicite pour le calcul de proxﬁ_Hl .

On a en effet
roxt (W) = Argmin £||w7w'|\2+|\w||
Prox = gminy,ey 5 2 1y
Py ,
. /
= Argmmwewz (E(Wi_wi) +|wl~|).
i=1
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On en déduit donc facilement que chaque coordonnée i de proxﬁ_Hl (w') est le minimiseur de

. L
prox.y, (n/); = Argmin, s 5 (wi —w))* + .

Il n’est alors pas difficile de voir (en distinguant chacun des trois cas) que

L / L1
prOXH‘H](W )i: 0 , S1 -7
/ 1 s
Wi—71 LSLw;>

Ceci correspond a un simple seuillage doux de chacune des coordonnées de w'.
Finalement, on obtient un algorithme dont on peut prouver la convergence et pour lequel on a une

vitesse de convergence (sur la fonction objectif) en % (voir Théoreme 3).

5.3 Les algorithmes de type ‘“Orthogonal Matching Pursuit”

Une alternative purement algorithmique au probléme (5.2) est I’orthogonal matching pursuit (OMP).
En fait, il y a toute une famille d’algorithmes se ressemblant : Matching Pursuit, stagewise OMP, CO-
SAMP...

Le point commun entre ces algorithmes est de sélectionner a chaque itération une ou plusieurs coor-
données parmi les plus grandes coordonnées (en valeur absolue) de D'r, ol r = u — Dx et x est la solution
courante. Intuitivement, r contient la partie de u qui n’est pas encore présente dans Dx. Chaque coordon-
née de D'r représente donc la corrélation entre un élément du dictionnaire et ce qu’il reste a exprimer.
Cela revient a choisir les vecteurs “pointant” le plus dans la direction de r.

Une fois qu’un ensemble d’éléments du dictionnaire est sélectionné, on construit la solution en pro-
jetant u orthogonalement sur le sous-espace vectoriel engendré par ces éléments. Plus précisément, on
note

- Sc{l,...,P},
— Vect(S) le sous-espace vectoriel de RV engendré par les colonnes de D dont I’indice est dans §
— Pyeci(s) (v) 1a projection orthogonale d’un élément v € RM sur Vect (S) et est défini par

X ,siiesS
Pyeci(s) (v); :{ Ol sinon (5.18)
ol
% = Argmin gs ||v — D*x|[3, (5.19)

dans lequel D¥ désigne la matrice obtenue en extrayant de D les colonnes dont 1’indice est dans
S.
Dans les algorithmes de la famille Orthogonal Matching Pursuit, on construit itérativement § comme
indiqué ci-dessus et on calcule les coordonnées de Pye(s) (1) a 'aide de (5.18). Il est important de
noter que dans (5.19) le calcul de %, n’est pas tres difficile. En effet, il s’agit d’un simple probleme de
minimisation d’une fonction quadratique dont le gradient vaut

— (D% (v — D*x).
Si I’algorithme OMP est arrété suffisamment tot, un point critique
1= [(D°)'D](D%) ",
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est aussi une solution de (5.19). Cette derniére expression est facile a calculer lorsque || est petit. La
matrice (D°)7 D¥ est en effet de taille || x |.S|. Cependant, dans certains cas (notamment lorsque la so-
lution n’est pas treés parcimonieuse), le calcul de ¥ peut étre un peu long. Bien souvent, une algorithmique
particuliere est nécessaire pour accélérer ce calcul.

Nous présentons 1’Orthogonal Matching Pursuit dans la Table 5.1.

* Entrées : La donnée u, une matrice D, un parametre de critere
d’arrét.
* Sortie : Les coordonnées x
* ’algorithme :
o Oninitialise § =0,r=u
o Tant que le critere d’arrét n’est pas satisfait :
On calcule D'r
On cherche i correspondant au maximum de |D'r|
On met a jour S < SU{i}
On calcule les coordonnées x de la projection Pyecs) (u)
et le nouveau résidu r = u — Pyegy(s) (1)

*

* X %

TABLE 5.1 — L’algorithme Orthogonal Matching Pursuit.
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Chapitre 6

Eléments d’optimisation de formes

L’ optimisation de formes est un domaine important des mathématiques appliquées. Il a un nombre
important d’applications telles que :
— la segmentation d’images ;
— le design d’objets : par exemple, construire un objet supportant des contraintes physiques ;
— D’infographie : par exemple, pour construire ou représenter la surface d’un objet que ’on veut
visualiser ;
— etc

Il existe un nombre important de méthodes d’optimisation de formes et nous ne verrons ici que deux
exemples parmi beaucoup d’autres.

Il faut noter que 1’optimisation de formes ne suffit pas a minimiser les énergies que nous rencontrons
dans la section 7 (voir (7.5) et (7.6)). La résolution de ces deux problemes est généralement faite en itérant
la succession

— d’une étape de minimisation d’une énergie (souvent convexe) sur des parametres appartenant a un
espace de Hilbert (typiquement : w pour (7.5); c; et ¢p pour (7.6)).

— et d’une étape d’optimisation de la forme Q.

C’est cette seconde étape qui nous intéresse ici.

6.1 Par des ensembles de niveau

6.1.1 La représentation de Q

Les méthodes basées sur les ensembles de niveau représentent I’ensemble Q C {1,...,N}?> comme
. . 2
un ensemble de niveau d’une image ¢ € RY". On pose donc

Q= {(m,n) € {1,...,N}2,(pm’,l 20}.

Ainsi, faire évoluer Q afin de minimiser une énergie revient a faire évoluer I’image ¢ pour minimiser une
énergie analogue mais portant sur ¢. La construction des énergies en @ est décrite ci-dessous.
On ré-écrit le terme de la forme
Z Am.n
(m,n)eQ
de (7.5), (7.6) ou (7.7), sous la forme

N
Y, amnljg,, >0, (6.1)

m,n=0

75



oll, pour tout (m,n) € {1,...,N}?

) _ 1 ,si Om,n >0,
‘(Pm,nzo - 0 5 si (van < 0

De méme, on exprime dans (7.5), (7.6) ou (7.7) le terme de la forme

Y ann

(m,n)2Q
al’aide de

Y (1 g1z0). (62)

Enfin, pour le terme de (7.5), (7.6) ou (7.7) correspondant au périmetre de Q, on a (du fait de (7.3) et

(7.4))
dl ((m,n),(m',n")) = Z dl ((m,n),(m',n)).
((myn),(n ,n"))€0Q (mn)eQ
(m' ") gQ

On utilise donc une expression de la forme
N N
Y Y di((mm). ) 1m0 (11, 0) 6.3)
m,n=0m' ,n'=0 '

Les ré-écritures ci-dessus ne se prétent pas encore a I’optimisation car elles ne sont pas différentiables.
Pour contourner ce probleme, on approxime dans (6.1), (6.2) et (6.3) la fonction

1\(9;)1,,120
par
HS ((Pm,l’l) 9
avec
1 ,81t > €,
He(r)=1¢ 3(1+L+1sin(Z)) ,si —e<r<g,
0 ,sit < —¢.

On représente sur la Figure 6.1 des exemples de graphe de fonction He, pour € = 0.1, 1 et 5. Les fonctions
H; approximent la fonction de Heaviside et sont dérivables. On peut d’ailleurs calculer leur dérivée qui
vaut

0 ,S1t > €,
Hy(t) =14 % +xcos(Z) ,si —e<t<g,
,81t < —&.

6.1.2 Faire évoluer Q

On fait évoluer ¢ (et donc Q) en appliquant un algorithme de gradient a la fonctionnelle que I’on
cherche a minimiser. Il faut noter que tout ce que I’on peut espérer est de trouver un minimum local
de I’énergie car celle-ci n’est pas convexe. Ainsi, comme souvent en optimisation de formes, il est tres
important de partir d’une bonne initialisation de la forme.
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‘ graphé de H pour ey‘asilon =0.1
= = = graphe de H pour epsilon = 1
121 graphe de H pour epsilon = 5
1+

0.8 b
0.6 |
0.4} -
0.2 b
0 1
B e N R E—

FIGURE 6.1 — Exemples de graphes des fonctions Hg.

On voit facilement que la fonction E; (qui correspond a (6.1)) ci-dessous est différentiable et on
calcule facilement le gradient du terme

N
Ei((Pmn)1<mn<n) = Z amnHe (Qmn)
m,n=0

2 2
en @ = (Qpn)1<mn<n € RY". On aen effet, pour tout & = (Aypn)1<ma<n € RV,

N
E; ((P + h) —E ((P) = Amn (HS ((Pm,n + hm,n) — He ((Pm,n)) s

m,n=0

= (VEi(9),h)+o(|[]2).

En identifiant les deux dernieres lignes du calcul ci-dessus, on obtient

VE(¢) = (amﬂHé ((Pm,n)) 1<mpn<N*

On voit facilement que la fonctionnelle correspondant a (6.2)

N
EZ(((Pm,n)lgm,ngN) = Z Am.n (1 — He ((Pm,n)) s

m,n=0
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est différentiable et on déduit son gradient en @ = (@) 1<ma<n € RV du calcul du gradient de E;. On
trouve

VE, ((P) = (7am7nH&/3 ((pmyn)) 1<m,n<N "
Enfin, le terme de périmetre (voir (6.3))

N N
E3(((Pm,n)1§m,n§N) = Z Z dl ((mvn)v (m,anl)) H ((Pm,n) (1 — He ((pm’,n’)) .

mn=0m' n'=0

. PP . . 2
est aussi différentiable et on peut calculer son gradient en @ = (@) 1<ma<n € RN, On a en effet

N N
dl ((m,n), (m/,n/)) He ((pm,n +hm,n) (] — He ((pm’,n’ +hm’,n’)) )

man=0m' ,n'=0
N

N
= Z Z dl ((ma I’l), (m/a n/)) [HS ((pm,n) + Hé ((Pm,n) hm,n +o (lhm,rz|)i|

man=0m' ,n'=0

Ez(Q+h)

[1 — He ((Pm/,n’) - H&/: ((Pm/,n’) hm/,n’ +o (lhm/,n/|)} ’

E3(9)+o(|[]l2)
N N

+ Y Y di((mn), ' n)) [—He(wm,n)Hé((pm/,n/)hm/,n/+Hé(<pm,n)hm,n(1*He(%cn/))]

man=0m' ,n'=0
On intervertit les noms des variables du premier terme de la somme pour obtenir

N N
—dl ((m,n), (m/,n/)) H, ((pmy,,)Hé ((pm/’n/) ot =

m,n=0m' ,n'=0
N N
Z Z —dl ((m/7n/)’ (m,n)) H; ((pm’,n’) Hé ((pm,n) hm,n-

m' .n'=0m,n=0
Dans un second temps, on change 1’ordre des sommes et on utilise (7.3) pour finalement avoir

N N

Z Z —dl ((mvn)v (mlvn/)) He ((Pm.n)Hx{: ((Pm’,n’) hm’,n’ =

m,n=0m' n'=0
N N
Z Z —dl ((m,n), (m/,n/)) HS ((pm’,n’) Hg{ ((Pm,n) hm,"'
mn=0m’ n'=0
On obtient alors

N N

(VEs(0).h) = 3 Y, [=dl((mm), (' 1)) He (Gt ) HE () v

=0 m! /=0
+ [dl ((myn), (1)) H. (Gunn) o (1 _H, ((pm/yn/))} _

2 . 2
On en déduit que pour tout @ = (@) 1<ma<y € RY

N
VEi(9) = < Yt ((mm), O 1)) (=He (@) HE (@) + HE (Gn) (1Hs(<pml,n/)))> ,

m’ ;n'=0 1<mn<N

m' ;n'=0

= ( Z dl ((m,n)7 (m',n')) H. (Qmn) (1 —2H; ((pm/’,l/))> )
1<m,n<N
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6.2 Algorithmique des graphes

L’algorithmique des graphes est un outil tres utilisé en segmentation d’images. Dans certains cas, il
présente en effet ’intérét de fournir rapidement un minimiseur (global) de 1’énergie minimisée. Nous
présenterons ici les éléments d’algorithmique des graphes nécessaires pour faire cette optimisation. Il
s’agit donc d’une sous partie tres restreinte de 1’algorithmique des graphes.

6.2.1 Définition des graphes considérés

Dans la suite, nous considérons un ensemble fini de sommets 1 (on note ¥ pour "vertices") et un
ensemble d’arcs E C (7 x V). On suppose que, pour tout (s,7) € E, on a s # . On remarque aussi qu’il
n’y a pas d’arc multiple.

On définit et on note I’ensemble des successeurs d’un sommet s € V par

o' (s)={te vV, (s,t) € E}
On considere une valuation positive sur les arcs que 1’on note
c:E—R".

Suivant le contexte, la notation ¢ correspondra a un cofit (pour les algorithmes de plus court chemin) ou
une capacité (pour les algorithmes de flot maximum).
On définit ainsi le graphe valué simple (il n’y a pas d’arc multiple) et sans boucle

G=(V,E,c).

Un exemple de graphe est illustré sur la Figure 6.2.

52 4 53 1 S4

FIGURE 6.2 — Exemple d’un graphe G = (V,E,¢).

Dans ce chapitre, nous verrons tout d’abord des algorithmes élémentaires comme les parcours dans
des graphes. Dans un second temps, nous exposerons les notions élémentaires sur le probleme du flot
maximum dans un graphe. Enfin, nous exposerons comment construire des problemes dans des graphes
pour minimiser les fonctionnelles rencontrées en traitement d’images.

6.2.2 Parcours d’un graphe

Les parcours sont des opérations de base en algorithmique des graphes. Ils sont par exemple utilisés
pour faire une opération sur chaque sommet d’un graphe, déterminer des parties connexes, etc. L’algo-
rithme de Dijkstra est un parcours dont 1’intérét est de calculer les plus courts chemins (ou le chemin
de moindre cofit) & un sommet donné, lorsque la valuation c est interprétée comme une longueur (ou un
colit).
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Parcours en profondeur

Le parcours en profondeur (Depth first search ou DFS) cherche un nouveau sommet (non parcouru)
parmi les successeurs du dernier sommet parcouru. S’il n’y en a pas, il cherche parmi les sommets de
I’avant dernier sommet parcouru... et ainsi de suite. Si tous les successeurs des sommets déja parcourus,
il cherche un nouveau sommet d’ou partir et s’il n’en trouve pas, s’ arréte.

Il est décrit dans les Algorithmes 5 et 6. L’ Algorithme 6 permet de parcourir tous les sommets qui
peuvent étre atteints a partir de s. L’ Algorithme 5 appelle I’ Algorithme 6 tant qu’il reste des sommets
a parcourir. La complexité pour un parcours de I’ensemble des sommets (généralement implémenter a
I’aide d’une pile) est O(| V| + | E|).

Algorithme 5 Parcours en profondeur
Procédure : DFS(G)

Initialisation : Vs € V,marque(s) < 0
for s € 1V faire
if marque(s) = 0 then
DFS _loc(G,s)
end if
end for

Algorithme 6 Parcours en profondeur a partir de s
Procédure : DFS_loc(G,s)

marque(s) < 1
for t € @' (s) faire
if marque(t) = 0 then
DFS_loc(G,t)
end if
end for

Ce parcours est par exemple utile pour déterminer les parties connexes d’un graphe ou des partie
connexe d’une segmentation d’une image.

Il existe aussi un parcours en largeur en O(|%| + |E|). Ces deux parcours présentent des intéréts
différents que nous n’aborderons pas ici.

Dijkstra : Parcours fournissant le meilleur chemin

Dans un graphe G = (¥, E,¢), on appelle chemin une suite d’arcs (so,s1), (s1,52)s. - -, (Sk—1,5k), Ol,
pour tout k € {1,...,K}, ($k—1,8%) € E. On note un tel chemin so —s; — ... — sg. On définit le colit d’un
chemin sy — s; — ... — sg dans un graphe G = (v, E,c), par

K
c(so—s1—...—sk) = Z Clsp 10"

k=1

Lorsque le cofit d’un arc représente une distance, le cofit d’un chemin représente sa longueur.
Etant donné un sommet s; € ¥ fixé, 1’algorithme de Dijkstra permet de parcourir le graphe G en
commengant par les sommets les plus proches du sommet s;. Il permet aussi de calculer les distances,
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et un plus court chemin, entre s; et chaque sommet de /. Comme on peut s’y attendre, les sommets ne
pouvant étre atteints depuis s; sont a une distance infinie de s;. L’algorithme de Dijkstra est décrit dans
I’ Algorithme 7. Sa complexité dépend de la stratégie utilisée pour trouver s,;,. Des implémentations
optimisées, utilisant des "tas" ("heaps" en anglais) pour rechercher I’argmin, permettent d’obtenir des
algorithmes en O(|E| + | V|In|V]).

Algorithme 7 Algorithme de Dijkstra
Procedure : Dijkstra(G,s;)

Initialisation : Vs € ¥, distance(s) <
Initialisation : distance(s;) < 0
Initialisation : Vs € V| predecesseur(s) < s
Initialisation : Vs € V', marque(s) < 0
Tant que il existe s, tel que marque(s) = 0 faire
Choisir s, € Argmin _odistance(s)
marque(Syin) 1
for s € @ (syin) et marque(s) = 0 faire
if distance(s) > distance(smin) + C€(5,,.5)
distance(s) < distance(smin) + ¢(
predecesseur(s) < Smin
end if
end for
Fin tant que

s:marque(s)

then

SminsS)

Il est important de remarquer que si un ensemble S de sommets est initialisé avec une distance égale
a 0, alors I’algorithme calcule la distance a S et construit le plus court chemin pour atteindre S.

Lalgorithme de Dijkstra est utilisé en segmentation d’images. Les algorithmes 1’utilisant sont en
général appelés "Fast Marching". Le principe est de construire une distance (un cofit) ¢ telle que les
pixels de I’objet & segmenter sont proches entre eux mais sont loin des pixels du fond.

6.2.3 Flot maximum/coupe minimale dans un graphe
Principes du probléeme de flot max

Pour un probleme de flot maximum, on considere un graphe

G=(VU{S,T},E,c),

EC(VU{S}) x (YU{T}),
et dans lequel, pour (s,s") € E, la quantité c(, ¢ est interprétée comme la capacité de I’arc (s,s’). Les
sommets S et T s’appellent respectivement la source et le puits. On considére un flot

f:E—R".

Intuitivement le flot coule, le long des arcs, de la source S jusqu’au puits 7.
Un flot valide vérifie les deux conditions suivantes :
— la contrainte de capacité :

V(S,S/) €eE, 0< f(s,s’) < Cs,s')>
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— la conservation du flot en chaque sommet :

Vs € fV, Z f(s,s’) = Z f(s’,s)'
) )

s'eot(s s'iseot (s

Il n’est pas difficile de voir que 1’ensemble des flots valides forme un polygone compact de R%.
Le probleme du flot maximum consiste 8 maximiser le flot sortant du sommet S, parmi les flots valides.
11 s’écrit sous la forme du programme linéaire

max c-pz ):seco*(S) f(S,s) )
V(S,S,) €EE, 0< f(s,s’) < C(s,s")s (6.4)
Vs € va Zs/ecoﬂs) f(s,s’) = Zs’:seco*(s/) f(s’,s)'

Ce probléme a naturellement une solution car il consiste a maximiser une fonction linéaire (donc
continue et méme concave) sur un ensemble compact. Il existe de nombreux algorithmes de maximi-
sation pour le résoudre. Les principales approches sont les algorithmes de flot augmentant et les algo-
rithmes de "push-relabel". IlIs fournissent une solution exacte en un temps polynomial en fonction de
la taille du graphe. La complexité (pire cas) des meilleurs algorithmes calculant un flot maximum est
O(]V||E|In|V|) (une borne inférieure de la complexité est O(|V||E|)). Aussi, il existe des algorithmes
et des implémentations spécialement dédiées aux graphes rencontrés en traitement d’images (voir [6]).
La complexité observée, pour ces graphes, est typiquement O(|V/]).

Le probléme du flot maximum est le dual du probleme de coupe minimale. Pour définir ce dernier,
on définit une S-T-coupe (S,T) de G comme une partition de V telle que S € S et T € 7. On définit la
valeur d’une S-T-coupe (5,7), par

Val(S, {I) = Z C(S,,).
(s)€EEN(SXT)

La quantité Val(S, T') représente donc la quantité maximale de flot pouvant passer de S & 7. Le théoréme
suivant fait le lien entre le flot maximum et la coupe minimale.

Théoréme 9 (Ford Fulkerson) La valeur du flot maximum dans le graphe G est égale a la valeur des
S-T-coupes de valeur minimale.

En fait, on a méme plus que cela puisque tout flot maximisant (6.4) sature des arcs de maniere a ce qu’il
ne soit plus possible de faire passer du flot de S a T'. Ce faisant, il définit une S-7-coupe minimale. Ainsi,
les algorithmes permettant le calcul d’un flot maximum fournissent également une S-7-coupe minimale.

Minimisation d’un Champ de Markov aléatoire binaire

Cette partie reformule essentiellement des résultats présentés dans [5]. On considére un champ de
Markov aléatoire binaire défini pour tout w € {0, 1} par

E(W) = Z ES(WS) + Z E(s,s’) (WS,WSI),

seV (8,8")€En
ol £, C (¥ x V). Le but de cette section est de montrer le résultat suivant :
Théoréme 10 (Kolmogorov-Zabih) Si pour tout (s,s') € E,
E(;¢1(0,0) +E(s¢)(1,1) < E(¢)(0,1) + E(5.¢)(1,0) (6.5)

il est possible de minimiser E de maniere exacte en un temps polynomial, a I’aide d’un algorithme de flot
maximum dans un graphe G dont le nombre de sommets est |'V|+ 2 et le nombre d’arcs est majoré par
|En| + V.

On dit qu’une énergie E satisfaisant (6.5) est sous-modulaire ("submodular" en anglais).
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Preuve. Pour prouver ce résultat, nous commencgons par réécrire E sous une forme équivalente. Puis nous
construisons un graphe G tel que les éléments de {0, 1}7/ etles S-T-coupes de G soient en correspondance
univoque; et tel que (modulo une constante additive) la valeur de E pour un élément de {0, 1}(’/ soit
égale a la valeur de la S-T-coupe correspondante. Ainsi, on aura montré que minimiser E est équivalent a
chercher une coupe minimale dans G ; ce que I’on sait faire en un temps polynomial grace a un algorithme
de flot maximum.

Commengons donc par reformuler E : Si ’on note, pour tout (s,s) € E,,

< A B ) _ ( E(s,s’)(oao) E(s,s’) (07]) )
C D E(1,0) Egy(1,1) )
on remarque que

A B A A C D 0 B+C—-A-D
(C D> (C C>+<C D>+<O 0 )C'
Remarquez aussi que, grace a I’hypothese (6.5), on B+C—-A—D > 0.
Ainsi, on peut réécrire, pour tout (wy,wy) € {0,1}2,

Efsy(weywe) = E&™ (wg) + B8 (wy) + Ef, ) (wiywe) = C,

avece

E()(0,0) ,siw, =0, Efoy)(1,0) , siwy =0,
£ )(WS){ Ele )(0,0) ot E )(WS_,){ Ee >(1 ])

(s,s’)(]vo) ssiwg =1, s (s,s/)( ’ ) sSiwy =1,
et
Egy (],O)—I—E o (O,])—EA o (0,0)—E o (1, 1) ,si (W ,W/) = (O,]),
EEs,s/)(WsaWs’) = { O(S,v) (5,8") (s,8") (5,8") ’ Sinons‘ s (6.6)
Si Ion fait cela pour tout (s,s") € E,, on obtient finalement pour tout w € {0,1}7,
_ (s.5) (s',5)
E(w) = Yiew (Es (ws) + Zs’:(s,s’)ef,l E; (ws) + Zs’:(s’,s)ef,, E;s (WS))
+ Z(Sas/)EZtl E(/s,s’) (W“WS/)
- Z(s,s’)EZ,IE(s,s’)(]70)'
Nous notons maintenant, pour tout s € ¥/,
E! (ws) = Es(ws) + Z ESY) (ws) + Z ESY (wy).
s':(s,s")€E, s'i(s' s)€E,
Pour tout s € 1/, on note aussi :
. E'(1)—E"(0) ,siws=1,
EORTAUNATSER e I St ©7)
et
- " / _J o ,siwg =1,
siE] (1) < EJ(0), E/(wg)= { E'(0)—E'(1) . siw, =0, (6.8)

On note enfin

K=— Z E( ) (1,0) + Z min (E{ (0),E{ (1))

(8,8")EEn seV
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Il n’est alors pas difficile de voir que 1’on a, pour tout w € {0, 1}(’/,

E(W) = Z E:(Wy)‘i’ Z EZS,S/) (WS-,WS/)+K,
sevV (s,s")EEn

ol E’ est définie par (6.7), (6.8) et (6.6).

Remarquez que les termes composant cette écriture de E sont tels que

— E; est soit positive, soit nulle ;

— et EES_‘X,) est positive en (0, 1), et nulle sinon.

C’est grace a ces deux propriétés que nous pourrons construire le graphe G permettant de minimiser
E. Plus précisément, nous construisons maintenant un graphe G = (VY U{S,T}, E,c) tel que pour toute
S-T-coupe (S5,7) de G, on ait

Val(§,T) = EWS D) —K = Z E;(WS(-S’T)) + Z EES,S/) (WS(S’T),WE,S’T)),
seV (s,s)EE,

ou
s ] 0 ,sises,
s _{ 1 ,sised. ©9)
Remarquez, tout d’abord que ($,7) — w(T) fait une correspondance univoque entre les S-T-coupes
de G et les éléments de {0, I}V. Ainsi, manipuler des S-T-coupes de G est équivalent a manipuler des
éléments de {0,1}7.
Pour construire les arcs E de G, on pose

E=F, U{(S,s), pours e V tel que Ei(1) > 0}

U{(s,T), pour s € V tel que E;(0) > 0} (6.10)
On définit les capacités ¢ de G, par
Csy = E{s’s,) (0,1) V(s,s') € Ep,
css = E{(1) Vs € V tel que (S,s) € E, (6.11)

cs =E{(0) Vs € V tel que (s,T) € E.

Les différentes situations sont représentées sur la Figure 6.3.
Par exemple, pour le sommet s le plus a gauche, aux vues de (6.10) et (6.11), on est dans la situation
ol E¢(1) =0 et E4(0) > 0. On a bien, en effet, que
— siune S-T-coupe (S,7) est telle que s € T (la coupe passe au dessus de s), on ne rajoute rien a la
valeur de la coupe, ce qui est bien ce qu’il faut faire dans cette situation, puisque w§5’T) =1(du
fait de (6.9)).

— Inversement, si une S-T-coupe (S,7) est telle que s € S (la coupe passe au dessous de s), on
rajoute E;(0) 2 1a valeur de la coupe, ce qui est bien ce qu’il faut faire dans cette situation, puisque
wT) =0 (du fait de (6.9)).

On peut faire le méme raisonnement dans le cas du sommet s au centre de la Figure 6.3.

Enfin, pour les sommets s et 5, tels qu’ils sont représentés sur le graphe le plus a droite de la Figure
6.3, les seules coupes pour lesquelles I’arc (s,s’) contribue 2 la valeur de la coupe est lorsque s € S et
s’ € T. On est donc, du fait de (6.9), dans un cas ol w§5*"[) =0et ws(;g’T) = 1. Il faut donc bien rajouter
E EM,) (0, 1) pour coincider avec E. Enfin, pour toutes les autres configurations d’une S-T-coupe, rien n’est

ajouté a la valeur de la coupe ; ceci correspond bien a ce que fait E! , lorsque (ws,wy) = (0,0), (1,0) ou

(1,1).
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S S S
Eg(1)
s N s> /
E(’m,) (0,1)
E{(0)
T T> T*

FIGURE 6.3 — [llustration des contributions des sommets s et s” en fonction de la coupe. Pour comprendre
cette figure, il faut se représenter que, du fait de (6.9), wy = 0 est équivalent au fait que la coupe passe
entre s et T; et wy = 1 est équivalent au fait que la coupe passe entre S et s.

Le résultat du Théoreme 10, peut-étre adapté et étendu aux cas de champs de Markov binaires conte-
nant des termes d’interactions entre trois sommets s, s" et s”.

On peut montrer que si E contient des termes qui ne sont pas sous-modulaires, alors la minimisation
de E est un probléme NP.

Minimisation approchée d’un Champ de Markov aléatoire multi-labels

Cette section reprend des algorithmes présentés dans [2] en intégrant la construction de [5]. On consi-

dére maintenant un champ de Markov aléatoire multi-labels défini pour tout w € {0,1,...,L} v, pour
L > 2 par
E(W) = Z ES(WS) + Z E(s,s’) (WS,WS-/),
seV (s,5")€E,

ol £, C (¥ x V). La minimisation d’un tel champ de Markov est malheureusement un probléme NP.
Nous ne présenterons donc que des heuristiques pour le résoudre. Nous présenterons 1’ a-expansion et
donnerons le principe de 1’algorithme de I’ oi-B-swap.

L’ algorithme o-expansion consiste & proposer, itérativement sur les labels a € {0,...,L}, a tous les
sommets s € ¥ de passer a la valeur o.. Dans la suite, nous décrivons une étape, pour un ¢ donné. On
note w, I’élément de {0, 1,... ,L}V initial et w de {0, 1,... ,L}q/, 1I’élément dont certains sommets s € V
ont pris la valeur o.. On utilise un élément u € {0, I}V pour déterminer si un sommet s € ¥ passe a la
valeur o.. On définit pour cela, pour tout s € V/,

w”:{ a ,siug=1,

$ ws ,siug=0.

On peut alors facilement construire un champ de Markov binaire E’ tel que, pour toutu € {0, 1 }(V, E'(u)=
E(w") en posant, pour tout u € {0,1}7":

E'(u)=Y Ej(u)+ Y, E( g (usuy), (6.12)

sEV (s,5)€EE,
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avece

et

EZS,S/) (0’ 0) EZS,S/) (0’ 1) — E(s,s’) (Ws'v Ws’) E(s,s') (WS, (X)
EEs,s’) (170) E,w/) (17 1) E(s,s’) ((X, WS’) E(s,s/) ((X, (X) .

Si le champ de Markov aléatoire binaire E’ ainsi construit est sous-modulaire, ¢’est a dire si
E(s,s’) (WA'7 Ws’) + E(s,s’) ((X., a) < E(s,s’) (st (X) + E(S,S/) ((X, Wsl)v (613)

on peut minimiser E’(«) (et donc E(w")) en un temps polynomial grice un algorithme de coupe dans un
graphe.
En itérant sur o, on obtient finalement I’algorithme décrit dans I’ Algorithme 8.

Algorithme 8 Algorithme d’ a-expansion

Entrée : Les éléments permettant le calcul de E
Sortie: Une approximation d’un minimiseur w € {0, ... ,L}(V de E

Initialisation de w
Tant que 1’algorithme n’a pas convergé faire
forall a=0,...,L faire
Résoudre u € Argmin, E’(u), ot E' est définie par (6.12)
Vs € V, siug = 1, faire wy < o,
end for
Fin tant que

Cet algorithme marche bien car a chaque pas, on prend un w minimum parmi tous les w d’un voisinage
dont la taille est grande. D’un point de vue qualitatif, il permet de faire passer en un seul pas toute une
zone de I’image au label o dans des situations ou faire passer les sommets s I’un apres 1’autre aurait (en
cours de route) obligé a augmenter E.

Cet algorithme ne peut, par contre, étre appliqué que lorsque (6.13) est vraie quels que soient wy, wy
et o.. Une situation dans laquelle (6.13) est facile a comprendre est lorsque Z ) (o,a) =0 (ce qui est
d’ailleurs souvent le cas). Elle prend alors la forme d’une inégalité triangulaire.

Comme son nom I’indique, Ialgorithme de I’ o-B-swap propose itérativement (en o et 3) aux sommets
ayant les labels a et § de changer pour I’autre label. Sa construction est similaire & celle de I’ a-expansion
et est laissée en exercice. Cet algorithme est cependant généralement moins efficace que I’ ai-expansion. Il
peut par contre étre appliqué pour un nombre plus important d’énergies E car 1’analogue de la condition
(6.13) est plus faible.
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Chapitre 7

La segmentation d’images

7.1 Principe de la segmentation et notion de périmetre

La segmentation d’images est I’un des grands domaines du traitement d’images et de la vision par
ordinateur. Le but d’une segmentation est de marquer les pixels correspondant a un objet dans une image.
On présente sur la Figure 7.1 deux exemples d’images segmentées. L'un correspond a une application en
édition de photographie, I’autre a la segmentation d’une tumeur pulmonaire dans une image scanner 3D.

FIGURE 7.1 — Exemples d’images segmentées.

Les méthodes d’optimisation pour la segmentation d’images construisent donc une région Q incluse

dans le support de I’'image :
Qc{1,...,N}>.

Ces méthodes consistent 2 minimiser une énergie comprenant typiquement un ou plusieurs termes dé-
finissant une attache aux données et un terme correspondant au périmetre de Q. Pour définir ce périmetre,
nous considérerons dans la suite un syst¢éme de voisinages & (m,n) de chaque pixel (m,n) € {1,...,N}>.
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On peut, par exemple, choisir
o(mn)={(m' ,n')e{1,....NY |m—n/|+|n—n| =1}, (7.1)
qui correspond a ce que I’on appelle la 4-connexité ; ou
o (m,n)={(m',n) € {1,...,N}2,max(|mfm/|, In—n'l) =1},

qui correspond a ce que I’on appelle la 8-connexité.
On définit alors la frontiere de Q C {1,...,N}? comme I’ensemble

9Q = {((m,n), (m',n)) € ({1,...,N}*)2, (m' 1) € G (m,n) et (m,n) € Qet (m,n) & Q}. (7.2)

Les notions de voisinage et de frontiere sont illustrées sur la Figure 7.2.

® : Pixels de Q

— : Liens entre les paires de voisins
sur la frontiere de Q

FIGURE 7.2 — Exemple d’un ensemble Q C {1,...,N}? et de sa frontiére, pour des voisinages définis par
4-connexité.

On définit alors une notion de périmetre de Q par

P(Q)= Z dl ((m,n), (m',n')) ,
((m,n),(m' ;n'))€0Q

ot dl ((m,n),(m',n’)) > 0 sont des éléments de longueur. Ceci correspond bien a une notion de longueur
de contour. En effet, comme les dI ((m,n),(m’,n’)) sont positifs, plus la frontiere de Q contient d’élé-
ments, plus la longueur du contour sera grande. Pour simplifier, nous supposerons par la suite que pour

tout ((m,n), (m',n")) € ({1,...,N}?)?
dl ((m,n), (m',n')) =dl ((m',n'), (m,n)) . (7.3)
On suppose aussi que
si. (m',n') ¢ 6(m,n) alors dl((m,n),(m',n"))=0. (7.4)
En général, on construit les éléments de longueur de maniere a avoir une notion de longueur la plus
isotrope possible. On les utilise aussi parfois pour favoriser une localisation de la frontiere. Par exemple,
pour favoriser le fait que la frontiere de Q corresponde a des bords contrastés dans I’'images, on prendra,

pour les couples ((m,n), (m’,n’)) de fort contraste, un petit élément de longueur d! ((m,n), (m’',n")). On
verra un exemple comme celui-ci dans le Chapitre 7.2.3.
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Exemple : On a vu dans le Chapitre 3.2.1 que la variation totale de la fonction caractéristique de
Qc{l,...,N}?,
[ 1 si(mn)eQ,
Lig(m;n) = { 0 , sinon,

correspond a son périmetre. Il semble donc raisonnable de définir une notion de périmetre d’un ensemble
correspondant a la variation totale de la fonction caractéristique de cet ensemble.

En utilisant la discrétisation de la variation totale définie dans (3.8), la discrétisation des dérivées
partielles de I’image définie dans (3.9) et si 1’on considere la norme /' du gradient dans R?, on aboutit a

N
m,n=1
N
Z |1\Q(m+17n)71\9(m5n)|+|1\Q(man+1)71\9(man)|
m,n=1
N
Z (1\("1,")69 et (mr1m)gQ + Lmn)ga et (me1n)cq

m,n=1

+1\(m,n)€£2 et (mn+1)gQ T 1‘(m7n)¢g et (m,n+1)eg)
((m.n),(m' ;') €0Q

)

ol dQ est défini par (7.2), a I’aide le 4-connexité (voir (7.1)). Cette notion de périmetre consiste a prendre
les dl tous égaux a 1.

7.2 Modeles d’optimisation pour la segmentation d’images

Nous allons dans ce chapitre détailler plusieurs modeles standards utilisés pour la segmentation
d’images. Il en existe bien entendu de nombreux autres.

7.2.1 Le modéle de Mumford-Shah

Le modele de Mumford-Shah est trés étudié et consiste 2 minimiseren Q C {1,...,N}?>etenw € RV ’
.- 2 2
P(Q) + 1 ) V| + p w—ull3, (7.5)
myn=1

((m,n),(m+1,n))¢0Q
((m,n),(m,n+1))Z0Q

N N 2 s N
ott A > 0, u > 0 sont des paramétres et u € RV est I'image 4 segmenter.
Ce modele crée un ensemble Q régulier dans le sens ou sa longueur n’est pas trop importante. Le
second terme est trés proche d’un terme H'

- 2
Z |VWm7n| )
m,n=1
sauf que I’on retire de la somme les points dont le calcul du gradient fait intervenir un voisin de 1’autre

coté de la frontiere de Q. Ainsi, comme le terme H' pénalise fortement les forts gradients, les points ayant
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un fort gradient tendent donc a appartenir a la frontiere de Q. Enfin, le dernier terme constitue 1’attache
aux données.

11 faut enfin noter que I’image w créée au cours du calcul de la segmentation est une version débruitée
de u.

7.2.2 Le modeéle de Chan-Vese

Le modele de Chan-Vese suppose que 1’objet et le fond ont une distribution de couleurs gaussienne.
L’objet et le fond sont séparés par une frontiere réguliere. Il est par exemple utilisé pour des segmentation
d’images biologiques de noyaux cellulaires qui contiennent des noyaux de cellules claires sur un fond
sombre.

Le modele de Chan-Vese consiste 2 minimiser en (c1,c2) € R? et Q C {1,...,N}? I’énergie
P('Q'>+.u1 Z |um,n*61|2+u2 Z |um,n*C2|2, (7.6)
(m,n)eQ (m,n)¢Q

ou u; > 0 et yuy > 0 sont des parametres.

Un des intéréts de ce modele est qu’il ne favorise pas le fait que la frontiére entre 1’objet et le fond
corresponde a des pixels auxquels I’image a un fort gradient. Il permet donc, par exemple, de segmenter
des groupes d’objets ayant une couleur similaire. On parle de "segmentation basée région".

Un autre aspect important de ce modele est qu’il "apprend" le modele de couleur de 1’objet et du fond
tout en calculant la segmentation. Concernant cet aspect, il faut remarquer que lorsque Q est fixé, on
calcule facilement les valeurs de c; et ¢ minimisant 1’énergie ci-dessus. L’énergie ci-dessus est en effet
quadratique en c; et ¢,. I1 suffit donc de la dériver et de chercher ses points critiques pour obtenir !

o = Z(m,n)E.Q Um.n
RS
et
Z(m,n)gﬁ Umn
Q=5 1~
N2 —#Q

ou #Q désigne le cardinal de Q.

7.2.3 Le modéle de Boykov-Jolly

Le modele de Boykov-Jolly tire bénéfice d’une modélisation des distributions des couleurs plus souple
que les modeles précédents. Il peut aussi, suivant le réglage des parametres favoriser ou pas le fait que
la frontiere entre 1’objet et le fond corresponde aux points de fort gradient. Il s’écrit sous la forme de la
minimisation en Q C {1,...,N}? de

P(Q)+ Y —10g(P(umnl(m,n) € 0)+ Y. —10g(P(upma|(m,n)e F)), (7.7)
(m,n)eQ (m,n)¢Q

ot O C {1,...,N}? représente 'objet et F C {I,...,N}> représente le fond. Les densités des lois de
distribution des couleurs de 1’objet P(uy, »|(m,n) € O) et du fond P(uy,,|(m,n) € F) sont supposées
connues. Elles décrivent respectivement la probabilité d’observer la couleur uy, , pour les pixels de I’objet
et du fond. Comme pour les densités des lois de probabilité utilisées pour définir I’information mutuelle
(voir (4.3)), on peut par exemple les estimer a 1’aide d’histogrammes normalisés. Souvent, ces densités
sont estimées a partir d’une "graine" saisie a la souris par I’ utilisateur (voir Figure 7.3).

Par exemple, supposons que I’on segmente

1. Attention, il faut éventuellement adapter ces formules si, comme proposé dans le Chapitre 6, on utilise des ensembles de
niveau pour faire notre optimisation de forme.
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FIGURE 7.3 — Exemples de graines objet (en bleue) et de fond (en rouge) saisies par I’ utilisateur.

— un objet sombre : i.e. P(c|(m,n) € O) est grande pour c petit et petite pour ¢ grand ;

— sur un fond clair : i.e. P(c|(m,n) € F) est grande pour ¢ grand et petite pour c petit.
En un pixel (m,n) tel que u,y, , est (par exemple) petit, on trouve que

— pour le terme décrivant I’objet : la densité P (uyy, | (m,n) € O) est grande et donc

—10g (P (ttm,n|(m,n) € 0))

est petit ;
— pour le terme décrivant le fond : la densité P (uy,, »|(m,n) € F) est petite (proche de 0) et donc

—log (]P(Mm,n|(man) € T))

est grand.
Ainsi, comme on peut s’y attendre, les deux termes d’attache aux données de (7.7) vont favoriser le fait
que (m,n) € Q.
Enfin, dans (7.7), on utilise pour définir P (Q) des éléments de longueurs définis par

_ 2
_ (wmn—=tw,r 1)

Vm=m)2 4 (n =)

ol u est 'image a segmenter et ¢ > 0 est un parametre.

Typiquement, le dénominateur vise & améliorer I’isotropie de la notion de longueur. Suivant la valeur
de o, le numérateur favorisera les ensembles Q dont la frontiere correspond aux bords contrastés de
I’image ou pas. En effet,

— si o est petit, I’énergie pénalise moins fortement les couples ((m,n), (m’,n’)) fortement contrastés
que ceux faiblement contrastés ;

— si o est grand, I’énergie pénalise de maniére similaire tous les couples ((m,n),(m’,n’)). On re-
trouve alors une notion de périmetre analogue a celle définie a 1’aide de la variation totale page
89.

dl ((m,n)7 (m’,n/)) =
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