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Exercice 1. Adjoint de I’opérateur d’échantillonnage
On considere deux entiers N et K, ainsi que 1’opérateur d’échantillonnage E défini par
E: RN’ — RV
(Wimn)1<mn<kN > (Umpn)1<mn<n
ou, pour tout (m,n) € {1,...,N}?
Umn = WKm,Kn-
On considere aussi 1’opérateur
C: R(KN)? — REN?
(Wmn)i<mpn<kn +—  (Vmpn)1<mn<kn
ou, pour tout (m,n) € {1,...,KN}?
K

Vmn = Z Win+kn+1-
Ki=1

(1) Calculer I’opérateur adjoint E* de E.
(2) Calculer I’opérateur adjoint C* de C.
(3) En déduire I’opérateur adjoint de EoC.

Exercice 2. Adjoint de I’opérateur de convolution
On considere un entier N, ainsi que 1’opérateur H de convolution avec le noyau h € RV,
Précisément, on a
H: RV — RV
w +— Hw
ou, pour tout (m,n) € {1,...,N}?
(HW)mp = (h*W)pn.

On rappelle que
N
(R W)mn =Y, Pin—ten—1We,1-
k=1
(1) Calculer I’opérateur adjoint H* de H.
(2) En déduire la forme de 1’opérateur adjoint de I’opérateur de différence finie:
D: RN — RV

(Wm7n) 1<ma<N (Wm+1,n - Wmfl,n)lgm,nSN
1



Exercice 3. Interpolation d’une zone manquante

On considére un entier N, un ensemble C C {1,...,N}? ainsi que I’opérateur M de masquage
des pixels de C. On a
M: RY — RV
w o Mw
ou, pour tout (m,n) € {1,...,N}?

| W Lsi(m,n) €C,
(MW ) = { 0 , sinon.

(1) Calculer I’opérateur adjoint M* de M.
(2) Donner la forme du gradient VD(w) de 1’énergie D, définie pour tout w € RY ’ par
D(w) = |[Mw —ul|*

ol u est une image.
(3) Que vaut le gradient VD(w) aux pixels (m,n) € C?
(4) On considere une stratégie d’optimization

w* € Argmin, _pr> R(w) +AD(w),
ol R est un critere de régularité et A > 0.
Dire, qualitativement, I’influence des valeurs wy, ,, pour (m,n) € C, sur les termes D(w)

et R(w) (ou R est par exemple la variation totale ou la semi-norme H').

Exercice 4. Projection sur un hypercube

On considere des images (vectorisée) ou des signaux vivant dans un espace Euclidien RY,
pour N > 0. On connait u € R" et on veut calculer explicitement pour v € RY un minimiseur de

ArgminweRN ”W - VH2 (1)
sous la contrainte |w; —u;| < T, pour tout i = 1..N.

Pour cela, on considere pour chaque i € {1,...,N} le minimiseur w} de

Argmin,, g (w —v;)?
- 2)
sous la contrainte |w — u;| < 7.
(1) Montrer que la solution de (2) est définie par

u+7T ,sivi>u+7T
wi=< v L8t vi—u| <7t
u—T ,Silvi<u—1T

(2) Montrer que w* = (w});=1.y Vérifie les contraintes de (1).
(3) Montrer que pour tout w satisfaisant les contraintes de (1) on a
2 2
W =v[|” < [lw—vl|

(4) Déduire des deux questions précédentes que w* est solution de (1).



