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Transformée de Fourier

Exercice 1 Prise en main de Megawave

1. Configuration pour I'utilisation de Megawave (a faire geele fois avant la premiere utilisation de Megawave) :
— Madification de I'environnement du compte utilisateur :
ouvrir une Konsole
Lancer la commande :
source /usr/local/megawave2/sys/lib/ix86/.profile_aveave2
— Créer votre compte Megawave?2 avec la commande :
mwnewuser

2. Téléchargement et compilation des programmes Megawave :

— Télécharger (et sauvegarder dans votre my_megawave®/$ichiertp2.tgz Il se trouve sur la page
http ://www.math.univ-toulouse.ffmalgouy/
rubrique “enseignement”, puis “Analyse par ondelettes”.

— Aller dans votre compte Megawave
cd SMY_MEGAWAVEZ2/src/

— Décompresser I'archive
tar xvzf tp2.tgz

— Compiler les modules Megawave
cmw2_all TP2/

3. Pour voir le code correspondant aux algorithmes que vidlisetez, il faut ouvrir les fichier€ :
gedit TP2/*.c &

4. Préparation des résultats :

— création d’un répertoire :
mkdir resultats_tp2

— déplacement de I'image sur laquelle on fera les expérgence
cp resultats_tpl/barbara.gif resultats_tp2/

— Changement de répertoire :
cd resultats_tp2

— Lancement d'une commande Megawave :
voir_base_Fourier 64 10 30 resultat

— Visualisation du résultat :
XV resultat &

5. Utilisation de scripts pour gagner du temps et pouvoairefun exercice :
— Ouverture du fichier contenant le scriatsh
gedit correction_tp2.sh &



— Ecriture de I'entéte du fichidrash
Ecrire sur la premiére ligne du fichier :
#1/bin/bash

— Utilisation du fichietbasha I'aide de copier-coller

Faire un copier-coller, depuis le terminal vers le fichkeshdes lignes :

voir_base_Fourier 64 10 30 resultat
XV resultat &

Vous pouvez continuer la suite du TP en copiant/éditantidge®$ de commandes dans le fichier bash. Pour
exécuter les commandes, il vous suffit de faire un copideccdes lignes de commande a exécuter dans le
terminal. Ainsi, vous retrouverez votre travail (avec leathes lignes de commandes) lors de votre prochaine

séance de travail et au moment de la rédaction de votre coempde de TP.

NB : Nous utilisons le fichiebashci-dessus de maniére extrémement simpliste et minimaliste utilisation
plus performante deashpermettrait de mettre en place des expériences plus siopigss.

— Pour lancer le fichiebashdans le terminal, il faut modifier ses droits :

chmod 700 correction_tp2.sh
\Vous pourrez ensuite I'executer :
Jcorrection_tp2.sh

— Vous gagnerez du temps en faisant des copier-coller def ttsdes boucle$or de votre scriptcorrec-

tion_tpl.sh
Exercice 2 Visualisation de la base de Fourier
La transformée de Fourier d’un élémentRi¥’ prend la forme
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pour tout(k, 1) € {0,...,N — 1}? et son inverse prend la forme

1 N—-1

pour tout(m,n) € {0,...,N — 1}2,
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On rappelle aussi que les élémentsRIE et leur transformée de Fourier sont définis Zdrpar périodisation,

c'est a dire

Wm+t1N,n+t2N = Wm,na pour(ma n) € {07 [EE) N — 1}2 et (tl>t2) € ZZ>
Wit tN,I+to,N = Wie1, pour (K1) € {0,...,N— 1}2 et(ty,tp) € 72.

1. Vérifier que si, pour toutm,n) € {0,...,N — 1}, wn, € R, on a alors, pour touk,|) € {0,...,N—1}2

W_i | = Wi,

ouzdésigne le nombre complexe conjuguézdeC.

2. Déduire de (1) et de la question précédente qu&,esRNz, pour tout(m,n) € {0,...,N — 1},

1 N1 km+In .
Wmn = N Z 'J(e(vT/kJ)cos(Zn I:IF > — Im(Wy)sin <2T[
k=o

km+|n>

ou R e(.) désigne la partie réelle ém(.) la partie imaginaire d’'un nombre complexe.

Ainsi, la transformée de Fourier exprime une image commesameme de cosinus et de sinus. Le but des
questions suivantes est de visualiser les fonctiong2ie§" ) (les fonctions sif2m™1) sont similaires).

3. Décrire le modulevoir_base_Fourier



4. Utiliser le modulevoir_base_Fourierpour visualiser les éléments de la base de Fourier corrdaporaux
parametres

(N,k, 1) = (64,4,2),(64,14,7),(64,24,12),(64,40,52), (64,50,57), (64,60,62).

5. Faire un unique schéma représentant les fréquences dedtian précédente. Pour quelles fréquences I'image
oscille t'elle le plus? Ou sont les hautes fréquences?

6. Utiliser le modulevoir_base_Fourierpour visualiser les éléments de la base de Fourier corrdapbraux
parameétres

(N,k,I) = (64,20,0),(64,19,6),(64,18,9),(64,17,11), (64,14,12)
(64,0,20), (64,6,19), (64,9,18), (64,11,17), (64,12, 14)

7. Faire un unigue schéma représentant les fréquencesstigleQue dire de la “direction” des éléments de la
base de Fourier?

Exercice 3 Compression

Lorsque I'on considére une fagon de représenter les imagjemn(les représente par leurs coefficients de Fourier),
I'une des propriétés trés importante est la possibilitéegegsenter (ou d’approximer) une image avec peu de coeffi-
cients. Par exemple, en compression d’'images, on ne gande ¢ede) que les grands coefficients, les autres étant mis
a zéro. Ainsi, si I'on voulait compresser une image]RN2 avec la base de Fourier, on ne coderait que les coefficients
dont le module est supérieur a une valeur O donnée, pour obtenir une image C’est a dire que/ est telle que,
pour tout(k,1) € {0,...,N — 1}2

~ [ Gq ,si(kl)ecC(),
Uk,l—{ Okl ,si(k1) € C(),

avec
C(t)={(kl) e {0,...,N—1}2 |G| > ).

1. Lire le module Megawavseuille_Fourier.cet dire ce qu'il fait.

2. Utiliser le moduleseuille_Fourierpour les valeurs de = 1,5,25,125 pour construire les imagg, a partir de
'image barbara.qgif Visualiser ces images et visualiser les modules de lensfivamée de Fourier (avec la
fonctionvoir_fft).

Dire comment se comporteCift) (ou # désigne le cardinal d'un ensemble) et la qualité dealjenobtenue
lorsquet augmente.

Remarque : La quantité £(t) est importante puisqu’elle correspond au nombre de casitigique I'on doit
coder pour représentet. Ainsi elle correspond (grosso modo) a la longueur du code.

3. Ajustert de maniére a approximer l'imagdmarbara.gifen ne gardant que 10% de ses coefficients de Fourier.
Visualiser et décrire le résultat et sa transformée de Epuri

4. Montrer que st <1
C(t) cC(1)

et quel?(t) < I1%() avec, pour tout > 0

1
2 1 A
FO= | 2 ™) -
( ®)

k,l)&C

Remarque :1%(1) quantifie I'erreur que I'on fait en approximantaru’.

5. Pour une valeur de> 0, on obtient une valeurGft) et une valeut?(t). Si I'on fait variert, on obtient une
courbe. Plus cette courbe décroit rapidement plus la fagaaptrésenter les images (ici Fourier) est efficace en
compression d’'images (on a une erreur faible bien que I'ale geu de coefficients). Le but de cette question
est de représenter cette courbe.



(a) Lire le module Megawaveourbe_seuillage_Fourier.et dire ce qu'il fait.

(b) Lancer les commandes :
courbe_seuillage_Fourier barbara.gif courbe
splot courbe &
pour construire la courbe donnant I'erreur en fonction dunbie de coefficients que I'on doit coder.

(c) Visualiser et commenter la courbe obtenue a la questiérepente.

Exercice 4 Filtres passe bande, analyse d'images
Une autre utilité de la transformée de Fourier est de poda@ des convolutions rapidement, méme si le support du
noyau de convolution est étendu.

Nous allons illustrer ceci a travers un probléme d’analyseatjes. Dans ce probleme, on veut faire une convo-
lution avec un noyat dont la transformée de Fourier est la somme de deux Gaussienn

~ (k= fi?+0-1)?) (k%4014 1)P)
hk7| =e oN2 +e oN2 ,

pour (fy, fi) € {—5,....,53 —1}2, 0 > O et pour toutk,1) € {—5,.... 5 — 1}
1. Vérifier queh est bien a valeur réelleh.c RN,

2. Vérifier que poud € RN’ définie par

dmn:

d

1 ,sim=n=4
0 , sinon,

ona
(h*d)m1n:hm_N N .

232
C'est a dire quér«d est I'imageh, translatée par le vecte(d, ).
3. Lire et dire ce que font les modules Megawadirac.c etfiltre_image.c

4. Lancer les commandes suivantes :
dirac 512 dirac
filtre_image dirac 126 -85 0.004 filtre
xv filtre &
voir_fft filtre

Que contient I'imagdiltre ainsi obtenue?

5. Lancer les commandes suivantes :
filtre_image barbara.gif 0 0 0.004 bas_bas
xv bas_bas
voir_fft bas_bas
Refaire la méme expérience en remplacafd® par 0002 et 0001. Que constatez vous sur les images ainsi
obtenues? Leur transformées de Fourier? Que devient l@gufipnoyauh correspondants?

6. Lancer les commandes suivantes :
filtre_image barbara.gif 126 -85 0.004 result
fabso result abs_result
xv abs_result
voir_fft result

Visualiser I'imageabs_resultet décrire le contenu de I'imadearbara.gif dans les zones oabs_resultest
grande (les zones @abs_resulest claire).

7. Trouver les paramétre d'un filttepermettant de détecter la partie pendante du foulatthdeara



8. Trouver les commandes pour visualiser le noyau de cotiwolh correspondant a I'expérience de la question
précédente. Visualiser le noyatet expliquer le résultat de la question précédente.

Exercice 5 Zoom numérique
On rappelle que la formule de Poisson donne la transformé@udeer d’'une image définie sur{0,...,N — 1} et
obtenue en échantillonnant une imagedéfinie sur{0,...,KN — 1}2. On a ainsi

Umn = Wkmkn, pour(m,n) € {0,...,N — 1},

et dans le domaine de Fourier
1 K—1K-1

Ul =375 > Y WictuiN+tN
, 2 1N +2N5
K t1=0t,=0

pour tout(k,1) € {0,...,N—1}.
Ainsi, si le support de la transformée de Fourier de I'imagest inclu dans

{(k,l)e{O,...,KN—l},—g<k,| < g}

on peut reconstruirey a partir deu en remplissant les hautes fréquences deec des 0 (voir Figure 1).
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FIGURE 1 — Gauche : Transformée de Fourierul@roite : Transformée de Fourier de Les différentes zones de la
transformée de Fourier desont copiées. La zonB est remplie avec des zeros.
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1. Vérifier que si le support de la transformée de FouriewaeR KN)? est inclu dans

N N
{(k,l) e{O,...,KN—l},—§ <kl < 5}

ona
w=1oE(w),

ou
E:RKN? _, RN
(Wm,n)Ogm,n<KN — (WKm,Kn)Ogm,n<N
etl =F10ZoF, ouF est la transformée de Fourierlet! son inverse et
z:cNV o cKN?

(Uil )o<ki<N  —  (Wicl Jo<k]<KN



avec

K2 ,si0§k<%etogl<%
K21 (kn-N) ,Si0< k<3 etkN ~ 3 <I<KN
Wi =4 K20 kn-n) | , Si KN—% <k<KNeto<| <Y
K20k (kN-N)J—(kN-N) » SIKN=5 <k <KNetKN—5 <1 <KN
0 , sinon.

2. Décrire les étapes d'un algorithme permettant de zoomeiraage, utilisant le principe de la question précé-
dente.

3. Lire le contenu du fichier Megawaveom_sinus_cardinal et dire ce que fait le moduteoom_sinus_cardinal

4. Zoomer une image extraite Barbara.gif:
fextract -r barbara.gif img 10 230 128 128
zoom_sinus_cardinal img 4 zoom_img

5. Pour une comparaison, on considére le zoom consistamfrari@ir’ chaque pixel de I'image (appelé zoom
par duplication ou réplication). Pour cette méthode de zaomeconstruit

V\/Km+t1,Kn+t2 = Umpn,
pour tout(m,n) € {0,...,N — 1}? et (t1,t;) € {0,..., K — 1}2.
Lire le module Megawaveoom_replication.cQue fait il?

6. Appliguer le modulezoom_replicationa I'image img de la question 4. Comparer visuellement les résultats
obtenus avec ceux de la question 4.

7. Visualiser visuellement les modules des transforméeSadeier des images obtenues aux questions 4 et 6.
(Pour cela vous utiliserez le module Megawaeé_fft.) Décrire et expliquer ce que vous observez.

Exercice 6 Discrétisation du gradient
Pour une fonction continiment différentiakl@éfinie surf0,N]?, on sait que son gradient est défini par

C(oaxy) \ [ limpo Uy utey)
Du(x,Y)_<ayu(x,y) T\ limyg dythi—utxy) [ )

b g N

==

Dans cet exercice, nous allons définir une fagon de calcalepérateur similaire au gradient pour des éléments
de u € RV, Notez que la difficulté réside dans le fait que dans (2), opewtt pas faire tendrb vers 0 pour des
fonctions définies sur une grille.

Pour cela, on considéré > 1 et une imagev € R(KN)?, Typiguement dans cet exerciog,sera une version
sur-échantillonnée dans un rappkirtieu. Comme d’habitude, on suppogepériodisée en dehors de son support.

On définit, les opérateurs suivants:

Om REKN? o RIKN)?

(Wm,n)Ogm,n<KN — (Wm+17n - Wm,n) 0<mn<KN

et
O : RKN? o RIKN)?

(Wmn)o<mn<kN — (Wm,n+1 - Wm,n) 0<mn<KN

Le but de cet exercice est de construire un algorithme rggode calculer les dérivées partiels discretes pour lesquel
un algorithme lent est décrit dans la Table 1.

1. Exprimer les opérateuts, etd, comme des convolution avec des noydixeth" que vous définirez
2. Calculer les transformées de Foutiret it deh™ eth".
3. On considére I'algorithme décrit dans la Table 1

(@) Pour chaque fréquenck,l) € {0,...,N}2, exprimer la transformée de Fourié/,;IJkJ en fonction des
transformées de Fouriéf etU.



Entrée : une imageu € RN
. L, e, . . < 2
Sortie : les dérivées partiels discrétesuledu € RN etdnu € RN?

— On calcule un suréchantillonages R<N? de rappork deu € RN’ a l'aide de
I'algorithme de I'exercice 5.

— On calculedyw € RKN? et dow € RKN)?,

- On sous;échantillonrld}nw etd,w dans un rappot pour obtenin,u € RN et
Onu € RN,

TABLE 1 — Algorithme de calcul des dérivées partiels discretes.

(b) En déduire une formule analogue p«ﬂum, pour tout(k, 1) € {0,...,N}2.

4. Déduire de la question précédente un algorithme permeteacalculedu et d,u sans manipuler d'image de
taille KN x KN.

5. Comparer la complexité de I'algorithme construit a lasgio® 4 a la complexité de I'algorithme décrit dans la
Table 1.

6. Implémenter I'algorithme construit a la question 4. (Rela, vous pourrez utiliser le canesalcul_diff_Fourier.c
qui vous est fourni dang?2.tg2.

7. Visualiser et commenter les résultats obtenus pour leslsales dérivées partielles, avec plusieurs valeurs de
K. Quelle valeur d& préconiseriez vous?



