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Chapitre 1

Rappels

1.1 Quelgues sommes particulieres

1.1.1 Des changements de variables

Pour un ensemblE C Z (ou dansZ?) et pour une suite de nombrém)ece € CF, la valeur de la

QG-E

ne dépend évidemment pas de notre fagcon de décrire les dédeth Ainsi par exemple, poUE C Z,
ona
E=EUEy,
ou
Ei=En{2neZneZ} et Eo=ENn{2n+1€ZneZ}.

PESPR PR

Les égalités suivantes seront utilisés abondamment digraaurs :
Pour toutN € N et tout(an)1<n<n € CN :

On a donc aussi

2N N N
Z an = Z axn-—1+ z agn.
n=1 n=1 n=1

Pour toutk € N, toutN € N et tout(an)1<n<n € CKN :

N-1 K

KN
an = aAKn-+k-
nZl n; kzl e

1.1.2 Une somme finie importante
Sia# 1etN €N, on a la propriété suivante :

. aVl_a
a =

M=z

& a—1



Cette égalité se déduit simplement du calcul suivant :

z

(a—1) = a@+aV14...+a%+a)
k=1

—@N+aVt+. . +a’+a),

= aVliaVt.+a
-
= aVl-a

On a en patrticulier lorsqueeest une racin&li®Me de 'unité (i.e. telle quaN = 1) différente de 1 :

N+1
a—a a-—
=0.

- a-

k_ a
ak—

Z a-1 a-1

Il n’est pas inutile de rappeler a ce stade que les radiffé®€ de I'unité sont toutes de la forme

e 2™ pourme {0,...,N—1}.

1.2 Sommes d’une suite périodique

En dimension 1, on considékec N avecN > 0 et une suitévp)nez € CZ. On suppose qu@n )nez
est périodique de périodé Cela signifie que pour tomte Z, on a

Vn = Vn+N-
On obtient immédiatement que
pour toutk € Z, et toutn € Z, Vi = VnikN-
Si I'on noten[N] (que I'on litn moduloN) le reste de la division EuclidienAalen parN, on a finalement
pour toutn € Z, Vi = Vp[N]-

Ainsi (Vn)nez € CZ est entiérement décrite par shsvaleurs d’indicen € {0,...,N — 1} ; plus gé-
néralement par ses valeurs sur une période quelconqueuén@ent, on peut périodiser un élément
(Vn)o<n<n—1 € CN en posant

pour toutn € Z, Vo = V|,

pour retrouver un élément d&. Formellement, on devrait avoir deux notations différemeur désigner
I'élément deCN et son périodisé dar3”, mais nous ne le ferons pas pour éviter d’alourdir les nutati
Essentiellement toutes les suites que nous rencontreenrssag cours seront supposées périodiques ou
périodisées.

Pour une telle suite périodique, on a la propriété suivante :

1. Ladivision Euclidienne deparN est la donnée de I'unique couple formé d’un quotigatZ et d’'un reste € {0,...,N—1}
tels que
n=qN+r.



Proposition 1 Pour N € N et pour toute suite périodiqu@n)nez € CZ de période N, on a pour tout

keZ
k-+N—-1

N-1
zk Vn - %Vn
n= n=|

Preuve Pour montrer cette propriété, on considére le quotien et le rester € {0,...,N—1} de la
division Euclidienne dé& parN. On a donk=gN+r.On a alors que 8i# 0

k<gN+N-1 et gN+N<k+N-1

et on peut décomposer

k+N—-1 gN+N-1 k+N-1
Zk Vn = Zk Vin+ Vi,
n= n= n=qN+N
gN+N-1 k-1
= Zk Vn+ z VN par changement de variable,
n= n=gN
k-1 gN+N-1
= z Vn+ zk A par périodicité,
n=qgN n=
gN+N-1
= Vn
n=gN

Sir =0, on a aussi trivialement cette égalité :

k+N—1 gN+N—1

Vh = Vh.
nZk " n:qu )

Finalement, on a quelle que soit la valeurde

k+N—-1 gN+N-1

Vh = V)
nZk " n:ZqN "

N-1
= Z)quN, par changement de variable,
n=

N-1
= Z)vn, par périodicité.
n=

Cette proposition dit simplement que lorsque I'on fait lansoe des éléments d’une suite périodique
sur une période, le choix de la période n’a pas d'importance.
On a bien sOr le méme résultats en dimension 2, 3 etc. Par ¢éx@oyr la dimension 2, on dit qu’une

suite (Vmn) mn)ez2 € cZ? est(M,N) périodique, poutM,N) € N?, si et seulement si
v(mn) e Zza Vmn = Vm+M,n = Vmn+N = Vm+-M,n+N-

On a bien sir des propriétés analogues a celles décritessitsl pour les suites périodiques en dimension
1.0naaussi:



Proposition 2 Pour (M,N) € N et pour toute suite périodiqu@mn) mncz2 € CZ* de périodeM, N),

on a pour toutky, ko) € 72
Ky +M—1kp+N—1 M—1N-1

Z( ; Vmn = z Z)Vm,n-
m=Kp  N=Kp m=0 n=

Preuve Pour montrer cette proposition, il suffit d’appliquer defois la Proposition 1. On a en effet
immédiatement, pour toum € Z et toutky € Z

ko+N—1 N—1
% Vmn = EOVm,n;
n=ko n—

car (Vmn)nez est dan<C? et estN périodique. On a donc

Kg+M—1kp+N—1 kg +M—1N-1
S 3 v o= 3 S
M=K n=KkKo m=K; n=

N—1k+M—1

PR
n= M=K

A nouveau, comme quelque-soit la valeunde Z, 1a suite(Vmn)mez € C* estM périodique, on a pour

toutn € Z et toutk; € Z
ki+M—-1 M—1

Z Vmn = Z Vmn-
m=ky m=0
On a donc bien finalement pour tolld, ko) € 72

ki+M—1ky+N—-1 N-1M-1

Z % Vmn = ; Z Vmn-
m=kq n=Kkp n=0 m=0



Chapitre 2

La creation de I'image numérigue

La création d'une image numérique est faite par un appaeaihesure (scanner, appareil photo nu-
mérique, webcam, barrette CCD, ...). Malgré la diversigajgpareils de mesure, elle s'écrit (a quelques
approximations pres) sous la forme d’'une unique équatidhénaatique. Ce sont les éléments mathéma-
tiques utiles a I'écriture et a la compréhension de cettaguque nous allons introduire ici. Commen-
cons par définir ce qu’est une image numeérique.

2.1 Images numeriques

Une image numérique est définie sur une grille a deux dimesslaes éléments de cette grille sont
appelés depixels Ainsi, une image est définie sur un ensemble

1,...,M}x {1,...,N},

ouM etN sont des entiers strictement positifs.

De plus, & chaque pixel, I'image attribue une couleur. Isexplusieurs fagons de représenter une
couleur (systeme RVB, HSV, niveaux de gris, ...). Le poinhawn entre ces méthodes est de repré-
senter une couleur par un ou plusieurs nombres (généralémis)h. Chacun d’entre eux représentant la
composante de notre couleur dans la direction d’une coplémaire de référence.

Afin de simplifier les notations dans la suite du cours, nousawaillerons que sur des images noir et
blanc. Ceci induit une simplification notable, puisqu’ueleur, que I'on appellera maintenarveau
de gris n’est plus représentée que par un seul nombre. La conveimdibituelle veut que la valeur 0
corresponde aunoir et que la valeur 255 correspondelalanc. Les valeurs intermédiaires donnent les
différentes teintes de gris. Il nous faut par ailleurs cagerniveaux de gris. Pour ce faire, on doit utiliser
un nombre fini de niveaux de gris. On a ainsi un ensembleffhicC R représentant nos couleurs. Par
exemple, pour des niveaux de gris codés sur 8 bits,Gala= {0, 1,...,255}.

Ainsi, une image numérique est donnée par une suite

{4,...,M} x{1,...,.N} — (ol
(mn) — Umn

Dans la suite, nous utiliserons indifferemment les teringsge fonction et suite pour désigner une

image numérique. Nous préciserons qu’une image ou uneidoneiest pas numérique en la qualifiant
d’analogique De plus, nous supposerons que nos images sont carrées.ii@nM a N.
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2.2 La convolution

Tous les appareils de mesure commencent par faire un “magefinsur un voisinage d’'un pixel,
avant d'attribuer cette valeur au pixel. Ce moyennage nemt#pas (on supposera en tout cas que cette
dépendance, si elle existe, est négligeable) du pixel déréi Mathématiquement, cette opération est
connue sous le nom de convolution. C’est I'objet de ce chapit

2.2.1 De fonctions analogiques

Pour simplifier, nous ne considérerons que des fonctioms,ldanodule esintégrable!, définies sur
RR?. Ces fonctions représentent des images analogiques. @rahd{R?) 'ensemble des fonctions de
module intégrable SUR?.

Définition 1 Pour deux fonctions h et v dans([R?), on note h v le produit de convolution de h par v et
on le définit par

V(x,y)eRz,h*v(x,y):/R/Rh(x—x’,y—)/)v(x’,)/)dXdy.

Il sagit donc d’une fonction (il n’est pas trés difficile deivqu’elle est aussi daris' (R?)).
Lintuition qu’il faut avoir deh = v(x,y) est bien celle d’'un “moyennage” deau voisinage déx,y).
Par exemple, si I'on prenid(x,y) = 1‘[7%1%]2(x,y), on a, pour toutx, y) € R?,

hevixy) = [ [ hx=X.y—y)vx.y)dxdy,
i+%v(x’,)/)d>(d)/, 2.1)

car (par exemple), on a bien

1 <x7x’<} si et seulement si x—} <x’<x+}
2~ -2 2~ 2

Il s’agit bien de la moyenne desur un carré de coté 1, centré qy). Modifier le support déa revient

a changer le support sur lequel on fait la moyenne et moddé®valeurs déa revient a ajouter une
pondération (certains points du voisinage(gg/) comptant plus que d’autres). |l est important de noter
que le moyennage ne dépend quends reste le méme quel que s@ity) € R?. On appelleh le noyau

de convolutionEn général, pour que la convolution soit vraiment un moggenon prenti tel que

/ h(x,y)dxdy=1
R2

Proposition 3 Pour he LY(RR?), I'opérateur de convolution avec h est un opérateur linéair

Preuve On a bien en effet, pour toat B € R et toutu,v € L*(R?),
hs (@ U+BV)(XY) = /R/Rh(x—x’,y—)/)(u U+ Bv)(X,y) dXdy
[, [ x=Xay=y) (e ul.y) + BV(X.y)) dxXdy

= [ [ anee Xy yIuK.y) + By Y u(KY) dXdly
= ahxu(xy)+Bh*v(xy)

1. Par intégrable, on veut dire que l'intégrale, sur son doende définition, du module de la fonction existe.

10



On a aussi, si I'on notey ) I'opérateur de translation défini pour tolt 1) € R? par
(TnVI(XY) = v(x—=Ky—1):

Proposition 4 Pour tout he L1(R?), 'opérateur de convolution avec h est invariant par tratin :
Pour tout ve L1(RR?) et tout(k,1) € R?, on a

hx* (T(kJ)V) = T(k7|) (h* V).

Preuve On a en effet poufx,y) € R?,

he (av)y) = [ [ hx=xy=y) (V) (K.y) dXdy,
//h(x—x’,y—)/)v(x’—k,)/—l)d>(d)/,

_ //h (¢ +K),y— (v + 1) v(x,y") dx'dy’,
= T (h=v)(xy),

ou I'on a fait un changement de varialde« X' —kety” <y —1. O

En mots, la Proposition 4 dit que faire une translation puis convolution donne le méme résultat que
faire une convolution puis une translation. Autrementlditonvolution commute avec les opérateurs de
translation. On dit aussi que la convolution est invarigoatetranslation.

La convolution est trés souvent la premiére dégradatioresudr I'image analogique. Ainsi, a un
appareil de mesure correspond un noyau de convoltt{oelui-ci peut étre da a I'optique, un compteur
de photons ...).

2.2.2 De suites finies

Nous profitons de I'introduction de la convolution pour leadtions analogiques pour la définir pour
des suites finies. SAibmn)1<m<N,1<n<N €t(Vmn)1<m<N,1<n<N, deux suites finies. On nokexv, le produit
de convolution de h par,Va suite

N N
(h*v)m,n = ,-,—Z hmfr'd,nfn’vr’r'(,n’-
in

Ici, on suppose qui est périodisé en dehors @&, ...,N}2. Ceci veut dire que I'on définit
v(mn) € {1,...,N}?, (k1) € Z,hmiinnrin = hmn.

Il est & noter que, méme kiet v sont des images numériquéss v n'est pas forcément une image
numérique car elle prend, & priori, des valeurs horg'dle Nous verrons par la suite comment remédier
a ce probleme.

Lintuition est la méme pour le produit de convolution erdes fonctions numériques et des fonctions
analogiques. On a un effet de moyennage datour des pointém,n).

On présente sur la Figure 2.1 le résultat de convolutions di¥&rents noyaux.

11



FIGURE 2.1 — Haut: I'image avant convolution; Milieu: noyau de colution; Bas: Image convoluée.
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supportden(. —x,. —y)

/

N
(xy) (X,y)

FIGURE 2.2 — La valeur dénx v(x,y) dépend de la valeur déx’,y).

2.3 Le fenétrage

Dans le chapitre précédent, pour la convolution entre fonstanalogiques, le domaine &t Or, en
pratique, une image numeérique ne représente qu'une paitedi 'ensemble de la scéne observable. ||
y a donc urfenétragede cette image analogique avant la numérisation. Le chdix fémétre correspond
a ce que les photographes appellent le cadrage.

Ainsi, apres la convolution, on a une image analogigredont on ne gardera que la partie intérieure
a une fenétr¢0, NJ2. Ceci revient mathématiquement a la multiplier ey 2-

Cette perte d'informations joue un r6le important prés desi® de I'image. En effet, lors de la
convolution (voir Figure 2.2), gix,y) est tel qu'il existex',y') hors def0, N]? tel queh(x—x,y—y') #0,
hxv(x,y) dépend des en un endroit ou on la connait peu (en pratique pas). De tédsp,y) sont
d’autant plus nombreux que le supporttdest étendu.

De méme, I'information sur la valeur dgx,y) est répartie sur les valeurs He v(X,y'), avec(X,y’)
tel queh(X —x,y —y) # 0. Siun tel(X,y') est en dehors d@,N]?, cette information est perdue.

Pour remédier a ces problémes, nous prolonge(mns)l‘ o,Nj2 Par périodisation. Ceci revient a poser

hxv(x,y) = hxv(x+tN,y+tyN)
avecty etty tels que(x+tN,y+t,N) € [0,N]2.
Il'y a bien sOr beaucoup d’'autres possibilités pour traigsproblémes de bordNous choisissons la

périodisation parce que grace a elle toutes les formulbsauti la transformée de Fourier (voir Chapitre
3) seront exactes (ce ne seront pas des approximations).

2.4 L'échantillonnage

L'échantillonnage est bien souvent la partie du processusréation d’'une image digitale durant
laquelle le plus d'informations est perdue. Elle consiste @arder que les valeurs ¢fex V>1\[0,N]2 aux

13



FIGURE 2.3 — De Gauche a droite, image sous-échantillonnée darappont 1, 2, 3, 4.

points entiers. Mathématiquement, on obtient une fondaigfimie sur{1,...,N}? définie par
hsev(m, n) 1o nj2(m;n),

pour(mn) € {1,...,N}2.

Pour sous-échantillonner, d'un rappBr{pourK un entier strictement positif), une image digitale
définie sur{1,...,KN}2, pour obtenir une image digitaié définie sur{1,...,N}?, on effectue 'opéra-
tion

U;n7n = UKmKn-
On considére en général que le sous-échantillonnage doage digitale approxime bien les effets de
I'échantillonnage permettant de créer une image a parti ¢€3.

2.5 Le bruit

Un appareil de mesure créant une image digitale généreusujm bruit. Les causes peuvent venir
de plusieurs sources (caractére probabiliste du nombrbatems issus d'une région d’intensité donnée,
imperfections électroniques de I'appareil, imperfectides capteurs, ...). Nous ne considérerons ici que
les bruits additifs. Il s’agira d’une suite, définie §ur,...,N}?, dont la valeur est aléatoire. Bien que cela
soit rarement le cas, il est souvent raisonnable de supposde bruitb estblanc(les valeurdm, sont
indépendantes les unes des autres). On supposera de plest@aussienCeci veut dire que chaque
bmn est une réalisation de la loi de probabilité continue, desidén

1 t?
p(t) = ﬁexp(—ﬁ), (2.2)

pourc > 0. On a introduito > 0, qui représente I'importance du bruit. On obtient alore €onction
définie sur{1,...,N}2, valant
hv(m,n) 1o yj2(M,N) + bmn.
Pour un bruitb, comme pour toute variable aléatoire, on peut parlefetpéranced’'une fonction
f(b). On la définit mathématiquement par

E(1(b) = [ 1(0)p(t)at
14



ou p(t) estla densité de la loi d&(ici la loi Gaussienne définie par (2.2)). Lespérance repnée la valeur
moyenne def(b) pour un nombre infini de réalisations indépendante®.dé’est méme en utilisant
cette propriété que I'on calcule numériquement I'espégatarsque I'on sait produire des réalisations
(indépendantes) de

Par exemple, il n’est pas dur de voir (ce sont de simples arargts de variable) que

1 t2
E(b) = ﬁ/Rtexp(fT‘z)dt: 0.

Ceci représente haaleur moyenndeb.
On définit aussi laariancedeb, par

1 2
E(b-Eb)?) = ﬁ/thexp(fz%z)olt

o’ [, t2
= —— [ texp(—=)dt
\/ZT[/R N 2>

2

= Q0

La variance (dans le cas d’un bruit Gaussien, simplen@tnous donne I'écart quadratique moyen
entre une réalisation deet sa valeur moyenne.

2.6 La quantification
La quantification est I'opération qui consiste a traduiseMaleurs de
hav(m, n) 1o yj2(M,N) + B

sous la forme d’une couleur. Pour cela, il faut approximéteoleur (qui est darR®, pour des images
couleurs efR pour des images noir et blanc) de fagcon a ce qu’elle soit dedidns un ordinateur (on
dispose d’un nombre fini de bits).

Si I'on considére le cas d'images noir et blanc avec des oikeéa gris appartenant a un ensemble
{0,1,...,255}, on quantifieune valeutt € R en I'approximant par la valeukr(t), la plus proche dé
dans{0,1,...,255}.

On obtient ainsi enfin notre image digitale sous la forme

Umn = Ar (h #V(M, N) 10 nj2(M,N) + bm,n)

Remarque : Il est parfois nécessaire de modifier la dynamique de I'imagat la quantification (par
exemple : si 'image est trop sombre, une quantificationdieLengendrerait trop de perte d’'informations;;
si 'image est trop claire, beaucoup de points satureraidavaleur 255). Nous négligerons dans la suite
cechangement de contraste

2.7 Autres dégradations

Il'y a bien sOr beaucoup d’autres sources possibles de ditgrad’'une image. Nous n’avons abordé
ici que celles concernant'appareil de mesure fonctiohnarmalement. On peut mentionner par exemple :
— Le changement de contraste Comme nous I'avons dit au chapitre précédent, on a parftéisgana
modifier le contraste. Les caméras numériques et appahaite pumériques font presque toujours
un changement de contraste pour s’adapter aux conditiéctaitage.
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— La perte d’'une partie de I'image : Il peut arriver aussi qu’une partie de I'image soit perduar (p
exemple : sur une photo abimée, durant la transmission dege satellite, vieux films). Dans ce
cas, on a un masqd, défini sur{1,...,N}?, a valeur dang0,1} et la nouvelle image est donnée
par

Umn = MmnUmpn.

— Des distorsions géométriques Certains appareils de mesure ne font pas un échantillorsmage
une grille parfaite. Cela peut étre du a des imperfectionsageur, des vibrations d’un satellite,
... 0On a alors une fonction de déformatipnR? — R? et 'image prend la forme

U = Ar (h #V(O(MN)) 1o g2 (H(M1) + bm,n)

— Les pertes dues a la compressionPour stocker ou transmettre une image, on la compresse sou-
vent. Cette compression peut générer des défauts sur Bimepnstruite. Ces défauts dépendent
évidement de la méthode et du niveau de compression.

Il existe évidement d’autres sources de dégradationsldessiNous n’aborderons pas (ou peu) les

méthodes visant a réduire les effets de ces dégradations.

2.8 Exemple

Nous montrons dans les images suivantes les résultats peimage donnée des dégradations définie
par un noyau de convolutidm(x,y) = 1_1,q2 €t Un bruit de variance = 4. (Ce noyau de convolution
est réaliste, on rencontre des noyaux ayant le méme gerifets’'en imagerie satellite. Le bruit dans un
tel cas serait plus faible. Nous I'avons volontairementaenté afin gu'il soit bien visible.)
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FIGURE 2.4 — Image analogique de départ.
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FIGURE 2.5 — Image analogique aprés la convolution.
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FIGURE 2.6 — Image analogique aprés la convolution et le fenétrage.

FIGURE 2.7 — Image analogique aprés la convolution, le fenétrafjéakiantillonnage.

FIGURE 2.9 — Image analogique aprés la convolution, le fenétra@ehdntillonnage, I'ajout d’un bruit
et la quantification. C’est une image digitale.
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Chapitre 3

| a transformée de Fourier

La transformée de Fourier est un outil mathématique impbea traitement des images pour deux

raisons :

— La plupart des dégradations rencontrées lors de la créd¢idimage s’expriment simplement en
terme de transformée de Fourier. Cette derniere permetdboemprendre le comportement d’'une
chaine image.

— C’est un exemple historique et important de traitememe’image a partir de la représentation de
'image dans une base (autre que la base canonique). C'eugrands domaines de recherche
actuels.

— Voici une liste de quelques ouvrages de références [2, 1, 4]

3.1 D’une image analogique

3.1.1 Définition et premiéres propriétés

Nous nous contenterons ici de définir la transformée de Eodtine fonction définie suk?. Elle est
en fait aussi définie pour une fonction définie sur une fenBtyea méme un lien entre la transformée de
Fourier d’une fonction définie siR? et celle de cette méme fonction aprés le fenétrage. Ledsidmce
passage n'apportent cependant pas grand chose a la compoghdu fenétrage. Nous le laisserons donc
de coté.

Définition 2 Soit ve L1(R?), sa transformée de Fourier est définie, p¢&um) € R?, par

UEn) = / / v(x,y) e @ W dxdy
RJR
ou i représente le nombre complexe habituel.

Vous pourrez rencontrer d’autres définitions équivalefriesamment avec unr® de la transformée de
Fourier. Dans la suite, on appelldraquenceses points(,n) décrivant le domaine de Fourier.

Remarque 1 :La transformée de Fourier est, en fait, définie pour des fons® valeur dan€. Les
coefficients de Fourier sont d'ailleurs dafisPar contre, comme la fonction est a valeur d&nsn a (on
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notez* le nombre complexe conjugué de

/ / X y EXJFHY))*dxdy
= // (x,y) e =& W dxdy

= V(=& —n).

Remarque 2 : Une des intuitions importantes qu'il faut avoir (nous nébbederons pas de facon
formelle) est quelus la fonction v est réguliere, plus ses coefficients dei€odécroitrons rapidement

Remarque 3 :Un autre aspect, trés important en traitement des imagegqueda transformée de
Fourier est une transformation globale (I'intégrale pstietout le domain®?). Ainsi changer, méme
sur une petite région de?, a un impact sur tous les coefficients de Fourier.

V(En)

3.1.2 Exemple

L'exemple que nous allons traiter est le calcul de la tramsé® de Fourier de la fonction=
@1‘[,‘3@]2, poura > 0. |l est important car on le rencontre souvent. On a , pour(&u) € R?,

VE,n) = // 2ar L aqe(x.y) €& Wdxdy

. 1 .
(/R o liaa() e 'Exdx) (/R g li-ad(y) e '”yd)/)-
Car e (&) — e e et ,2(XY) = L_aq(X)Lj_aq(y). Onaalors,

1 2
|Ex _ = —i&X
/ 2a ~aal( dx = Za/fa e dx

_ 1 —igx]?
=~ Tlita [e La

_ TliEa ( oita_ eiEa)

1
= E—asm(Ea)

= sinc(af),

avec sin¢t) = 2 sjt £ 0, et sin¢0) = 1. On a donc

V(&,n) = sinc(a§) sinc(an). (3.2)

On appellesinus cardinala fonction sinc apparaissant dans (3.1). Elle donne Isteamée de Fou-
rier de la fonction de fenétrage telle que nous I'avons vuehapitre 2.3.

On voit que == 2a 21j_aq2 est discontinue et que sa transformée de Fourier décroneofﬁq. La
encore, c'est un pomt important car, par exemple, les imagatiennent ce genre de discontinuité et ont
donc dans coefficients de Fourier ayant ce type de décraissan
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3.1.3 Fourier inverse pour des images analogiques

Une propriété, qui rend la transformée de Fourier utile gegtlle est inversible. C'est a dire qu'a
partir de sa transformée de Fourier, on peut reconstrugdamction. Plus précisément :

Proposition 5 Soit ve L1(R?). Si sa transformée de Fouriérest aussi dansiR?), on a alors pour
(presque-)toutx,y) € R?

V(X,y) = (2—111)2 /]R /]R V(E,n) €& ggdn. (3.2)

Cette proposition est admise, nous verrons la preuve dsulted analogue dans le cas de la transformée
de Fourier de suites finies.

Les intéréts de cette proposition sont multiples. Tout dfdben pratique, elle permet de reconstruire
une fonction a partir de ses coefficients de Fourier. Ce qutigiee que I'on peut calculer la transformée
de Fourier d’une fonction, manipuler ses coefficients (daigra appropriée) et reconstruire un résultat.

Par ailleurs, elle met en évidence le sens de la transform&eurier, qui est de calculer les coordon-

nées d’'une image dans un ensemble constitué des fom(tieﬁﬁé”m)E .
ne

Les coefficients de Fourier ne sont ainsi qu’une autre faconaldécrire une fonction analogique.

3.1.4 Convolution et transformée de Fourier

Proposition 6 Soit ve L1(R?) et he LY(R?), on a alors, pour touE et toutn dansR

h+*V(E,n) = h(E,n)V(E,n).

Preuve Cette propriété n'est pas trés difficile a prouver. On a poutg et toutn dansR

revEn) = [ [ hevicy) e My

/R/R (/R/Rh(x—xl,y—)/)v(x’,)/)dx(jy) e @Y gxdy

Comme la fonctionh(x— X,y —y')| [v(X,y)| est intégrable suR*, on peut modifier I'ordre dans lequel
on effectue les intégrations et obtenir

v = [ [ < [ [ hex=x.y-y) e‘“(X*””“””dxdy)v(x/,y) e 1&gy dy.
RJR \JRJR
On obtient aprés un changement de variable :
//h(X—X/,y—)/) e*i(E(X*XI%Ln(y*)/))dxdy — //h(x7y) e*i(EXJFrIY)dxdy
RJR RJR
(&n).

On a donc finalement,

hevEn) = [ [ @) vy) e axay,

= h(En)VEn).
J

Cette proposition est trés importante et sa version "distezde nombreuses applications pratiques.
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3.1.5 Effet de Gibbs

Les effets de Gibbs sont des défauts que I'on obtient lorEqonepproxime un signal ou une image
(contenant une discontinuité) en ne conservant que ces$aidgiuences.
Pour illustrer le phénoméne de Gibbs, considérons un siisedntinu type, valant

Vix) — 1 ,six<0
(x) = 0 ,six>0

et une fonction de coupure dont la transformée de Fouridr vau

k(&) =1 kK () . pourf €R.

On obtient facilement en appliquant un analogue 1D de (3l2¥@mule ci-dessus et en conduisant un
calcul similaire a celui du Chapitre 3.1.2 que

hk (X) = gsinc(Kx) , pour toutx € R.

Ne garder que les fréquencesweans l'intervallel —K, K] revient a calculer la convolutidn v. L'er-
reur d’approximation est donc la différence entet hy * v.
Proposition 7 Pour tout K> 0 et tout xe R
1 Kx
hg *v(x) = = — hy(t)dt,
2 Jo
dont les valeurs extrémales sont indépendantes de K ettvalen

inf hx xv(x) ~ —0.045< 0,
XeR

et
suphk *V(X) ~ 1.045> 1.

xeR
Ainsi, quelque soit la valeur de K,

max|v(x) — hk * v(x)| > 0.045.

XeR

Preuve La premiére partie de I'énoncé est immédiate car on a

0
hev(x) = [mhK(x—t)dt, (3.3)
0 K
- [mﬁsino(K(xft))dt, (34)
= /Km%sino(t’)dt’ (changement de variabie= K (x —t)), (3.5)
_ /Ooo%sinc(t’)dt’— / KX%[sino(t)dt, (3.6)
= /Omhl(t)dt— OKXhl(t)dt. 3.7)

De plus, commé (t) est paire effy, hy (t)dt = h;(0) = 1, on obtient finalement

hi # V(X) = % _/ ha(t)dt.

0

24



Il n'est pas difficile de se convaincre en regardant le grajghka fonction sinus cardinal qlfé<X hy(t)dt
est maximum pouKx = 1Tet minimum pouKx = —711. On obtient alors par des approximations numé-
riques les valeurs indiquées dans la proposition. O

Cette proposition indique que lorsque I'on enléve les hafrtguences d’un signal (ou d’'une image)
discontinue, on obtient des rebonds au voisinage de cstterdinuité. L'approximation ne converge pas,
en norme infini, vers la fonction de départ. Ce phénoméngslagghénomeéne de Gibbs ou "ringing”. On
le rencontre souvent en traitement du signal et des images.

Il faut cependant noter que I'on obtient facilement la cageace dehg = v versv en normel?,
lorsquev € L?(IR?). Cette propriété est cependant une conséquence immédittéatmule de Parseval,
gue nous ne verrons pas dans le cadre de la transformée derftifonctions. Nous ne la prouverons
donc pas.

3.1.6 Principe d’incertitude de Heisenberg

Le principe d'incertitude de Heisenberg est une inégaliiéegprime le fait qu'une fonction ne peut
pas étre trés concentré a la fois dans I'espace direct et'éapace de Fourier. Elle est bien connue du
fait de ces implications pour les particules libres : loesda fonction|v|? est la densité de probabilité
gu’une particule soit en un endrogt—1|\7|2 représente la densité de probabilité du moment de la pbeticu
L'inégalité de Heisenberg exprime alors le fait qu’il n'gsts possible de connaitre précisément a la fois
la position et le moment de la particule libre.

Si I'on voulait aller contre le principe de Heisenberg et stomire une fonction a la fois concentrée
en espace et en fréquence, on pourrait par exemple prendréonction et contracter I'espace pour
concentrer son support. On définirait alors pearL?(R) eta > 0

1
Vo (X) = —v(é), pour toutx € R,

Va

de maniére a avoitvy||2 = ||v||2. La fonctionvy devient en effet d’autant plus concentrée quéevient
petit. Mais si I'on fait cela, on a alors pour tofit R

%@ = [ vak0ePdx

= [ A% e

= [ Tevg) e

_ i —ia&xX . _ X
= /R\/a_v(x’)e adx, (changement de variabié= X)
Vo i(ag).

Ainsi la transformée de Fourier dg est dilatée paé, de sorte que I'on perd, dans le domaine de Fourier,
la concentration que I'on avait gagnée dans le domainetdirec
Soit une fonctiorv € L2(R), on considére les densités de probab'w\i%‘év2 et
2

les espérances et les variances de ces lois :

1

5|02. On considére
2mv3

1 1
By = —/xvz(x)dx et 02:—/(x7u)2 V2(x)dx
T M e YIRS
et
1

1
o= [ENERAE et oh=
" 2vg e " 2nvi3

[ (& )? jo(e) .
R
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Proposition 8 On a alors

S

Sh

IV
Al

3.2 D’une suite finie

Dans cette partie, nous allons définir les notions analogumsles que nous avons déja vues pour
des fonctions analogiques, mais pour des suites finies. delats’applique évidemment aux images
numeériques (la quantification n’induit pas de difficulté gigpnentaire).

Définition 3 Soit(Wmn)1<m<N,1<n<N Une suite finie de nombres réels. Sa transformée de Fougeréte
est définie poutk,1) € {1,...,N}2 (ou, de fagon équivalente, stk,1) € {—5 +1,..., §}?) par

—2inkm,\‘+'”

N
Wi = Z Wmn €

mn=1

(3.8)

Lintuition est la méme pour la transformée de Fourier ddgerque pour la transformée de Fou-
rier d’'une fonction analogique. Un élément nouveau, cepefast que la transformée de Fourier dis-
créte peut en fait étre définie sif auquel cas elle est périodique. (Il n’est pas difficile der epie

Wi t;N.1+1,N = Wi - Ceci est d0 au fait que, pour tofh, n) € 72, e~ aimkgln - o oin{ R Lt
Comme dans le cas de la transformée de Fourier, le fait quetevgsoit a valeur dan® implique
que
Wil = Wk 1. (3.9)

L'inversion de la transformée de Fourier discréte est dempa

Proposition 9 (inversion de la transformée de Fourier)
Soit(Wmn)1<mn<N Une suite finie de nombres réels. Si on ne¥g) )1<ki<n, ses coefficients de Fou-
rier, on a alors, pour toutm,n) € {1,...,N}?

1 N irkm-In

" jqrkmein

Wmn = {3 kI N
N k=1

Preuve On a en effet

N N N
i Z R eZiTT% — i Z Wiy /efZIT[k”{JrIn e2|T[karIn
) - 2
N? 1 N kl=1 \nm' ,n'=1
1 N N L i
jrrk(m=m 0=
- Ry Wy 2T S e
m,n'=1 k=1 I=1

(m(

Etudionsy, e 2™ """ (on aura le méme résultat pogf , e 2™ '~ "). Siml =m, on a

k(rd m)

N ” N
AL Y
2 AT

De plus, sim # m, on a
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. (n—m)
aveca= e 2™~ . Donc

N N+1
Z _omkem @t —a
& a—1

. (N+1)(m — . . _
caraVtl = e72|nw,<q—m) — eg-2n(m-m elerr%1 —a

On a ainsi,

P4

i rKmIn
N jrrkmedn
kI & = Wmn-

HMZ

1
N2 2, 2

Exemple : Un calcul similaire a celui que nous avons fait au chapitéc@dent nous assure que la

transformée de Fourier discréte d’'une fonctor: - (2M+1 3 1i(_m,..,my2 vaut
N ; kmt\ . ITt
W) =sing | — | sing | —
o =ond(7) s (§)
avec sinff!(t) = % sit # 0, et sindf! (0) = 1. C’est la version discréte du sinus cardinal.

3.2.1 La Fast Fourier Transform (FFT)

Un intérét supplémentaire de la transformée de Fourierétis@st qu'il existe un algorithme rapide
pour la calculer (ainsi que son inverse). |l s’agit d€dat Fourier Transfornou FFT. C’est un algorithme
dont la complexité est de I'ordre dé¢?log(N), pour une image de tailld x N.

Un algorithme naif

Pour calculer la transformée de Fourier d’une image, on penstruire un algorithme exploitant
directement la formule (3.8). On obtient alors I'algorithth
Au cours de I'exécution de cet algorithme,
on initialiseN? fois une variable & 0
on calculeN* fois 'arguments des cosinus et sinus,
on calculeN* fois les cosinus et sinus,
on calculeN* fois les produits et les sommes impliquwﬁg ,Wi(‘l , Wmn, le cosinus et le sinus.

Le terme er\? est négligeable devant le termelf lorsqueN est grand. On obtient donc que le nombre
d’opérations de cet algorithme est de I'ordre d’une cortstanultipliée paiN*. On dit que I'algorithme est

de complexitéD(N*), pour des images de tailN?. C’est une complexité assez élevée qui ne permettrait
pas de calculer la transformée de Fourier de grandes images.

La FFT, en dimensionl

Pour simplifier la présentation, nous nous contentons derdéalgorithme de Cooley-Tukey dans
le cas d’un signal (1 Dyv € RN dont la tailleN est une puissance de 2 . Cet algorithme utilise le fait que
I'on peut déduire la transformée de Fourierweles transformées de Fourier de 2 signaux de t%ille
Le premier de ces deux signaux est constitué des valewsade indices pairs ; I'autre est constitué des
valeurs dew aux indices impairs.
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Algorithme 1 : Transformée de Fourier lente

Entrées:

w: image de tailleN x N ;

Sorties:

W, W : images de taillé\ x N contenant les parties réelles et imaginaires de la tramgfede
Fourier dew;

début
pour k= 1..N faire
pour | =1..N faire
W =W, =0;
pour m= 1..N faire
pour n=1..N faire
W!r‘!' - "vkl + Winn COS2mt¥mEn) -
Wka| = Wk,l +Wmn Sin(ZT[%);

fin

Plus précisément, on noté® RY (pour pair) ew € R (pour impair) les signaux définis par

wh = Wom

3.10
Wm =Wom-1 ( )

N
pourtoutme{l,...,§}7{

On a alors, pour toute fréquenke {1,..., %},

N N

2 . 2 . k(2m-1)

—2i*am — 2

= D Wom€ TR+ % wopae TN
m= m=1

N N
2 o km k2. o km
_ z Wr% e 2IT[7<N/2) + efzm—N— Z W|m e 2|T[—<N/2)7
m=1

On décrit les fréquences ch +1,...,N} sous une form% +k, pourk e {1,..., %}. On a donc pour
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un telk

Nk
,Zinigﬂq
b

>
5
[¢))

=

N
(N i2m 2 B +rem-1)

Wom € 2TW T 4 S Wom g @ AT N
m=1

=

N
) 2 ~(N ik ik
o Nm o _2iKm D e & _oigNm  _2jrKm_
wh e N e TN 4 > whe AT—R— g 2TN ¢ “NZ
m=1

I
?MNIZ ?Mm\z ?MZ

=

= S
= WP + AT AT Z W‘me WN/2)
m=1

— ok~
= WP — 2™ W.

(Dans le calcul ci-dessus, on a utilisé le fait qer®™ = 1.)
Finalement, on obtient pour tolite {1,..., %}

. Py kN
Wn WPy — AN W

. —~ kN
{WkZka—l— AN W
Bk =

qui nous permet bien de déduineapartir dewP etw. Par ailleurs, en appliqguant simplement (3.8), on
voit que siN = 1, alorswy = wj.
Finalement, tout ceci nous permet de construire I'algorghrécursif décrit dans I’Algorithme 2.

Pour si

mplifier I'écriture de I'Algorithme 2, on suppose quare algorithme peut manipuler des signaux

complexes.

Algorithme 2 : Transformée de Fourier rapide (FFT), pour un signal.

Ent

rées:

w : signal de tailleN ;
Sorties:
W : signal de tailleN contenant la transformée de Fourienvde

début

fin

si N=1alors

L W=wi;

sinon

extrairewP etv!' en suivant (3.10);

calculerw? etw' avec l'algorithme de FFT; (appel récursif)
pour k= 1.5 faire

\; Wi = WPy + A V/\\Iik;/\

- . kS
W%H(:kaf AT W

Si |

'on note c(N) le codt calcul pour calculer la FFT d'un signal de taiNe on a, aux vues de

I’Algorithme 2,

c(N)=aN+2c (g) :

29



ouareprésente le co(t par pixel des opérations de I'algoritfitoet on exclut le calcul des transformées
de Fourier de taill%. Il n’est pas difficile de vérifier que

¢(N) = N(c(1) +alog,N)

est solution de cette relation de récurrence. On a, en effatitilisant cette définition dg{N)

N N N
aN+2c <E) = aN+2§ <c(1)+alogZE> ,
aN+Nc(1) +aNlog, N —aN,
= ¢(N).

On en déduit finalement que la FFT 1D est un algorithme de oexitplO(NlogN).
On a bien s(r une construction et un algorithme analoguelpdtansformée de Fourier inverse.
La FFT, en dimension2

Pour calculer la transformée de Fourierwes RN (en dimension 2), on décompose simplement
pourk,l) € {1,...,N}?

s km
W = z Win elerr m,\J‘rn,
mn=1
S < —2iml | -2inkm
— z ZWm,ne N | @ 27N, (3.11)
m=1 \n=1
Ci dessus, pour chaquec {1,...,N},
N iIn
L S Wi €727
n=1

est simplement la transformée de Fourier 1D du signgln)1<n<n € RN. De méme, pout fixé, la
somme emmdans (3.11) correspond a la transformée de Fourier 1D

N

i —In

m— Y Wmn e 2N
n=1

Finalement, on peut calculer la transformée de Fourier 2D@image a I'aide de I'algorithme décrit
dans 'Algorithme 3.
On a bien sdr une construction et un algorithme analoguelpdrtansformée de Fourier 2D inverse.

3.2.2 Convolution et transformée de Fourier

L'un des intéréts majeurs de la transformée de Fourier digriegui la lie a la convolution. En effet,
ona

Proposition 10 Soit h et w deux suites finies, définies §dr...,N}2. On a alors, pour toutk,|) €
{1,...,N}?,

—

(hx W)k,| = F1k,IVVk,l .
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Algorithme 3 : Transformée de Fourier rapide (FFT), pour une image 2D.

Entrées:

w: image de tailleN x N ;

Sorties:

W : image de tailleN x N contenant la transformée de Fouriende

début

pour m=1..N faire

extraire la ligne (un signal 10)Wmn)1<n<N

calculer la FFT 1D de ce signal

| ranger cette transformée de Fourier a la ligné’'une imageg(Vm| ) 1<mi<n

pour | =1..N faire
extraire la colonne (un signal 10¥m)1<m<n
calculer la FFT 1D de ce signal

| ranger cette transformée de Fourier a la coldnthew

fin

Preuve En effet,

N
—— _ ojrrkmiIn
(hsw)y = > (hxw)pne @™N
mn=1
N N /
o kmem)+H(n-r) o knf4n/
_ z Z hmfn‘{,nfn’WnY,n’ e 2m N e 2Ry
mn=1 \m',n'=1
N / n{ /
_ ojgkml4In _ojpk(m=m)+l(n—n')
= Wrr(’n/ e N z hm,n-(,n,n/ e N .
m,n'=1 m,n=1

Pour la derniére somme, on a, en changeant de variable,

N / N-m  N-n’
_oiek(m=n)+l (n—n) o kmln
Pm-nin-n € am v = Pmn € AN

m,n=1 m=1-m n=1-r/

Or, du fait de la périodicité db et de I'exponentielle, on a, poum € {1—n7,...,0} (idem pourn €
{1-n',...,0}),

_ gjkmiin _oigk(mN) +n
hm,ne 2R :hm+N,n e 2imt N

etm+Ne {N—m'+1,...,N}. Ainsi, on peut réarranger la somme et I'on a

N ) N
_ ojpk(m=m)+l(n-n) _ ojprkmen
hmfn'{,nfn’ e 2T N — hm,n e 2Ty
mn=1 mn=1
= hk!|.
On trouve donc bien
N
— _oiknf+In’ A
h*Wk,| = Z Wiy v € AN hk’|
m',n=1
= hygWi.
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Une propriété analogue peut étre énoncée pour la transéodmEourier inverse.

Cette propriété est d'un grand intérét pratique. On peutffen lutiliser pour faire une convolu-
tion quand le noyau de convolutidma un support étendu en espace (voir I'Algorithme 4). En gféet
complexité d’'une convolution effectuée directement@&¥2T), ot T représente le nombre de points
contenus dans le support du noyau de convolution; et la axit@lde I’Algorithme 4 esD(N?logN). Il
vaut donc mieux faire la convolution dans le domaine de oudies qud > log(N).

Algorithme 4 : Convolution passant par le domaine de Fourier, pour ungén®.
Entrées:
h,w : noyau de convolution et image de tailex N ;

Sorties:
v : image de tailleN x N contenant le produit de convolutidrw;

début
Calculerh et\i a 'aide de la FFT
pour k= 1..N faire
pour | = 1.N faire
L | Vi = iy Wi

Calculerv a I'aide de la FFT inverse
fin

A ce stade, il est facile de montrer une propriété de la transfe de Fourier que nous utiliserons
plus tard.

Proposition 11 (Parseval)Soit w et Wdeux suites finies de réels, définie §tr...,N}2. On a alors
N R , N
Z V,\T;JWkJ - N Z Wm,n\/\/m’n.
k=1 mn=1

On a notamment

N ) ) N
Z |Wk!| | =N Z \Nan,n.
k=1 mn=1

Preuve Tout d’abord, il est facile de voir que, powf,n = W_m __n, ON & bienﬁ/kJ =W,
On a par ailleurs,

z

N
Z Wi Wk = Wi Wk,
kf=1 kf=1

)

z

= (W*W')k,h
k=1

z

= (Wx W), ™R
kI=1 '

)
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On peut maintenant appliquer le résultat sur I'inversiotedeansformation de Fourier et on obtient

N
ZW;EJWk,I = N2(Wxw)op,
=1

2
= N z Wo_ m,0— nW'mna

mn=1

== N2 z WmnV\/mn

mn=1

O

Cette proposition implique notamment que si, pour une ra@o pour une autre (quantification, bruit,
..), hous commettons une erreur sur les coefficients dadfpan a une erreur “globalement” du méme

ordre sur la suite correspondante (il suffit d’appliqueteg@iroposition a I'erreur en question). Cette

proposition nous garantit la stabilité des manipulatiames gous ferons sur les coefficients de Fourier.

3.2.3 Echantillonnage et transformée de Fourier

Un autre intérét de la transformée de Fourier vient du ligregiste entre la transformée de Fourier
d’'une suite finie définig1,...,KN}? (un résultat analogue existe pour les fonctions Hgé0, N]?)) et la
transformée de Fourier du sous-échantillonnage d’un rappde cette suite. On a en effet,

Proposition 12 (Formule de Poisson)
Soit w une suite finie de nombres réels, définie{dyr..,KN}2. On note u le sous-échantillonnage
de w défini, poutm,n) € {1,...,N}?, par

Umn = WKmKn-

On a alors, pour toutk, 1) € {1,...,N}?

1 K=1K-1
Oi = 1 5 sz+t1N|+t2N
t;=0ty=0
Preuve
En effet, on a
N i kmi-In
) = Z Umn e 2N
mn=1
N
_9j km+|n
= Z WKmKn € TN
mn=1
N i k’Km—H Kn 72mkm+ln
= Z KZNZ Z Wk/|/e2 e \
mn=1
1 KN N

R i (k=K)m+(1—1")n
= e e 3 TR
KN KI"=1 mn=1

1 KN N pirekKm
~ —2iTt
= —> Wy |7 e N
2N2 Z K|
KN K 7=1 n;
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. . ~ . ; =)
Mais, on voit alors (le méme calcul s’applique ausg',}gl e*z'”_N_n) que
— si k'=k+tN, aved € Z,

N N
. (k=K)m
E efz'"—N— = E 1=N.
m=1 m=1

. . (k=K
— sinon, en posat= e 2™~ ona

N N
i k=K)m
j{ e 2T — E:am
m=1 m=1
aN“—a
 a-—-1
a—a
= a—l_

On peut donc se contenter de faire la premiere somme de (®L2YHes indices de la formké=k+t;N
avect; € {0,...,K —1} (méme chose pouf). On obtient alors

1 K-1K-1

Okl = — Wi, NI +t,N
) 2 1NN

qui est le résultat annoncé. O

Ainsi, lors de I'échantillonnage, le coefficient de Fourigre I'on mesure est en fait la somme de plu-
sieurs coefficients de Fourier de la fonction de départ. €stillustré par la Figure 3.1. On appelle les
fréquencegk +t1N, | +t2N), qui modifient la vraie valeur de, lesalias. Il faut faire attention ici au
sens des fréquences. En effet, les basses frequenee&diies correspondant aux fréquences présentes
dansu) sont celles vérifiant

ke{l,...,gfl}U{KNfN KN}

E,...,
et

l e {1,...,N—1}U{KN—E,...,KN}
2 2
Comme les images sont généralement basses fréquencebaseseaont les fréquences qui n’appar-
tiennent pas a cet ensemble.

Cette formule permet d’expliquer certains phénomenes que abservons lors de I'échantillonnage
d’'une image. On appelle ce genre de phénomeradidsing On peut le voir notamment lorsque I'image
contient une texture qui est bien localisée en fréquende éskt représentée par un petit nombre de
coefficients, tous localisés dans un voisinage d’'une frégele Cette texture est alors “recopiée” dans
une autre zone du plan fréquentiel. Ceci a pour effet de oeti@plent modifier la texture en question.
Ceci estillustré par la figure 3.2.

Il est important de noter que I'aliasing est un phénomeénarmgbbn appareil de mesure doit éviter et
ce pour au moins deux raisons. Tout d’abord, il n'est a ppas possible de distinguer l'aliasing de la
véritable information contenue initialement a la fréqueficl ). Ceci peut donc conduire & de mauvaises
interprétations de I'image. Il vaut donc mieux effacer eéfausse” information. Dans le cas de film,
I'aliasing ne sera pas identique d’'une image du film a unesainsi, on verra une texture bouger au fur
et a mesure que le film se déroule.
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3N
X X X

2N
X X X

N
X X X
(k1)
1
k
1 N 2N 3N

FIGURE 3.1 — La valeur mesurée €k, 1) est la somme des valeurs de la transformée de Fourier, &vant |
sous-échantillonnage, aux autres points désignés pardis ¢

On peut éviter (ou tout du moins réduire énormément) I'algs I'aide de la convolution qui pré-
cede I'échantillonnage. En effet, si on exprime en frégedaaégradation subie par I'image a la fin de
I’échantillonnage (on néglige ici le fenétrage en suppbkiamage de départ périodique), on a, en posant

Umn = N* Vikmkn,
on obtient, pourk,l) € {1,...,N}?,

1 K=1K-1_
Ui = 1 D> D> MtiNioN VNN
t1=0t,=0

(Rappel : faire une convolution revient a faire une muldation des transformées de Fourier). Il suffit de
prendrehy = 0, dés quek,|) est un alias, pour éviter I'aliasing. Cela n’est en fait piasraple. On se
contente, en fait, souvent de noyaugdont la transformée de Fourier est faible aux alias.

Finalement, la Proposition 12 est trés similaire et potétie montrée a la proposition suivante
exprimant la transformée de Fourier d'un peigne de Dirac.

Proposition 13 (Peignes de Dirac)
Soit w un peigne de Dirac, définie s{t, ...,KN}?, par

we {1 , si(mn) € (KZ)?,
™m0, sinon.

Sa transformée de Fourier est aussi un peigne de Dirac et auatout(k,1) € {1,...,KN}?2

G — N2, si(kl) € (NZ)?,
K= o, sinon.
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FIGURE 3.2 — Une image et son sous-échantillonnage de niveau 2rettteansformées de Fourier.
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Preuve On a en effet, pour touk, ) € {1,...,KN}?,

KN kmIn
W = Z Wmp € 7 KN
mn=1
N 2mkm+|n
= Z WKkmKn € \
mn=1

On obtient alors, comme dans la preuve de la Propositionde?; q
- Si(k,1) € (NZ)?,
2irtkm A 2im? A
e “9''N = e 9N = 1=N,
m=1 nZl nZl
et donowi | = N2.

— Si(k,1) & (NZ)? (par exemple sk & NZ) alors en posarg = e 2™, onaa# 1 et
N N+1

o2 _ m_d"-a a-a
> € B z a a—1 a—1 =0,

m=1

caraN = 1 et donowg = 0.

3.2.4 Théoreme d’échantillonnage de Shannon

Tout d’abord, la version la plus connue du théoréme de Shadoone une formule permettant de
reconstruire un signal analogique dont le support de lstommée de Fourier est compact, a partir d'une
version échantillonnée de ce signal. Nous ne présentecogseé la version dans laquelle le signal de
départ est numérique puisque cela correspond au cadre ds. @ans cet énoncé, on suppose pour
simplifier queN est pair.

Proposition 14 (Shannon)
Soit w une suite finie de nombres réels, définie{dur. ., KN}2. On suppose w Bande limitéec’est

a dire que la transformée de Fourier de w est telle que pour thd) € {— <} +1,..., K12,

. N N
W) =0 ,S|(k,|)g{—§+1,...,§_1}2.

On note u le sous-échantillonnage de w défini, peam) € {1,...,N}?, par
Umn = WKmKn-

On aalors, pour toutm,n) € {1,...,KN}?,

N
Winn = Z Uny v SINGy_kmy SING Ky » (3.13)
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N cine déci i i ; Afini KN KNy .
ousincdeésigne le sinus cardinal discret et est défini pous -5 +1,..., 5 } -
sin Wm i 0
singn = Nsin(Zgm) sim#0, (3.14)
NE , sinon.

Pour montrer la Proposition 14, nous commencgons par énehasontrer quatre Lemmes.

Lemme 1 Sous les hypothéses de la Proposition 14 on a, pour(tolt € {—% +1,..., % —1}?,
Uk7| = —V’\\Ik!|. (3.15)

Preuve La formule (3.15) découle directement de la formule de $wmis(voir Proposition 12) et de
I'hypotheése quev est & bande limitée. On a en effet, pour tdut) € {—5 +1,..., 5 —1}2,
1 K=1K-1
O = 13 > D> WihtuN 4N (3.16)
t1=0t,=0

or, sity # 0 outy # 0, (par exemple, g # 0) on a

N N N N
SH1=—S+1+N S k+tN < 514 (K-DJN=KN-Z -1

et donc, commev estKN périodique et a bande limitée, on a
Wicit,N,1+t,N = O.

Finalement, le seul terme non nul de la somme de I'équatidibj&st le terme correspondarif & 0 et
to = 0 et on retrouve bien

- 1
Uk | = ﬁWk,I-
O
Lemme 2 Sous les hypothéses de la Proposition 14 on a, pour(tau) € {1,...,KN}2
N
Z Uny v SiNGn_kmy SINGy_kyy = h Gmpn (3.17)
m,n=1
avec pour toutm,n) € {— XN +1.... KN}2
hmn = SiNGy SING (3.18)

et
- Uy Si3(m,n) e Z2? (mn)=(Kn',Kn'),
Umn=1 0" sinon.
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Preuve On a bien, pour les signaimet U définis ci-dessus et poum,n) € {1,...,KN}?,

KN
hx Omn = Z C'r'd,n’ SiNGy_ny SING,_ry,
m,n=1
N

K-1

= Z Uiy —k K —1 SINGn— (K —k) SING— (K1) 5
m —=1kf=o

,n

N

= Uny v SINGy_kny SING_kry -
m.,n=1 '

)

Lemme 3 Sous Ies hypotheses de la Proposition 14 et en utilisantdtgions du Lemme 2, on a, pour
tout(k,1) € {—5N¥ +1,..., KN12,

=)}

ki = Uk, (3.19)

(ou I'on rappelle qudi de N périodique).

Preuve L'équation (3.19) découle directement de la définitionud@©fi a en effet, pour toutk,l) €
KN KN\ 2
774»1,...,7} y
KN

Gmn €
m,n:l

— AT
= Z Z Uy —k K —1 €
=1k

o kK +IKn’
= Z U, © AN
m',n=1

= LAJkJ .

kmtIn
KN

)]
~
I

k(Knf —k)+ (K 1)

Lemme 4 Sous les hypothéeses de la Proposition 14 et en utilisantdegtions du Lemme 2 on a, pour
tout(k,1) € {— ¥ +1,...,KN12 ona

~ 2 i _N N_ 112
hkl{ K2 sikl)e{-3+1....5-1}% (3.20)
' 0 ,sinon.
Preuve On montre ce point en vérifiant que la transformée de Foimierse appliquée a (3.20) permet
bien de retrouver la formule définissdnt (3.18) et (3.14).
Sil'on note
s [ K2 sik)e{-8+1,...,8-1}2
KI"1 0, sinon.
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Onadonc, poufm,n) € {5 +1,... KN12,
1 z ~ i rkmEIn 1 71 . kmtln
hfnn = (KN)? Z hiy €K = NG ATKRN
k,lszNJrl kl=—%+1
N N
— % ' AR ! 2N
k=—7+1 l=—5+1
= sind, sind,
ou I'on a défini sintpar
N1
sind, = % ZZ e
k=—3%+1

qui vaut bien sing, pourm=0.
Sim= 0, on aen posat= kN

sind, = %Z Al

Preuve de la Proposition 14
Tout d’abord, rappelons que du fait de (3.17), pour proua@rbposition 14 il suffit de montrer que

w=h=x0.
Or la transformée de Fourier du terme de droite ci-dessus vau
h Gep = hy) G,
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pour tout(k,l) € f% +1,..., %}2. En utilisant (3.20), ceci donne donc

P = d Ko sikhe{-5+1...5-1}%
=1 0 , sinon.

On en déduit finalement, en utilisant (3.19), (3.15) et I'tyy@se quev est a bande limitée, que
— 1. A
h Uk = KZWWKJ = W .

Ceci implique bien I'énoncé de la proposition : (3.13). O

Ceci implique donc que I'on peut reconstruire un signal &dledimitée, a partir d’une version échan-
tillonnée de ce signal. Cette proposition est trés impaoetaar de nombreux signaux et images sont a
bande limitée ou sont presque a bande limitée. Ainsi, pampie I'oreille humaine ne percoit qu'une
bande de fréquence et elle ne distingue donc pas un sigeali(i.son, une musique...) échantillon-
née d’'un signal non échantillonnée. Ceci est un peu moirieenr&raitement d'images, car les images
contiennent souvent des bords nets (des discontinuitég)sint donc pas a bande limitée. Des approxi-
mations a bande limitée de telles images seront ainsi tosljoupeu floues. Ceci dépend évidemment de
la nature des images considérées et du capteur les ayanégené

3.2.5 Bruit et transformée de Fourier

L'intérét de I'hnypothése que nous avons faite sur le bruiggt Gaussien) est que sa transformée de
Fourier reste un bruit Gaussien. (En effet, la loi d’'une s@wa bruits indépendants est la convolution
des lois des bruits. De plus, une convolution de fonctionssSiannes reste une Gaussienne.)

De plus, pour toutk, 1) € {1,...,N}?, son espérance vaut

N ) n
IE(bk,l) = E( Z IC'm,n ezmk_mﬁl_>
m,

=1

— E(bmn) o2

E(|bg?) = IE(
N N ’
_E b e72iT[k"n|n bn.( /eZiTEK"{NHn
( m,nzzl " n‘(%:l "
N

k(m—n')+I(n—1')
N .

N '
= z E (bm’nbn{’n/) 672”-[
N=

Or, sim## m oun # ', comme les différentes valeurs dsont indépendantes, on a
E (bm7nbn-{7n/) == ]E(bmﬂ)]E (bn'(’n/) == O
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Si, au contrairem=n' etn=n,
E (bm,nbn'{ﬂ/) == E ((bm’n)z) - 02

On a donc

N
E(|bk’||2) = Z a2
mn=1
= N20%
Par contre, IeﬁkJ ne sont pas des variables aléatoires indépendantes. Orffatdogours

ki =Dk 1
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Chapitre 4

Quelle base pour représenter des
Images

4.1 Fourier : une base parmi d’autres

La notion de base vient de I'algébre linéaire. Nous resteidren dimension finie. Plus précisément,
une base d&N° (ou (CNz) est un ensemblees! )k1)eqo,...N—132, tel que pour toutk,1) € {0,...,N— 1}?,
& e RN (ouCN) tel que

.....

(Ci-dessus, il faut remplacer tous BY par desCN’, dans le cas de I'espac®”.)
Exemple : 1l est facile de voir qués! )(k1)eqo,...N—12 €St une base de\’, pour

11 ,si(mn)=(kl),
5km!n—{ 0 . si(mn) £ (kl).

Dans ce cas, I'élémest' est une image ayant tous ses pixels & 0, et seul le flxglest a 1. Les coor-
données d’'une imagedans cette base sont simplement les valeurs de ses niveauis den I'appelle
la base canonique.

Le cas de Fourier correspond a une bas€Wg constituée des élémer(té‘*')(m)e{o ‘‘‘‘‘ N—1}2; AVec
pour tout(k, ),

e, = ™" pour(m,n) € {0,...,N—1}2 (4.1)

Cela n'est en effet pas trés difficile a voir (voir Propositiet remarquer qu'il y &2 éléments*!).
Comme nous l'avons vu, le fait que les images soient en fais B ne pose pas de difficulté. Cela se
traduit juste par une équation qui est satisfaite par nogémévoir (3.9)).

On peut interpréter les résultats que nous avons déja vas,aacontexte. Ainsi, la Proposition 9
nous dit que les coefficients de Fourier sont les coordortiéas image dans la base de Fourier. La FFT
est donc simplement un changement de base. (On passe de [é‘ﬁ:)@“e{o N—1)2 VUe en exemple a
la base de Fourier, ou l'inverse.)

eiey
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De méme, la Proposition 10 nous dit qu’une convolution esbpérateur diagonal dans la base de
Fourier. Ses valeurs propres sont les coefficients de Faluiroyau de convolution.

La Proposition 11 nous garantit que la base de Fourier esbaseorthogonale.

En résumé, toutes les propriétés que nous avons vues (ebgsipermettront d’obtenir les algo-
rithmes de traitement d'images) se traduisent en termea®igtés sur les bases.

En fait, quelque soit I'application sur laquelle on tralgiken traitement d’images, on peut toujours
choisir une base particuliére. Dans certains cas, on mr&féa base canonique, Fourier, ou on peut créer
une base qui aurait de bonnes propriétés vis-a-vis de lagin visée.

Nous allons voir dans la suite d’autres bases qui sont tigstes pour la compression et la restaura-
tion d'images. Avant cela, nous présentons quelques pgdgrieliant la "décroissance des coordonnées"
et la performance d’algorithme d’approximation (compi@sget d'estimation (débruitage). Celles-ci in-
diguent clairement qu’une qualité essentielle pour une batsa capacité compresser I'image sur peu de
coordonnées.

4.2 Compressibilité et erreur d’approximation

Nous nous placerons ici dans le ol un élément deRN est approximé par sd§ plus grandes
coordonnées dans une base orthonormée décrite pas uneematitaireB de taille N x N. La base
orthonormée décrite pd peut, par exemple, étre une base de Fourier ou une base ttindtécrite
dans la suite du cours.

Pour simplifier les notations, on notdes coordonnées dedans la bas8

x=B*ve RN,

On définit aussi le suppo8cC {1,...,N} contenant les indices désentrées de les plus grandes (en
valeurs absolues). On note aussi

€= r|l1€|£1|xk|.
Onadonc
#S=K et  VkeSK &S x| >e>|x¢. 4.2)
On note "
Y. . - ,Sik e
K= (R )k=1.N avec Xk:{ )Sk sinon.S, (4.3)

On définit 'approximation & termes des par
V=BX
On note, pour toup €]0, +] et toutx € RN
N 5 -
Idlp={ (Sicad®)® . sip<too
maX—1.N [X| ,sip=-+co.

On se sert de ces normiés(ou fonctiond P lorsquep < 1) pour mesurer I'erreur d’approximation- X
sur les coordonnées deet V. |l faut noter que la mesure de I'errexir- X sur les coordonnées est égale a
la mesure de I'erreur— ¥ entre les images, lorsque nous la mesurons en nbtrme
On se sert aussi des norm@sq €]0,+], pour caractériser la décroissance des coordonnées. Avant
de définir la compressibilité, on remarque que I'on a pout xauRN et toutq > 0

vNE v ;
Xla= (3 bd®) < (3 IxI3) = Il
k=1 k=1
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——q=10.00

——q=100

0.5F

1t ——q=020] |

05F 05F

-0.51 -0.51

-1k 1k

FIGURE 4.1 — Boules unités pour différentes nornh®éq = 10, 1, 05 et Q2). Les pointx sont d’autant
plus proches des axes qu'ils sont dans un bup®urq petit.

On dira quex estcompressibles’il est tel que

[Xllq
1%l

< Nad

pourq petit (ex :q < 1) x a peu de grandes coordonnées et beaucoup de petites. Onelragjcoordon-
nées (sous-entendu, aprés avoir été ré-ordonnées dandrardécroissant) décroissent trés rapidement.
Ce point estillustré sur la Figure 4.1 sur laquelle sontésentées les boules unités pour plusieurs valeurs
deq.

Proposition 15 Pour tout xe RN et définit par(4.3), on a pour+o > p>q>0
X=X p < [|x]lq K™,
pourr:%f% >0, pour p< 4o ;r = %1, pour p= +o; etr =0, pour p= q= +o.
Preuve Tout d’abord, s =+, on a bien sarp = +o et
X =Sp < &< [IX[g-

Supposons maintenant qge< 40, 0N commence par remarquer que

N
IXg= S T > T x> &K,
k=1 €S
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et donc )
g < Ix|lq K™ a.

Remarquez que, lorsque= + et q < 4, on obtient immédiatement I'énoncé de la proposition en
utilisant aussi (4.2). En effet :

1
[[X—X|eo = Max|x| < & < [[x]lg K.
keS

Lorsquep < +o (on a donc aussj < +), on remarque aussi que, comime ¢ > 0, on a pour tout
k¢S

x| <€ et donc x| P79 < eP 9,
etdonc x| P < €P~9x|9.
On en déduit que
[x=KIp = §|Xk|p7
kTS
< 9% xd,
KZS
_1\P-a
< (Hx||q K q) [1XI/9,
—pg —p(i-1 B
< XIEKT e =Ix]I5K (5-3) = I 2K P,

our est défini dans I'énoncé. On conclut en mettant a la puiss%ar(C;eO) les termes de gauche et de
droite de cette série d’'inégalités. O

Notez que, au regard de la preuve ci-dessus, la proposisioarefait vraie poux € ¢(9(N). Ceci cor-
respond a la notion de compressibilité dans le cas d’un egfdimension infini.

Cette proposition formalise le fait que I'on aura une pegiteeur d’approximation lorsque les coor-
données de& décroissent fortement. En effet, on a une erreur d’appration || x — X|| p faible, lorsque
||X||q est faible pour grand, c’est & dire powg < p. Si, par exemple, on mesure I'erreur en noirhe
cela veut dire que I'on vewtaillant une normé faible pourq petit (par example égal 1 ou inférieur a 1).

Une variable aléatoire décrivant des images/signauxtidelns un ensembié c RN est compressible
dans la base si tous les images/signaux de cet ensemble ont des coorloniedes que

IXla _ W2 -
I < Na pourq faible. (4.4)
On a, en effet, toujours
1
Ixllg <Nlx|d  etdonc  [|Ixlqg < N[X||e.

Il faut noter, finalement, que la Proposition 15 et sa preow aussi vraies powre £9, une suite infinie
dont la somme des modules des termes a la puissprd@existe.

Des énoncés complémentaires a ce cours, mais que nousdeatnos pas, caractérisent la compres-
sibilité de différentes classes de fonctions (définiesRuou [0,N]?) dans différentes bases, en fonction
de leur régularité.
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4.3 Compressibilité et erreur d’estimation

Dans cette section, on considére un simple probléme de itkidpudans lequel

Umn = Vmn + bmn , pour tout(m,n) € {1,...,N}2,
pour une image idéaleet un bruit blanc Gaussien centré de variangenotéb. Pour simplifier les nota-
tions, les notations etb désignent suivant le contexte les variables aléatoiresiewa leur réalisation.
Dans cette section, on voit les images comme un élémeitdest on suppose que l'on dispose
d’'une base orthonormée décrite par une matitelle quev soit compressible dans cette base. On note
les coordonnées de nos images

y=B*u , X = B*v et z=B"h.

La encore, nous abusons des notations et utiliy@iz pour désigner des variables aléatoires et une de
leur réalisation.
Remarquons tout d’abord (résultat admis) que corbrest blanc Gaussien centré, de variaoée
et queB est unitairez est aussi un bruit blanc Gaussien centré, de variaic©n a donc, pour tout
ke{1,...,N?%}
E(z)=0 et E(Z)=0%

4.3.1 Deux estimateurs oracles

On consideére ici une premiére classe d’estimateur orage:(un estimateur que I'on ne peut pas
utiliser en pratique car il suppose l'usage d’'informati@amtinous ne disposons pas). Pour reconstruire
v, a partir deu, cet estimateur multiplie chaque coordonggde u par un nombréx € R pré-déterminé.
L'estimateur bénéficie d’'un oracle local lui indiquant ldew xx, mais il ne connait paz. De plus,tk
est déterminé a I'avance et ne dépend pag @n a donc une image estimée définit par

V= BX,
ou, pour touk = 1..N,
R = tk Y- (4.5)
Pour un tel estimateur, on peut estimer la norme de I'erreonmsise. On a, pour la norné,
N2
E(Iv-13) =E(Ix-%3) = 5 E((%—%)?)

K=1
N2

= Y Bk~ t(x+2))°)
k=1
N2

= Y E((x(1- )~ t@)’)
k=1
N2

= E((Xk(l—tk))z—2thka(1—tk)+ (thk)Z)
K=1
N2

= X (1-t)%+t20? (4.6)
K=1
N2

= Y (R+0%) -2+
k=1



On trouve donc facilement que la valeurtdelonnant la plus petite erreur est celle annulant la dérimée e
tk
202 + 0%t — 2

du terme a I'intérieur de la somme et vaut

ty = . 4.7
“T x2+0? 41
On a alors
N2 2,2
- 0%
E(v=13) = § ——.
( ) kzl (X +0?)

Pour bien comprendre la formule ci-dessus, on considérestimageur oracle de seuillage dur dont on
montrera qu'il a essentiellement les mémes performances.
On prend donc:

t&z{ 1 ,six>o, (4.8)

0 ,sixx<o.

Pour cet estimateur, la contribution a I'erreur de chaquaut (voir (4.6))

2 .

204 g2 ) 9 . SIX >0,
XK1= 107 + 8¢ {xﬁ , SiXe < 0,
On a alors pour le seuillage dur

X2 (1—t)2 + 202 = min(>¢,0?).

Finalement, I'erreur commise lorsque I'on utilise I'eséitaur oracle définie par (4.8) vaut

E(|lv—T3) = zmmxk,

Comme annoncé précédemment, les erreurs commises pausesstienateurs oracles sont de méme

ordre, on a en effet

min(x, 0%) O + 0%) < X¢0” +X;0”

et donc ) 5
1.5 5 pote)
—min(xg,0°) < 5.
2 (407 < X2+ 02
On obtient par ailleurs facilement que
252
X 2 2
—f—— < min(xg,0°).
X2 +02 ~ (4,97

On a donc finalement pour I'atténuation oracle (4.7), en santrsurk

N2 N2
> z min(x¢,0?) <E(|v—¥3) < z min(x¢,0?).

Les deux erreurs ont donc bien le méme ordre de grandeur.
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Ceci montre d’'une part que I'estimateur de seuillage dundgér (4.8) et (4.5) est presque aussi bon
gue I'estimateur oracle idéal. En ajustant le seuil a lawa(sans oracle)

k= O'\/2|I’1(N2)7

on pourrait montrer que le seuillage dur fournit toujours enreur de méme ordre de grandeur (modulo
un facteur multiplicatif IiN)).
Cette analyse illustre aussi que, sil'on note

S={ke {L,...,N?}| ¢ > 02},
etK =#S on a, en utilisant la Proposition 15,

N2
E(lv=13) < $ min(§,0%) = 3 0+ 3 3¢ <Ka®+ [x]lq K.
k=1 kes kZS

Ce dernier terme est petit Ki est I'erreur d’approximatiofjx||q K=" sont tous les deux petits. C'est a
dire six est bien compressible dans la b&se

4.4 Conclusion sur la compressibilité

On a illustré dans les chapitres précédents I'importanda dempressibilité dans une baBetelle
gu’'elle est décrite par I'équation (4.4). Cette propriéaagtit que les données (signaux/images) com-
pressibles seront bien approximées et débruités a I'am@dations simples sur leurs coordonnées dans
cette basa. Au dela des exemples donnés, c’est une propriété cruciedd'gn retrouve trés souvent
dans les méthodes les plus évoluées du traitement d’'imade signal. Au dela de ces disciplines, la
représentation des données dans une base permettant dapeesser est un exemple important des
méthodes de "réduction de dimension" qui sont au cceur de rersds applications des mathématiques.

Les bases de cosinus et d'ondelettes qui sont présentéekadarite du polycopié sont des exemples
importants de bases permettant de compresser des signdag ghages. Ces bases sont par exemple
utilisés dans les standards de compression des signaux ishages tels que MP3, JPEG et JPEG2000.
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Chapitre 5

Bases de cosinus et cosinus locaux

5.1 Lescosinus

Comme nous I'avons vu au chapitre précédent, la base degFestipériodique. On a, poe' défini
par (4.1) et quelque sojtn,n) € {0,...,N—1}2

I B i.r[km+ln
i = T

eZink(m+N)+l(n+N)

k.|
Cm+N,n+N-

Ceci crée souvent un brusque changement prés des bordmdgéi Ce n’est pas souhaitable pour
(au moins) deux raisons :

— Dans les traitements utilisant la transformée de Foupar éxemple la convolution), on aura sou-
vent des problémes pres des bords puisque I'on utilise ditnation provenant de deux cotés
opposés de I'image.

— On a vu que la régularité d’une image est liée a la décraiesdes coefficients de Fourier (pour
les hautes fréquences). La discontinuité que I'on créegeédords de I'image se traduit donc par
des "grands" coefficients de Fourier. (Ce qui n’est pas dtaliia pour des application comme la
compression ou I'on cherche a avoir le moins de grands casffcpossible.)

La base de cosinus a donc été introduite pour éviter ce dédatressemble beaucoup a la base
de Fourier. En fait, c’est, a peu de choses prés, la trang®mhe Fourier de I'image périodisée. Plus

2N-1}2

......... s

en posant

Wimn = Wm2N—1-n = WoN—1-mn = WaN—1-m2N—1-n = Wmn (5.1)

pour(m,n) € {0,...,N—1}2,
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.....

1 2N-1

Wmn = Z Wkl TN

km+In

kf=o

2N-1
2~ . kmtI (2N—1-n
1 iy A ( )

NP 2"

1 2N-1

= ZWMGZ'"

K(2N—1—m)+I (2N—1-n)
KN m) N1 —n)

En sommant ces égalités, on obtient

1 A1 . k(m+3) e I(n+3)
W, Wi e 2N cos| 2m—— 2/ | e 2™ cos 2m 2 5.2
mn — ( Z kI 2N 2N ) ( )
car
A — ezmknzwﬁln ezmk(ZN—%ﬁm)Hn N ezmka(ZN—l n) ezmk(ZN L) 1(2N-1-n)

(eZi"kTm e2IT[k(2N - m)) (eZm'T” + e2|rt Lt n))

1 1
_ _oim K k(er ?) otk I(n+ E)
= e “"aN2 COS<2T[72N e "N 2 cos| 21T N .

Enfin, on peut simplifier (5.2) en remarquant que, poar{0,...,N — 1} et toutme {0,...,N— 1}

cos(Zn—(ZN — I;)’\(Im+ %)> =— cos(Znik(nz]; %)> ;

efzina'},;k) o) = — efzin%\ﬁ,k’l
et que
N(m+3) T
cos| 2m——22 | = cogmmn+ =) =0.
< 2N (Mt 3)
On adonc

N-1 k(m+2 R O(m+1 N-1 k(m+ 2
Z) Wk| o2y COS<2T[%> =Wo, cos<2T[(T+2) z 2wk| e 2Tk cos| 2m—— 2/ ( ;N_ 2) )

En faisant la méme simplification pour la somme e voit finalement que I'on peut exprim&icomme
une somme de la forme

_ 1 1
Wmn = ﬁ :chm cos(n%) cos(nI (nJ §)> , (5.3)

.....
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1 1
ki = cos(n%) cos(n%) , (5.4)

pour(m,n) € {0,...,N —1}2,
Le fait que pourtouWe RN i existe (ck|) K1) e{O N-1)2 vérifiant (5.3) et queéc"' )(kl)<1o,.. N1y

.....

voir que la base de cosinus ainsi obtenue est orthogonatm@mmalt facﬂement la normaliser).

On ne donnera pas plus de détails sur la base de cosinust tbfgude méme savoir que, comme
la base de Fourier, il existe un algorithme de compleXitéogN (pour une imageN x N) permettant
de calculer les coordonnées d'une image dans la base deiso€iet algorithme s’appelle la "Discrete
Cosine Transform" (DCT).

5.2 Les cosinus locaux

La base de cosinus que nous avons vue au chapitre précéésenfer encore un gros défaut : Elle est
globale. En effet, les fonctions (5.4) sont supportées{par..,N — 1}2 tout entier. Ainsi, si on modifie
une image sur zone (méme trés petite), toute ses coordgmiadsda base de cosinus, sont modifiées...

(On rappelle que pour une base orthogor{a‘l‘é) kl){0,....N—1}2 deRN| la coordonnéeay d'une
imagev est

Akl = — Z mn€in,

aa m,n=0

avec
Okl = z efin€iin)
m,n=0

Une premiéere approche (qui est utilisée par le standard ap@ssion JPEG) consiste & découper
notre image en sous-images de taille 8 et & utiliser une base de cosinus sur chacune des soussimage
On a ainsi "localisé" la base de cosinus.

Il est clair que les fonctions ainsi obtenues forment une lmethogonale, car les fenétres 8 sont
disjointes et il n'y a pas de trou entre les sous-images. (©namsidére pas ici le cas ou la taille de
I'image de départ n'est pas un multiple de 8.)

On remarque aussi 'importance de localiser une base deust non une base de Fourier. En effet,
comme on utilise beaucoup de sous-images, les défautsaquedserve sur les bords de I'image, lorsque
I'on utilise la base de Fourier, auraient eu lieu aux bords stmus-images. C'est-a-dire partout... De
méme, les grands coefficients créés par la périodisatisgue I'on utilise la base de Fourier, auraient
été présents pour chaque sous-image. lls auraient airtsegtéombreux.
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Chapitre 6

Bases d’'ondelettes discretes

6.1 Objectif

Nous avons vu jusque-la des bases dont les éléments étailenés bien localisés en espace (la base
canonique) soit trés bien localisés en fréquence (la baSeuleéer et la base de cosinus). La seule base
"intermédiaire” est la base de cosinus locaux. Elle est aiklbcalisée en espace (un coefficient ne
dépend que des valeurs de I'image dans une sous-imagelde3taiB) et en fréquence (un coefficient
représente I'importance d’'une fréquence dans une fenéti@)8

Les ondelettes (et paquets d’'ondelettes) nous fournimretune palette pour les localisations en
espace et en fréquence. La décomposition en ondelettesnpeémussi 'avantage de représenter l'in-
formation contenue dans I'image de fagcon "multi-résohitidntuitivement, cela reviendrait & choisir
automatiquement la meilleure taille possible pour les smagyes pour la base de cosinus locauxx (8
semble en effet un peu arbitraire.)

Nous recommandons la lecture de [2, 3, 1], pour tout ce qaite@ux ondelettes.

6.2 Des bancs de filtres aux ondelettes, en dimension 1

Les ondelettes sont en fait un cas particulier de bancs desfi{tfilter banks", en anglais). Afin
d’introduire ces notions, on va consideérer le cas d’un digna

Soitu € RN (on suppose qul est pair) h, g, h, § des noyaux de convolution, définis ;... ,N —
1}.

On note

_ N
ul = (R U)om etuZ, = (g u)zm, pourme {0,..., > -1 (6.1)
On note icihy = h_n, (on a dans le domaine de Fouribg, = ﬁ;, ou * désigne le nombre complexe
conjugué.)
Ceci correspond a une décomposition.
Pour la recomposition, on note

1 uk , simest pair, 2 uh , simest pair,
Uy, = 2 ) . e Uy, = 2 ) . .
0 , Simest impair, 0 , Simest impair,
On note .
v=hx !+ g (6.2)



qui est le résultat de la recomposition.
En résumé, on a défini deux opérations :
— Une décomposition : on a décomposé un signal de tdila deux signaux de tailI%. Remarquez
gue cette décomposition est un opérateur linéaire.
— Une recomposition : on a construit un signal de tallé partir de deux signaux de taill%‘s
Remarquez que cette recomposition est un opérateur néair
Nous allons maintenant voir sous quelles conditions cesabgdrs sont inverses I'un de l'autre.
Pour cela, nous allons voir comment ces opérateurs agissetds coefficients de Fourier deOn
a, en effet, en utilisant les analogues des Proposition$ 1P jgour des signaux

3 1 T*s | ¥ o

U= (Riic+ Py G,y ) 6.3)
et 1

D P T

U= é (gkuk+gk+%uk+%) ) (64)

pourk € {0,..., 5 —1}.
Pour la reconstruction, on a, pakie {0, ..., % —1},

et, pourk e {§,...,N—1},

On récrit ce résultat sous la forme

otk € {0,...N — 1} etk[}] signifie 'k modulo§".
De méme, on a, powre {0,...N—1},

2 2
Uk =Wy

On obtient donc finalement, pour taut {0, ...



On a aussi, pour toke {§,....N—1},

A~ 11’\ Tox ~ Tk ~ 3 o~
Vg = _hk(hki%ukf%—i_hk k)+_gk( k. uk

On a enfin, pour tout € {0,...,N —1},

= % (P + 8igi ) G+ % (A, + Gy ) By
Ceci nous assure que= u, quelque soit le signal de départ, si et seulement si, pour téut
{0,...,N—1}, R
M+ Gegic = 2 (6.5)
et

~

Pch 4+ G = .
KMy T OGy 0 (6.6)

Ces deux équations nous donnent les conditions rediapth et§ sous lesquelles les décompositions
et recompositions que nous avons décrites ci-dessus s@mns@s 'une de I'autre. On appelle les filtres
qui satisfont ces deux équations des "bancs de filtres astraation exacte". Pour de tels filtres, comme
les décompositions/recompositions sont linéaires, cedemchangements de base. En d’autres termes,
les signawu?® etu? représentent les coordonnées du signal de départ dans sae ba

La question qui se pose maintenant est de savoir commersiches filtresh, g, h et §, pour que la
base soit intéressante.

Nous allons dans un premier temps voir comment simplifies)(€t (6.6) de maniere a simplifier la
construction des filtrels, g, h et d.

La derniére équation nous garantit que le vec@Bg@k) est orthogonal éﬁm% , §k+% ). Il existe donc
un nombre\g € C, tel que

hg = A;gﬁ% ety = —A§h§+%. (6.7)
En utilisant (6.5), on obtient que

et
=2 (6.8)
G 3P~ Py
On peut en déduire que
)\H% = A (6.9)

Remarque : Les équations (6.7) et (6.8) nous disent comment constesréltres pour la recons-
truction ( et ) une fois que les filtres pour la décomposititre¢ g) sont fixés. Nous ne les utiliserons
cependant pas en |'état. Nous allons plutét utiliser (6t%$ ) pour déduirg etd en fonction deh eth.

En utilisant la premiére égalité de (6.7) (a la fréquelnee’%) et (6.9), on trouve que

=k 1 =
O = G Nhk+%
k+7
1=
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L'équation (6.5) devient alors

T~ ~ 1=
2 = hdi+ (A y) (-A_ihﬁ%)

~

= P+, Ry

Cette équation nous donne une condition que doivent siagisfat h. Sih eth sont fixés, on peut trouver
getden utilisant

. 1 == ~ * T
gk:—}\—k by, et Ok = —Ak hk+?
En pratique, on se contente de prendre
_ e2in§
pour obtenir
Gc— e 2™ fy et G = e 2™ R (6.10)
k = k+7 Ok = k+%— . .

Ce choix peut sembler arbitraire mais n’est, en fait, pasgnasse restriction (voir le Théoréme 7.8,
dans [2]). Il permet, par ailleurs, la simplification ci-dess. Celle-ci garantit notamment que les filges
etgaient un support de petite taille Iorsqmetﬁ sont de petite taille (voir le résultat du calcul ci-des3ous

Ceci nous donne en effet, pour toute {0,...N —1}

_ 1 - mk—m
Om = NZ Gic €
- - ; 72IT[Nh e2|r[—
1Nt o Bmey)

Carh est a valeur danR. On a de méme

[(o)]
—
|_\
N
-
32
>0
0

6.3 Les ondelettes discretes en dimension 1

6.3.1 Ondelettes biorthogonales

Rappelons tout d’abord la définition de la biorthogonalité.
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Définition 4 Deux base$di); -z et (§i)1<j<n2 deRN* sont dites biorgonales si pour touta RN’

N2

Y it

N2
.;<U7¢i>¢i-

Théoréme 1 Soit h eth € RN (on les suppose périodisés en dehorg@e..N — 1}), tels que

c
I

Py +ﬁ§+g EH% =2 (6.11)

On note

gm=(-1T"hm et Gn=(-1)T "y, (6.12)

pour me {0,...N—1}.
L'ensemblelhm-2} (g gy U {Gm_21 }|e{o,...,§71} est une base dgN.

sont biorthogonales.

Preuve En fait, ce résultat découle de ce que, sous les hypothésagdrémeh, h, g et forment une
banc de filtres a reconstruction exacte. En effet, étanté¢dri2), on peut retrouver (6.10) et obtenir
que, pour touk € {0,...,N—1},

. —oimtk T = — 2tk Tox
Ok= € Nhk+% et g.= € Nhk+%.

L'hypothese (6.11) nous garantit alors que
2 = hihkﬁLthhHL}
= hih+ Giik.

Ce qui correspond a la condition (6.5) des bancs de filtres@ngtruction exacte. On a aussi, pour tout
ke {0,...,N—1},

= = . kN o
P R R 72IT[§ ¥ |1TT7 P
A w +G8,y = Py + (e R y) (ez b

N 7{'\ T

= fhyy —hdyy

=0

qui correspond a la condition (6.6) des bancs de filtres anstnaction exacte.
Enfin, h, h, g et forment une banc de filtres & reconstruction exacte et daregge soitu € RN,
(6.2) peut s’écrire

Un = hx0h+h«(2
N-1 N

¥-1 . 5-1 .
Ui hm-21 + % U Gm—21,
|=

|
\CT)M
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pour toutme {0,...,N — 1}. Ceci signifie que I'ensemblghm 21} (o 513 U {Om-2}icp0.. N1y €St
une base d&N. )

Il est aussi important de noter que I'on peut interchangansd6.11), les réles deet h. Ceci nous
assure que le deuxieme ensemble est une base.

Pour montrer la biorthogonalité de ces deux bases, il fautrad que

ut=(uh_2) et W¥=(ug_a)
Or on a immédiatement en appliquant (6.1)

ut = (hxu)a,
N-1

= z hm72l Uma
m=0
= <u7 h.72|>5
et

l"IIZ = (g* U)2|,
N—-1

= Z Om—2! Um,
m=0
= (u,g._-2).

Ceci conclut la preuve. O

6.3.2 Ondelettes orthogonales
Théoréme 2 Soit he RN (on suppose h périodisé en dehors{@e...N — 1}) tel que

[Pl?+ Ry, [* = 2. (6.13)

On note
gm = (71)(17m)hlfm;
pour me {0,...N—1}.
L'ensemble{hm 21 }c(o.. 1y U{Om-21}ic0,., 1y 1) €St une base orthogonale @&'. On appelle
cette base "base d’ondelettes orthogonale".

Preuve Le fait que{hm_2 }IE{O,...,%:l} U{Om-2}jeqq,.., _1; SOIt une base est une consequence du Theo-

reme 1. Il suffit de I'appliquer avet= h.
Montrons maintenant les relations d'orthogonalités déséhts de la base. Sbig I, dans{0, ..., % —
1}, pour montrer que deux termhg_, ethy,_o sont orthogonaux, on remarque d'abord que

Tahe = e 2™ iy,

pourk € {0,...N—1} et
(t2h)m = hm-2,

1. Nous nous contentons ici de montrer la premiéere égalgddses biorthogonales. La seconde se montre de maniéogamal
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ueRN

/\ niveau 0
1 N 2 N f
ureRz2 u"eRz niveau 1
(Ul e R% (Ul)2 € R% niveau 2
N/\ N |
u-lec R u2cRY niveauJ

FIGURE 6.1 — Décomposition d’'un signal sur plusieurs niveaux. ligsaux soulignés forment les coor-
données de dans la base d’ondelettes.

la translaté del2deh.
On a alors (en adaptant la Proposition 11 aux signaux 1D), que

N-1 N-1

1 o 2kl ~ " M,\
Z hn_2bp_oy = N z g <N hi e2'" N h;;
m=0 k=0
1 %71 l l
~ - 2k(1—1)) ~ - (2kEN)(1=1)
_ - |hk|2 e*z'"_N_ Jr|hk N|2 872|r[_N_
N & T2
N
-1
2
= E e*ZiTl%*'/)
N &
= 0,
carl #1".
n , , "y Lo oigks
On montre de méme les autres relations d’orthogonalitésir(@émoireg; = e 2™ h’IZJrN) O
2

6.3.3 Bases d’ondelettes de niveau quelconque

En fait, on précise en général que la bélsg Yeo,..8-1 UlGm-2 e g0

.....

N1y (méme chose pour

.....

les autres bases) est une base d’ondelettes "de niveau 1".

En effet, en général, §i = 2K, on peut redécomposat pour obtenir(ut)!, que I'on redécompose
a son tour et ainsi de suite (voir la Figure 6.9). On appeliecau de décomposition” le nombre de fois
que I'on a décompose avecOn peut décomposer tant que la taille du signal est plusigrgue la taille
des filtresh etgd.

Bien s(r, chaque décomposition correspond a un changeradratse et donc le processus dans son
ensemble est un changement de base. Si chaque transforesttimitaire (i.e. la base est orthonormée),
la base obtenue est aussi unitaire, en tant que composéitrammsformations unitaires.
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6.3.4 Localisation en espace des éléments de la base d’oettels

; 4 . : N N
Par exemple, si 'on décompose un signa RN en deux signaux® € Rz etu? € Rz, puis si I'on

décompose & nouveats en (ul)! € R* et(ul)2 € R¥. On obtient, pour toun € {0,...N — 1},

(NP4
|
AN

N
N1

Um = Zo uthm_ 21 + Z} U2Gm-_21,
= =

et, pour tout € {0,... % — 1},

a2z

-1

U = Z o+ Z VT P

ouh etd sont des version%-périodiques dé etd. C'est adireh’ € R? (et de mémeyy est tel que

~ ~ N N
h, = hm ,pourtoulme{—z,...,z—l},

et I'on supposé, = 0, pourme {%, e 3TN —1}.
On adonc

,,1N,1 N 1N_1 %,1

17

% Z |/h| 2|/hm 2 + % Z |/g| 2|/hm 2 + U|2gm72|,
/ h /h 2| =+ (Ul)z/ QL /h — 21 + Uzg — 2l .
| Z} | -2 im— lZO | A -2/t 'm |;) | Ym

On peut donc I'écrire sous la forme

Um

nZ

-1

Un= S (U)Fh2 _, + Y)idh 4|,+ Ul FOm-21,

MZ
M\z

en posant
g =4,
, N_ y N_1-2r y N B
G ar =Y G _ovhmo = Gbhm o2y =Y Ghman-a.
" ;) |:Zz|/ ( |Za

ol I'on a fait le changement de varialble- | — 2I’. On a donc

N_1
~2 A ~/|”,‘1
In= 9 Nm-21-
= 3,1

De méme,

Y1
= % hihm-21.
I=
Plus généralement, la base de nivdaprend alors la forme

{hn, 2J|}|e{o ..... 1}U{9m 2J|}|e{o Y- U{Gm- 2I}Ie{0 ..... —1 (6.14)
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FIGURE 6.2 — Exemple de localisation en espace d’'une base d'otelelit niveau 3.

La localisation en espace (on dit aussi en temps) des élérdemtotre base est illustrée sur la figure
6.2.

On utilise parfois deux notations pour désigner les coeffits d'ondelettes (i.e. les coordonnées dans
une base d'ondelettes). Le but est de distinguer s'il sigit coefficient correspondanta un élémight
ou s'il s'agit d’'une coordonnée correspondant a un élérger®n note

{aiJ}Ie{O N-1

yasey

{d|J }Ie{O,...,zﬂjfl}v

celles selor![gim2j| }le{0 N_qp pourj € {1,...,J}. (Cette notation vient daverage poura;, etdetails
.

pourdlj J)

6.3.5 Localisation fréquentielle des éléments de la baseotidelettes

Les relations entré’, |eS{gj}l§j§J, h etd peuvent ne pas étre simple. Afin de les expliciter dans le
domaine de Fourier, on remarque qué’st R? est tel que

N

N
h, = hm ,pourtoutme{—z,...,z—l},

on a pour touk € {0,..., 5 —1}

des quéhy, = 0, pour toutm e {%, e % —1} (i.e.h est de petite taille par rapport au signal).
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Ainsi, dans le cas ob etg ont un support de petite taille (ce qui est généralementd§ ca a par
exemple pouk € {0, § — 1}

— 1 fmin
N1 — Z(H.1 / 0l
W = 2<hku k+hk+%uk+%)
1/m, & =
_ = 1 * ~1
- 3 (thu k+h2k+l}uk+%)
1/~ (o e - -~ ~ ~
= 2 (P (RO R g8y )+ Ry (R By + R By

= % (ﬁgk’ﬁﬁak +/ﬁ;k+%/ﬁ§+%ak+% +ﬁ§k’ﬁ§+%ak+% +/ﬁ;k+%/ﬁi+37"‘ak+37“) J
On voit alors qu'il existeh? tel que
(UM = (P2 U)am.
Cette derniére formule conduit, en effet, en utilisant iarfole de Poisson a

o - iz
Wy = Z% Uy
t=

1 /~x* ~ ~ ~
— Z(h2 2 i 2 N 2 0
= 4(h kuk+h k+%uk+%+h k+%uk+%+h k+%uk+3TN).

En identifiant chague terme & son homologue dans I'équatidessus, on obtient polare {0, ..., % -1}
W = hahg
/TQ_* T T
Py = My by
h2k+% = hzkhL%
" T T
Mesy = Myl o
En résumé, on sait que, paue {0,...,N—1},
h2, = Poihi. (6.15)
On a, de méme, pokre {0,...,N—1},
9k = Gahi, (6.16)

oug? est tel que, pour toun € {0,..., J — 1},
(U7 = (0% * U)am.

On voit bien sur (6.15) et (6.16), que les terneg et gok permettent d’avoir une localisation en
fréquence de la base d’ondelettes de plus en plus fine pobasses fréquences. Par exemplé,est un
filtre passe bas (ce qui est généralement le t8s)aisse passer" deux fois moins de fréquencesue

Plus généralement, si on ndté et {g!}1<j<y les filtres permettant d’obtenir les coordonnées d’un
élément dRN dans la base d’ondelettes biorthogonale (voir (6.14)),,@oark € {0,...,N — 1},

ﬁjk - I:lz.]—lk. .. I:lzk F]k,
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FIGURE 6.3 — Exemple de localisation fréquentielle d’'une base digbettes de niveau 3.

et, pourj € {1,...,J3},
é\jkzgzj—lk...ﬁzk ﬁk.

Dans le cas oln est un filtre passe bas, localisé en fréquence[s% %], on obtient le découpage
fréquentiel illustré sur la Figure 6.3. On parle d’'une baselti-échelle" nultiscale en anglais).

6.4 Les ondelettes discretes en dimension 2

Le passage a la dimension deux ne pose pas de réelle diffislgtFithmiquement (voir Figure 6.4),
— on décompose avec une décomposition en ondelette 1D teatkgnes de I'imagel € RN et on
met les résultats dans les lignes de deux imadesRN* % etu? ¢ RN*%
— puis on décompose avec une décomposition en ondeletteut&sties colonnes des deux images
2 2 2
u! et u? pour obtenir quatre images de coefficientd € R(2)", u2 e R(2)", 121 ¢ R(2)" et
2
w2eRr(2),
On re-décompose ensuite (itérativement) I'image conteleancoefficients d’ondelettes correspon-
dant aux basses fréquences de I'image initiale 8.

Pour la base de niveau 1, on peut écrire la formule de recatistin permettant de mettre en évidence
les éléments de la base d’ondelettes. On a pour(tout) € {0,...,N —1}2

NZ

N
-1 N1

1 K 2 =~
Unn = % Um hn-21 + % Uni On-21;
I= =

N N N
p e 11 R 7 12 '"

= Z) > Uil P2+ 3 Ut Gm-2k | hn-al
<0 \ k=0 =

N1 /N1 N_1
o < 2 "

+ Z} > Uir b2+ > Ul Gm-2x | Gn-ai-
== &o
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FIGURE 6.4 — lllustration de 'algorithmique permettant le caldels coefficients d’ondelettes 2D.

On obtient donc

N_1 N_q

~  Alf L F ~  12s _F
Unn = Uit hm-2khn-21 + Z UiT Gm-—2khn—21

kf=o kf=o

N_1 N_1
~2F o« ~ . 28 o«

+ Z Ut hm-2kGn-21 + Z Ug§ Om-—2kGn—21
kf=o kf=o

On a ainsi la base d’ondelettes discréte 2D de niveau 1

.....

U {gm—ZI hn72l’}(|’|/)e{0 lllll %71}2U{gm72|gn72|’}(|’|/)e{0 lllll %71}2'

Elle contient quatre types d’éléments qui correspondexpaoduits tensoriels des éléments de la base
1D.

Dans le cas ot est un filtre passe bas, on a un élément bas-bas, un bas-hduaitsbas, un haut-
haut. Les localisations fréquentielles respectives déléssents sont représentées sur la Figure 6.5. Pour
des bases de niveaux supérieurs, on redécoupe le carrépmrdant a la partie bas-bas en suivant le
méme motif.

Les coefficients d’'ondelettes de I'image "barbara”, dares hase d’ondelettes de niveau 1, sont re-
présentés sur la Figure 6.6.

Pour obtenir la décomposition dans la base de niveau 2 (igir&6.7), on a simplement décomposé
la partie correspondant aux basses fréquences (appeseeiEt en Frangais &temainder”en anglais).

On utilise souvent des bases d'ondelettes de niveau immokten exemple de décomposition au
niveau 5 est illustré sur la Figure 6.8.

Remarque : Le contraste des coefficients d’'ondelettes correspondardétails a été augmenté sur
Figures 6.6, 6.7 et 6.8. Ceci permet de faire ressortir leffic@ents correspondant aux détails. La partie
correspondant aux détails aurait autrement été presqi@m@ment noire.
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FIGURE 6.5 — Localisation fréquentielle d'une base d'ondeleteesideau 1. La localisation de bas-bas
correspond a la partiBB, celle de haut-basidB, celle de bas-hautBH, celle de haut-hautldH.

6.5 Choisir une ondelette

Une question que nous n’avons pas abordée pour le moment@sestion du choix des filtrdéset
(éventuellemenﬂﬁ. Ce choix dépend évidement de I'application pour laquelleridlise la base d’onde-
lettes. En général (notamment pour la compression et laudébe d’'images), le but est de choisir ce(s)
filtre(s) de maniére & représenter les images avec le moiosafficients possible.

Le choix du ou des filtres est généralement un compromis Entrembre de coefficients nécessaire
pour représenter une "zone réguliere" de I'image et ledicaafts intervenant dans la représentation des
bords séparant deux zones réguliéres.

6.5.1 Le nombre de moments nuls

Pour comprendre combien d’éléments de la base d’ondelattdsntervenir dans la représentation
d’'une zone réguliere, il faut étre capable de caractérseédularité de cette zone. Malheureusement,
cela n'est pas possible dans le cadre de bases d’'ondelsitestes. L'analyse est donc faite dans le cas
de bases d'ondelettes de fonctions définiessat nous ne rentrerons pas dans ces détails (voir [2]).

L'intuition derriére cette analyse est liée au fait que, poane fonction réguliére en un poirt on
peut I'approximer, au voisinage depar un polyndme. La propriété d’avoip'moments nuls", o est
un entier positif, fait en sorte que les éléments de la bgsgsentant les détails fins de I'image soient
orthogonaux aux polyndmes de degré infériepr a

Remarquez, que la décomposition d’un polynéme est un patgn&eci est d'ailleurs vrai pour les
ondelettes discrétes. Si on a, pque N fixé,

Un=mP Vme {0,...,N—1},

67



FIGURE 6.6 — Coefficients d’ondelettes pour une base d’'ondeletieswau 1.

on a alors en décomposant avec (6.1) pour togt{0, ..., % -1},

ut = (hxu)am,

N-1
= Izohlum—h
N_—l
= ;h_|(2m—l)p
= th .pz CE (2m)P (—1)P~
— z (szﬁ %h (=P~ Ff) m.
p’=0

Ainsi, tout polyndme de degré inférieurpgest décomposé en

— un signal qui est polyndme de degré inférieyr a

— etun signal nul.
Cecireste vrailorsque I'on décompose sur plusieurs niigamme cela est fait dans une décomposition
en ondelettes (voir Figure?).

Dans le cas (simpliste mais plus réaliste) ou une imageauniine large zong dans laquelle elle
vaut la méme chose qu’un polyndéme de degreé infériepy pour toutes les échelles (les indicgset
les localisations (les indicd$, pour lesquelles le support @é ,j estinclus dan&, la coordonnéel,'

est nulle. Intuitivement, les indiceg,l) concernés forment un coéne : Si le suppongéi_%jI est inclus
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FIGURE 6.7 — Coefficients d’'ondelettes pour une base d’ondeledeswetau 2.
Wik

FIGURE 6.8 — Coefficients d’'ondelettes pour une base d’ondeleeswedau 5.
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polynémec RN
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polynémec R4 zéroc R4 niveau 2
/N\ ) |
polyndmec R2¥ zéroe R2J niveaud

FIGURE 6.9 — Décomposition d’un polynéme de degré inférieyr sur plusieurs niveaux. Les signaux
soulignés forment les coordonnées du polynéme dans la asdedettes.

j—1 j—1
dansZ, les supports dg'_; ., et 9.1721—1(2|+1)

approximatif.)

Par ailleurs, on peut montrer mathématiquement que la igtépd'avoir plusieurs moments nuls
est équivalente au fait que le filtfesoit tel queh "aille rapidement a 0" em. (Dans le cas des bases
d’ondelettes d&®N telles que nous les avons vues, il s’agit de la fréqu%l()é:ette propriété n'est en
fait pas trés difficile a obtenir. Il faut d’abord remarqueegpour des ondelettes, la décroissance vers 0
deh enmest la méme que celle deen 0. Le résultat vient alors simplement du fait que la tramsée
de Fourier d'un polynéme, défini sit, est "concentrée sur la fréquence 0". Ce résultat fait agoEn
intervenir des outils mathématiques (les distributions) gous n'aborderons pas dans ce cours.

Ainsi, le fait d’avoir beaucoup de moments nuls (et donc goieenbase représente efficacement les
zones ou I'image est réguliére) correspond au faitlyseit bien localisé sur les basses fréquences.

Une ondelette est souvent associée a un nombre de momestsimeprésente I'aptitude de la base
a bien représenter des images tres régulieres (avec peudtertads).

sont inclus dang, et ainsi de suite. (C'est évidement

6.5.2 Lataille du support de I'ondelette

En suivant I'analyse faite ci-dessus, on se rend compte @giednes ou I'image est réguliére sont
essentiellement représentées par le résumé de la décoimpesi ondelettes. En premiére analyse, les
coefficients d’ondelettes correspondant aux détailsviganent donc pour représenter les bords séparant
les zones réguliéres. Si on nddes pixels du bord entre deux zones réguli(‘aresg_ifaé,12| intersectant
B vont produire des "forts" coefficients. A une échelle donfjésst fixé), il y aura d’autant plus d’indices
I, pour IesqueIng“ intersecteB, que le support dg! est grand. Or la taille du support décroit avec

les tailles des supports dget deh. (Il va de soit que la taille du support deest la méme que celle du
support den ou h (voir les Théorémes 1 et 2.)

Il semble donc naturel de chercher des filtnext h (ou h, pour des ondelettes orthogonales) ayant un
support de petite taille. Ceci permet d’avoir une représét efficace des bords présents dans I'image.

Cette propriété est (explicitement) une condition sur &alisation en espace des éléments de la base
d’ondelettes.
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6.5.3 Conclusion

Le fait d’avoir un support de petite taille est en fait codtctoire avec le fait d’avoir beaucoup de
moments nuls. Il faudra ainsi choisir un compromis entredsesx propriétés. Ce compromis dépend du
type d'images que I'on souhaite traiter.

— Si elles contiennent des grandes zones trés réguliergse@rera des ondelettes ayant beaucoup

de moments nuls et un support un peu grand.

— Si elles contiennent beaucoup de petites zones régyl@rgséférera des ondelettes avec un petit

support et peu de moments nuls.

Souvent un bon compromis est obtenu pour une ondelette ayantt moments nuls.

Il existe dans la littérature beaucoup d'ondelettes (Deahies, splines, Meyer, Haar,...). Les onde-
lettes de Daubechies connaissent un grand succes, caoellés propriété d’avoir la plus petite taille
possible, étant donné un nombre de moments nuls. Les basetetittes sont données explicitement par
les coefficients des filtrdset, si besoinh (voir [2]).

On a, par exemple, pour les ondelettes de Daubechies avemémmnuls

0.230377813309 ,$N=0,
0.714846570553 ,sn=1,
0.630880767930 , =2,
—0.027983769417 , sh= 3,

hn=<¢ —-0.187034811719 ,sn=4,
0.030841381836 ,8N=0>5,
0.032883011667 ,$SN=06,
—0.010597401785 ,sn=7,
0 , sinon.

Comme ce sont des ondelettes orthogonales, on sait gue
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Chapitre 7

Les paquets d’'ondelettes

7.1 Principe des paquets d’ondelettes en dimension 1

A la base de la décomposition en ondelettes, ily a :

— un algorithme permettant de décomposer une suite finlkNden deux suites finies dR? ;

— un algorithme permettant de recomposer deux suites fisiBcen une suite finie d&N.
Ces algorithmes sont inverses I'un de l'autre. lIs sontitau début de la section 6.2. Pour la décompo-
sition en ondelette, on fait le choix de toujours décomptestnésumé”. C’est a dire que, parmi les deux
sighaux obtenus aprés une décomposition, on décomposgnial seprésentant les basses fréquences.
Ceci est itéré de maniére récursive jusqu’a atteindre upanivle décomposition donné.

Avec cette construction, une décomposition en ondeleiesagactérisée par :

— un filtresh (resﬁ deux filtresh et h) dans le cas d’une base d’ondelettes orthogonalet(ta'ep

thogonale);

— un niveau de décomposition.

Dans le cadre des paquets d’ondelettes, on utilise la méowmgosition/recomposition de signaux
mais on s'autorise, a chaque niveau, a décomposer le sigmasentant les basses fréquences et/ou le
signal représentant les hautes fréquences.

La décomposition en paquets d’ondelettes est donc caissmgrar :

— un filtresh (resﬁ deux filtresh et ﬁ) dans le cas d’'une base de paquets d'ondelettes orthogonale

(resﬁ biorthogonale);

— un arbre décrivant les décompositions a effectuer (vaietdion 7.2, pour les détails).

Bien entendu, comme chaque décomposition est linéairevetsible, son résultat correspond a des
coordonnées du signal de départ dans une base. Faire sveces# plusieurs décomposition revient a
composer plusieurs changement de bases. C’est donc tsujowhangement de base.

Par ailleurs, si tous les changements de bases correspgéndienbases orthogonales, la composition
de ces changements de bases orthogonales est toujoursngentent de base orthogonale.

Ainsi, on pourra toujours parler de bases orthogonalesarthzigonales de paquets d’ondelettes. De
plus, les conditions sur les filtrdset h pour obtenir des bases orthogonales et biorthogonaledesont
mémes que pour les bases d’ondelettes (voir (6.11) et {6.13)

7.2 Les arbres de paquets d’'ondelettes

En dimension 1, a chaque fois que I'on décompose un signabtend deux signaux. Pour décrire
une décomposition un noeud a donc soit
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noeud non décomposé\ / noeud décomposé

niveauj

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, niveauj +1

résultats de la décomposition

FIGURE 7.1 — Les deux sortes de noeuds possibles dans un arbresutpdpndelettes en dimension

niveau 0

niveau 1

niveau 2

niveau 3

FIGURE 7.2 — Arbre décrivant une décomposition en paquet d’ontgele décomposition décrite par
cet arbre correspond a une décomposition en ondelette daun:

— Ofils : Il n"est pas décomposé
— 2fils : Il est décomposé. Dans ce cas, chacun des fils repeasesignal décomposé. On adopte
la convention suivante :
o le fils de gauche correspond au signal obtenu en décomposameidu filtre h (i.e. basses
fréquences);
o le fils de droite correspond au signal obtenu en décomposhaida du filtre g (i.e. hautes
fréquences).

Ces deux sortes de noeuds sont représentées sur la Figure 7.1

La racine de I'arbre correspond au signal avant toute déositign.

Ainsi, avec cette fagon de définir les arbres, on peut démnires les bases de paquets d’ondelettes.
Par exemple, une base d'ondelettes de niveau 3 est une basadets d’'ondelettes utilisant I'arbre
représenté sur la Figure 7.2.

Nous avons évidemment beaucoup de possibilités pour l& dediarbre. Ceux-ci peuvent étre adap-
tés a la nature du signal (ou de I'image) et a une applicaBomme pour les ondelettes on comprend et
interpréete une décomposition en paquets d’ondelettesalpsamt sa localisation fréquentielle et spatial.
Nous verrons dans la section suivante comment faire cedilgssn

On parle d'un arbre de paquets d’ondelettes complétemenhugosé jusqu’au nivedpour un arbre
dont tous les noeuds sont décomposeés jusqu’au nikedua arbre complétement décomposé jusqu’au
niveau 2 est représenté sur la Figure 7.3.

On sera amené a considérer un arbre miroir d'ondelettest Giearbre dans lequel on décompose
successivement le signal correspondant aux hautes frégsie@et arbre permet de décomposer le plus
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niveau 0

niveau 1

niveau 2

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, niveau 3

FIGURE 7.3 — Arbre décrivant une base de paquets d'ondelettes étenpént décomposée jusqu’au
niveau 2.

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, niveau 0
,,,,,,,,,,,, niveau 1

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, niveau 2

,,,,,,,,,,,, niveau 3

niveau 4

FIGURE 7.4 — Arbre décrivant une base de paquets d’ondelette® arioir d’ondelette de niveau 4.

possible les hautes fréquences et le moins possible lesdiméguences. il est utile pour certaines décon-
volution. Un arbre miroir d’ondelette de niveau 4 est reprds sur la Figure 7.4. La raison pour laquelle
cet arbre a cette forme devrait étre claire aprés la lecita 8ection 7.3.

Dans le cas d’images, on a un “quadtrédbnt chaque noeud a exactement 0 ou 4 fils. En dimension
3, on a un “octree? dont chaque noeud a 0 ou 8 noeuds. Ainsi de suite, en dimens@ncaractérise
une base de paquets d'ondelettes par des arbres dont chaapceanexactement 0 oll Roeuds.

On peut faire, en dimension quelconque, les mémes corisimsct’arbre d’'ondelettes, d’arbres com-
pletement décomposés, d’arbre miroir d’'ondelettes quieredsion 1.

1. Un “quadtree” est un arbre dans lequel chaque noeud a meidsioeuds.
2. Un “octree” est un arbre dans lequel chaque noeud a moi@sdeuds.
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7.3 Localisation des paquets d’'ondelettes

7.3.1 Lalocalisation spatiale

Les principes expliquant la localisation spatiale des éléside la base de paquets d’'ondelettes sont
similaires & ceux expliquant la localisation des ondedettan élément de la base de paquets d’ondelettes
correspondant & un niveau de décompositiest translaté tous les ixels. Le calcul de ses coefficients
s’est fait en sous-échantillonnanfois par un facteur 2. La taille du support d'un élément dedsebde
paquets d’ondelettes du nivepest comprise entrel nin(|h|, |g|) et 2 max(|h|,|g|).

On considere donc généralement que plus le niveau de désttiopalu coefficient d’'ondelette est
élevé, plus sa localisation spatiale est mauvaise.

7.3.2 Lalocalisation fréquentielle

Pour suivre ce qui se passe dans le domaine fréquentigiui@i®n décompose un signale RN,
rappelons (6.3) et (6.4) :

~

1/~ ~
] s v

uly == (hitk+h' U N)
k Z(kk ket Y Tkt

et

~ 1 . N R
U2y = > (g‘*kuk+g;+%uk+%) .
Ces formules nous donnent la transformée de Fourier deawsigobtenus aprés la décomposition en
fonction de la transformée de Fourier du signal

Rappelons aussi que dans le cadre des ondelbtesst, typiquement passe basggbasse haut. Pour
simplifier I'analyse, on suppose

. N N

hg ~ 0, pourkg{—z,...,z}
et N N

Gk ~ 0, pourk € {_Z""’Z}'

Ainsi, lors d'une premiére décomposition on obtient le tegischematisé sur la Figure 7.5 :
— La transformée de Fourier du résultat de la décomposititisamt h (c.a.d.ul) correspond aux
basses fréquences déles bandes 0 et 1). R
— La transformée de Fourier du résultat de la décomposititisamt g (c.a.d.u?) correspond aux
hautes fréquences deles bandes 2 et 3), mais I'ordre de ces hautes fréquenceseste, du fait
de la formule de Poisson.
Si 'on décompose a nouvea#d (ce que I'on ne faisait pas avec les ondelettes mais que Boi faire
avec les paquets d’'ondelettes) :
— Les basses fréquencesufe(c.a.d. les bandes 3) correspondent a la transformée deeFderla
décomposition avek.
— Les hautes fréquences d&(c.a.d. les bandes 2) correspondent & la transformée deFderla
décomposition aveg.
On généralise I'observation qui est faite ci-dessus dedarfauivante : Un paquet d’ondelettes dé-
composé au niveajuva étre localisé sur une bande de fréquence

N N N N
{_(k+ 1)@,...7_kﬁ}u{kﬁ7...,(k+ 1)@},

pour un certairk € {0,...,2] — 1} bien choisi.

Pour établir la correspondance entre un des eléments dedadegpaquets d'ondelettes du nivgau
et le bon nombre entidre {0,...,2) — 1}, on numérote les/Znoeuds possibles au niveade gauche a
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Basses fréquences

h g

FIGURE 7.5 — Suivit des différentes bandes de fréquences au cosidédempositions avec les filtrbs
etg.

p (0|12
G(p)|0|1|3

w

4(/5|6|7(8|9]10|11|12|13| 14|15
716(4|5|15]14|12|13| 8| 9 |11 ] 10

N

TABLE 7.1 — Correspondance entre le numéro du paquet d’ondeddttesyuméro de la bande de fré-
guence correspondante

droite. Le noeud numéroté parcorrespond a la bande de fréquence repér& pa6(p), ou la fonction
G est construite par récurrence :

G(0) =0,G(1) = 1

etpourj’ =1,2,...j—letpe {21 .. 2" —1}

, [ G(2p) = 2G(p)
siG(p) est pa”{ G(2p+1) =2G(p) +1

et
s esimpar] S20 20001

On remarque en effet (par récurence) que la parit& s indique le sens des fréquencesGBp) est
pair les fréquences du signal sont orientées dans le semmheet siG(p) est impair les fréquences du
signal ont été inversées par une formule de Poisson pemhdttdoutir dans ce noeud.

Les premier éléments de la sudesont donnés dans le Tableau 7.1

On peut donc atteindre n'importe quelle partition du doredr@quentiel. Bien sdr, si I'on cherche a
étre trop précis dans le domaine fréquentiel, on aboutiesant/eaux de décomposition élevé et donc a
une faible localisation en espace (ce qui n’est généralepasysouhaitable).

Enfin cette analyse n’est pertinente que dans la mesure dilttes h et g sont eux méme bien
localisés en fréquences (i.e. ils ont un nombre élevé de mtameils). Cette analyse n’a, par exemple,
gu’une portée tres limité avec I'ondelette de Haar qui mest du tout localisée en fréquence.
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7.4 Le passage aux dimensiorset plus

Pour définir les paquets d’ondelettes d’'images ou, plusrgéamaent, de données en dimension su-
périeure a 1, on utilise, comme pour les ondelettes, un simaduit tensoriel des éléments de la base.
Algorithmiquement :

— pour chaque noeud de I'arbre : si le noeud a des fils on le dézsen

— Décomposer un noeud se fait

o en appliquant la décomposition successivement sur toesgdighes de I'image (on obtient deux
images);
o en appliquant la décomposition successivement sur toegenlonnes des deux images.

Concernant les localisation spatiales et fréquentietlies des propriété similaires a la dimension 1.
Une souplesse que I'on n'a pas est que les éléments d'unelbgseuets d’ondelettes en dimension 2
ont un niveau unique qui s’applique a ces lignes et ses cekrinsi, le support d’'un élément d’une
base de paquets d’'ondelettes est toujours plus ou moins ¢aen va de méme pour la localisation en
fréquence.

On ne peut pas cependant, comme c’était le cas en dimensetteihdre toutes les partitions du
domaine fréquentiel. Par ailleurs, la localisation frégiele se fait au détriment de la localisation en
espace des éléments de la base de paquets d’ondelettes.

7.5 D’autres bases

Nous avons vu jusqu’ici les bases de Fourier (voir la Se@jpe cosinus et cosinus locaux (voir la
Section 5), d'ondelettes (voir la Section 6) et plusieurpaguets d’ondelettes (voir la Section 7).

Il existe, en fait, d'autres bases (et dictionnaires) débtitle n’est pas faite dans ce cours. Les lecteurs
intéressés pourront trouver des détails sur internet & pi@g mots clés : ridgelet, curvelet, contourlet,
bandlet, brushlet.

Chacune de ces bases est adaptée a un contenu particdigyeiement a une échelle particuliere.
La plupart d’entre elles cherchent a mieux représenterdireprésenter avec le moins de coordonnées
possible) les bords des images.

7.6 Lesdictionnaires de paquets d’ondelettes

L'un des intéréts des paquets d’ondelettes est qu’ils peemtede définir des dictionnaires de paquets
d’ondelettes. Les dictionnaires (“frame” en anglais) steg systemes redondants.

Dans le cadre des paquets d’'ondelette, un arbre définit .see 6@ peut aisément construire des dic-
tionnaires en considérant plusieurs arbres. On peut, panjgbe, considérer I'union des bases de paquets
d’ondelettes complétement décomposés de niyepaurj € {1,...,J3}.

L'un des attraits particuliers des dictionnaires de pasjd&indelettes est que les calculs des coeffi-
cients pourj petit sont des calculs intermédiaires pour le calcul deffic@nts du niveay + 1. lls ne
sont donc pas a refaire lorsque I'on calcule ces coefficiéisi le colt de calcul des coefficients dans
un dictionnaire de paquets d’ondelettes contenant tousdgaets d’ondelettes jusqu’au nivehest le
méme que le colt de calcul dans une (unique!) base de padaetetbtte complétement décomposé
jusqu’au niveau.

Il en va évidemment de méme pour la reconstruction.
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FIGURE 7.6 — Décomposition de I'image "barbara” dans une base degiag’ondelettes complétement
décomposée jusqu’au niveau 1. Les paquets sont présentebatdre fréquenciel.
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FIGURE 7.7 — Décomposition de I'image "barbara” dans une base degiagl’ondelettes complétement
décomposée jusqu’au niveau 2. Les paquets sont présentbatdre fréquenciel.
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FIGURE 7.8 — Décomposition de I'image "barbara” dans une base degiag’ondelettes complétement
décomposée jusqu’au niveau 6. Les paquets sont présentebatdre fréquenciel.
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FIGURE 7.9 — Décomposition de I'image "barbara” dans une base degiaq’ondelettes miroir d’'onde-
lette de niveau 6. Les paquets sont présentés dans I'oédrednciel.
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FIGURE 7.10 — Décomposition de I'image "barbara” dans une base deqia d’ondelettes miroir d’on-
delette de niveau 6. Les paquets sont présentés dans leemartdrel.
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Chapitre 8

La représentation dans un dictionnaire

8.1 Introduction

Dans les chapitres précédents, nous avons envisagé dieprotre donnée dans une base. Ce faisant,
nous avons vu plusieurs bases. Certaines bases étaiersdaiptées pour représenter des structures pé-
riodiques sur toute la donnée (Fourier), des objets destailte (les ondelettes), des textures périodiques
(certains paquets d’ondelettes). Nous avons aussi metides bases (ou dictionnaires) permettant de
représenter des bords étendus.

En fait ces différentes structures (bords, textures. .n) souvent présentes sur une méme donnée. Par
exemple, sur I'imag®arbara (voir Figure 8.1) on a simultanément des bords (par exemigidérantiére
entre le pied de la table et le sol) des textures périodiquassxemple sur le pantalon), des petits objets
(par exemple le point blanc au bas du pied de la table ou legueardes livres). On voudrait donc
idéalement représenter chaque zone de I'image avec legéigmle la base la mieux adaptée a chaque
zone.

Par exemple, si on a deux basgst B’ deRNz, on cherche a approximer une donnge RN en
utilisant le moins de coordonnées possible d&ns®’. On veut donc idéalement résoudre le probleme

d’optimisation suivant :
{ Min 1° ((}‘¢)¢e($u$’))
| Yoc(us)Aed — U <T,
out >0,

N-1 )
> ijl2, weRN
i,]=0
et
1°((Mo)ge(mum)) = #o € (BUB),Ag # 0},
représente le nombre de coordonnggsion nulles. (On rappelle que # désigne le cardinal d’un en-

semble.)
Ci dessus, on n’'a considéré que le cas ou le dictionnaireoestitué de deux bases. Plus générale-

. C s .. . . N .. - P 2 .
ment, si on considére un dictionnaife(i.e. un systéme linéaire fini générakit”), on cherche un jeu de
coordonnées résolvant le probléme suivant :

Min |° (()\¢)¢€!D)
{ [ Toenred —ul <T, (8.1)

pourt > 0.
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FIGURE 8.1 — Exemple d'image contenant des structures ponctueléssbords et des textures pério-
diques.
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Proposition 16 Pour tout dictionnaireD engendrantRN2 et tout ue RV, le probléme d’optimisation
(8.1) a une solution. Cette solution n’est généralement pas @n{gair la preuve de la démonstration
pour plus de précisions).

Preuve Il n’est pas tres difficile de voir que le probleme (8.1) a sokition et qu'il atteint cette solution.

En effet, commeD générdRNz, il existe (au moins) un jeu de coordonnées permettant dstrcore u.
Ainsi

{(M)q)e@ ERVIIY Ao —uf < r} #0.

oeD

Par ailleurs, comme la fonctidf est & valeur dan® (un ensemble minoré), le probléme (8.1) a une
valeur minimum que 'on noteal(u, D,1). On remarque queal(u, D, 1) € N.
On peut donc construire un jeu de coordonr@g$ye o tel que

{ 19((Aj)pen) <val(u,D,T)+3
IZpenAed —ull<T.

Commel®(.) est a valeur dan¥, on a donc forcément
12 (A3 )gpen) = val(u, D,1),

et(A§)pep €st donc un minimiseur de (8.1).
Enfin, il n’est pas non plus trés difficile de voir que le prah&(8.1) n’a généralement pas une unique
solution. En effet, s C 9 est tel qu'il existe un minimiseuAy )¢es de (8.1), alors

Vect(S)[{ve RN v—ul| <1}
ou

Vect(S) = { > Ao, (Ap)pes € RS}?

oes

est une boul¢? de Vect(S). O

Le principal défaut de (8.1) est qu'il n’est ni convexe niféiEntiable. Ceci rend sa résolution ap-
prochée par des algorithmes itératifs trés difficile. Il gt ailleurs NP-difficile. Ceci signifie que (en
général) le calcul d’'une solution exacte de (8.1) est (et wmrjours) trop long pour étre réalisé.

Il existe évidemment un certain nombre de situations destkds on sait calculer une solution de
(8.1). Par exemple, s est une base orthonormale, il suffit généralement de selgilecoordonnées de
la donnée a la bonne valeur pour obtenir une solution.

Proposition 17 On considére une base orthonorm®est on suppose queeuRN2 est tel que
Up # Uy , pour toutd # ¢’ € D (8.2)

oul (Up)pen € R? est l'unique jeu de coordonnées tel que

u= % upo.

oeD
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On définit, pourx > 0, la fonction de seuillage

[0 ,sift|<a,
T“(t>{t , sinon.

Il existea* > 0 (dont la construction est fournie dans la preuve) tel que

(T(I* (u¢))¢€@
soit un minimiseur d¢€8.1).

Preuve On remarque tout d’abord quetsk ||u|, les coordonnées uniformément nulles sont une solution
triviale de (8.1). L'énoncé de la proposition est donc v@iptouta™ > max{|uy|,$ € D}.

Supposons maintenant ques ||u]|.

En utilisant les notations de la proposition, on note pout o> 0

f(o) = Z uj.
d:Jup|<a

il n'est pas difficile de voir qué est croissante, constante par morceaux et semi-contiféreeimrement.
On voit aussi qu’elle vaut 0 en 0 gt|? poura > max{|uy|,$ € D}.
On note ausgi* = max{a > 0, f(a) < 1} et

S ={p €D, |uy| <a*}.
Soit (Ag)pen € R? satisfaisant # > #5* pours = {¢p € D,A\y =0}, 0na

IS Rd—ulP=3 Mo —up)*> Y ug. (83)

veD oED deS

Par ailleurs, commes$t> #5*, on sait gu'il existepo € S\ S*. Mais, du fait de la construction d¢,

deS\{9o} bes~

On ajoute en effet plus de termes et ceuxsdisont plus petits. On a donc finalement que, du fait de (8.2),
de la structure dé* et de la définition de*, on a forcément

Sup> S ug+ug, (8.4)
oes pes*
Remarquez que
Voo D\S*, Y ug+ug, > fa)+a (8.5)
pes*

On a par ailleurs forcément, du fait de la définitionode
f(o*)+a*? > 12 (8.6)
On déduit donc finalement de (8.3), (8.4), (8.5), (8.6), que

IS Aod—ul?> 72
beD
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Ainsi, pour tout(Ag)pen € R?

19((Ap)pen) <N —#5" = || S Agd—u|®>T?
oeD

et donc que
val(u, D, 1) > N? — #5*.

Enfin, on a par ailleurs qu@y+ (Up))ycp Verifie

{ 19((Ta (Up))pen) = N2 —#5*,
S pen(Tas (Up) —Up)® = T pes- Ug < T2

On en conclut donc qu@a+ (Up))pco €St un minimiseur de (8.1). O

Remarquez que la condition (8.2) n’exclut qu’un ensemblendsure nulle de donnéesCe n’est
donc pas une restriction trop importante. On pourrait pgiuas I'éviter en rafinant un peu le choix des
coordonnées a seuliller.

Toutes les considérations énoncés ci-dessus ont condwitlenunauté travaillant dans ce domaine a
proposer différents algorithmes permettant d’approxiomer solution de (8.1) en un temps acceptable.

Les principaux mots clefs de ce domaine sont : représentpiccimonieuses (sparse representation,
sparsity), dictionnaire (dictionary, frame), échantilfiage compressé (compressed/compressive sensing).

8.2 Notations matricielle des dictionnaires

8.2.1 Introduction

Jusque Ia, nous avons utilisé des notations difféerented@edifférentes bases que nous avons consi-
dérées. Nous allons dans la suite de ce chapitre utiliseratations matricielles. Elles sont, en effet, bien
pratiques et majoritairement utilisées dans le domaineaj@gsentations parcimonieuses.

Pour cela on considérera que la dono&RN’ est un unique vecteur colonne. Ce vecteur est obtenu
en faisant la concaténation de toutes les colonnes de@m considére également que les éléments du
dictionnaire® sont des vecteurs colonnes obtenus en faisant la condatédeas colonnes des éléments
de la base. On not& la matrice obtenue en mettant céte & c6te tous les élémendgiionnaire. La
matriceA est donc une matrice de taild? x #9 (c’est une matrice rectangulaire avec plus de colonnes
que de lignes). Si on met les coordonn@gs e € R? dans un vecteur colonneon a alors

Z Apd = Ax.

oeD

Avec ces notations, le probléme idéal (8.1) s'écrit

{ Min 1°(x) (8.7)

[|AX—ul| <T,

pourt > 0.

Un dessin de la situation dans laquelle on se trouve estrigEssur la Figure 8.2.

Les différents algorithmes que nous allons Vaitilisent deux opérateurs mettant en jeu le diction-
naire :

1. comme tous les algorithmes dans ce domaine
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AX u

FIGURE 8.2 — Représentation des matrices et vecteurs manipulédelprobleme (8.7). Les cases noires
dex représentent les coordonnées non-nulles.
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— la multiplicationAx, pour un vecteux € R*?

— la multiplicationAlv, pour un vecteuv € RN et pourA! la transposée d. Il n'est pas difficile de
voir que cela correspond au calcul de

Av= (% 0))pen

ou (v,$) désigne le produit scalaire entret ¢.
Le temps de calcul nécessaire a un algorithme construisardpproximation parcimonieuse est souvent
majoritairement passé a faire ces multiplications. Nouailigns ci-dessous comment faire ces calculs
pour les bases et dictionnaires vus jusqu’ici.

8.2.2 Le cas des bases

Dans les chapitres précédents, nous avons vu plusieurs. I&den utilise les notation matricielles,
on sait calculer, pour chacune de ses basest son inversé\—1v. Nous détaillons ci-dessous comment
calculer les opérateurs< et Alv pour ces différentes bases.

— Pour lesbases orthonormales. C’est la cas des bases d’ondelettes et de paquets d'otedelet

orthogonales. On sait que pour une base orthonormale, on a

wWeRY, v=Y (Vo)
oD

— Nous pouvons calculékx en utilisant I'algorithme de reconstruction.
— Nous pouvons donc calculer les coordonn&esen appliquant & I'algorithme calculant la
décomposition.
— Pour ledases orthogonales dont tous les éléments ont la méme norteC’est le cas de la base
de Fourier§ = %), de la base de cosinus, de la base de cosinus locaux. lp@ediifficile de voir

que I'on a alors
1
weRN, v=2 3 (vo)d
oeD

Par ailleurs, I'algorithme de reconstruction habituel poemd la multiplication paé.

— On peut donc calculekx en multipliant le résultat I'algorithme de reconstructiwabituel par
.

— On peut calculeAlv en utilisant I'algorithme de décomposition habituel.

— Pour leshases biorthogonale Dans le cas particulier des bases d’'ondelettes et de Fadioete-
lettes biorthogonales, on calcule la décomposition et seerse a I'aide de filtregh, g, h, §) (voir
les Section 6.2 et 6.3). On obtient alors deux bases bi-gahales(di);j-nz et (§i);<jn2 qui
vérifient

N2

WweRY v = ;(v,cbi)dii,

|
N2

3 (wd

— Pour calculeAx on recompose les coefficients avec les filties § (respectivemert etg).

— Pour calculeAlv on décompose avec les filirbgt § (respectivemerti et g).

Ainsi, contrairement a ce que I'on fait pour calculer uneatéposition en ondelette bi-orthogonale
et son inverse, on n'utilise que deux filtres pour les caldalax et Alv : soith etd; soithetg.
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8.2.3 Lunion de bases

Ici, on considere un dictionnaire constitué de plusieuseb® = B, U...U Bx. On considére, pour
i=1,...,Ketpourchaque bas®, la matriceA; correspondante. La matriéecorrespondant® est alors
la concaténation (en ligne) des matridgspouri = 1,...,K. Le calcul deAx, oux est la concaténation
des vecteurs colonneas, ..., Xk se fait donc avec la formule suivante :

AX= A1X1 +AoXo+ ... + Ak XK.

2 . . .
Le calcul deA'v, pourv € RN se fait en concaténant tous les vecteurs colomhegouri = 1,...,K.

8.3 La minimisation 11

Comme nous I'avons vu, le probléme (8.7) est trop difficilap@tre résolu. Une alternative possédant
quelques similarités avec le probléme (8.7) consiste a laaple termd® de (8.7) par un termg. On
obtient alors le probleme

H 1
{ Min 11 (x) (8.8)

[AX—ul| <7,

pourt > 0 et pour la normé! définie par

#D
" =3 Il

L'avantage de ce probléme est que I'on peut calculer seti@atude maniére exacte en exploitant la
structure de ce probléme. Par contre, ce calcul n’est fl@gabun temps acceptable que dans les cas ou
sa solution reste trés parcimonieuse (i.e. & trés peu del@ooées non nulles). Lorsque ce n'est pas le
cas, on peut utiliser un algorithme itératif pour approaire solution de (8.8). Ce probléme est, en effet,
convexe et coercif (mais non différentiable).

Un nombre important d’algorithmes ont été proposées pagudre (8.8). lls reposent souvent sur
un argument de dualité lagrangienne qui permet de récrigg ¢8us la forme

Il(x)+g||Ax— ull?, (8.9)

pour une valeur d bien choisie.

Les problémes (8.9) et (8.8) sont généralement appelésrtsiation!'” ou “Basis Pursuit Denoi-
sing”. lls sont souvent considérés comme les meilleuresraltives convexe du probléeme (8.1). Ceci
est notamment lié au fait qu'ils ont le meilleur comportetnasservé vis a vis dans le cadre d'une des
applications de (8.1) et (8.8) : le “compressed sensing”.

8.4 Les algorithmes de type “Orthogonal Matching Pursuit”

Une alternative purement algorithmique au probléme (&7)erthogonal matching pursuit (OMP).
En fait, il y a toute une famille d’algorithmes se ressembladatching Pursuit, stagewise OMP, CO-
SAMP...

Le point commun entre ces algorithmes est de sélectionneague itération une ou plusieurs coor-
données parmi les plus grandes coordonnées (en valeuuapde”'r, olir = u— Axetx est la solution
courante. Intuitivement, contient la partie de qui n’est pas encore présente déwsChaque coordon-
née deAlr représente donc la corrélation entre un élément du dictioeret ce qu'il reste a exprimer.
Celarevient a choisir les vecteurs “pointant” le plus danditection de .
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Une fois qu’un ensemble d’éléments du dictionnaire est&élené, on construit la solution en pro-
jetantu orthogonalement sur le sous-espace vectoriel engendréepagléments. Plus précisément, on
note

-ScD,

— Vect(S) le sous-espace vectoriel el engendré par les éléments fle

— Reects) (V) la projection orthogonale d’un élément RN sur VectS) et est défini par

X ,Sibes
PVecm(%:{éq’ Sinon. (8.10)
oul
% = argmin gss |V — ASX||%, (8.11)

dans lequel® désigne la matrice obtenue en extrayandes colonnes dont I'indice est dasis
Dans les algorithmes de la famille Orthogonal Matching Bitir®n construit itérativemenf comme
indiqué ci-dessus et on calcule les coordonnéeRgg ) (u) a l'aide de (8.10). Il est important de
noter que dans (8.11) le calcul den"est pas trés difficile. En effet, il s’agit d'un simple fiéme de
minimisation d’une fonction quadratique dont le gradiesatity

— (AT (v—A®X).
Si I'algorithme OMP est arrété suffisamment t6t, un poirtiuie
£=[(A°)TAS]H AT,

est aussi une solution de (8.11). Cette derniére expresstdacile a calculer lorsques#st petit. Cepen-

dant, dans certains cas (notamment lorsque la solution péestrés parcimonieuse), le calculxdpégut

étre un peu long. Bien souvent, une algorithmique pargicelest nécessaire pour accélérer ce calcul.
Nous présentons I'Orthogonal Matching Pursuit dans laeratl.

* Entrées : La donnég un dictionnaireD, un paramétre de critére d’ar
rét.
* Sortie : Les coordonnées
* |'algorithme :
— Oninitialises =0,r =u
— Tant que le critére d’arrét n’est pas satisfait :
On calculeAlr
On cherch@ correspondant au maximum ¢&r |
On met a jouts +— SU{p}
On calcule les coordonnéede la projectiorR e (U) et le nou-
veau résidu = u— Ry s) (U)

TABLE 8.1 — L'algorithme Orthogonal Matching Pursuit.
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