Devoir sur I’application du Théoreme de Baire

2 novembre 2018

L’objet de cet exercice est de montrer que I’ensemble des fonctions continues sur [0, 1] et nulle
part dérivables est dense dans C°([0, 1], R).

On travaille dans ’espace C°([0, 1], R) muni de la norme infinie. Pour tout ¢ > 0 etn > 1, on
considere le sous-ensemble suivant
> n} .

1. Question. On veut montrer que U, ,, est un ouvert de C°([0, 1], R). Pour ce faire, on pourra montrer
que son complémentaire est fermé en utilisant les suites.

f@) — fy)

Uc = {f c C°([0,1],R), Vxc[0,1], FJy<c[0,1], telque 0 < |z —y| <e, pr—y

1.) - On fixe € et n et soit (f;), une suite d’éléments de UZ,, qui converge uniformément vers une
fonction continue f. Il s’agit de montrer que f n’est pas dans U, ,.
- Par définition, pour tout £, f; n’est pas dans U, ,,, ce qui signifie

fk(l’) - fk(y) <n

dxy € [0, 1], tel que Yy € [0, 1] vérifiant 0 < |y — zx| < &, ona
T—y

(0.1)
- Comme [0, 1] est compact, on peut extraire de (), une sous-suite convergente. Ainsi, quitte a considérer
la sous-suite correspondante de ( fx)x (ce qui ne change rien a la convergence uniforme vers f), on peut
finalement supposer que la suite (), est elle-méme convergente.

On note T = limy_,, 1 la limite de cette suite.
- On fixe maintenant y € [0, 1] tel que 0 < |T — y| < ¢ et on veut montrer que

f(@) - f(y)
T —y

<n

P — )

ce qui montrera bien que f n’est pas dans U, ,.
Pour tout k, on pose
yr = min(max(zy + (y — 7),0), 1).
Les min et max sont l1a pour assurer que yj, est bien dans I’intervalle d’étude [0, 1]. On vérifie aisément
que limy_, o yp = yetque |y, — x| < ly — T| < e.
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On en déduit que, pour k assez grand, on a zy # yj car (x; — yg)x converge vers T — y qui est non
nul. Ainsi, pour k assez grand, on peut appliquer a y = y;, la propriété (0.1) ce qui donne

Jr(@) — fi(yr)
Tk — Yk
Comme (fy), converge uniformément vers f, nous pouvons utiliser le théoréme de double limite pour
obtenir

Sn, kaO

lim fi(zr) = f(@), et lim fi(yr) = f(y),
k—o0 k—o0
ainsi on peut passer a la limite dans 1’inégalité précédente et obtenir

f(@) - f(y)

r—y

<n

Y

ce qui conclut la preuve.
2. Question. On veut montrer que U, , est dense dans C°([0, 1], R).

2. 1) on utilisera le théoréeme de Weirerstrass pour approcher une fonction continue. Soit [ €
C°([0,1], R), il s’agit de construire une fonction proche de f (au sens de la norme de la convergence
uniforme) mais qui oscille fortement. On fixe 6 > 0 et on commence par utiliser la densité des fonctions
polynomes dans C°([0, 1], R) (Théoréeme de Weierstrass). Il existe donc un polyndme P tel que

If = Pslloc <0

2. 2) on montrera que pour tout 6, P5 + dsin(z/a) € U, , ou Ps est un polynéome. On fixe mainte-
nant € et n et on va essayer d’approcher Ps par une fonction de U, ,,. On remarque que, d’apres I'inégalité
des accroissements finis, nous avons

Py(x) — Pa(y)‘

< sup |Ps| = M,Yx # y € [0,1].
z—y

[0,1]

On pose maintenant
fso = P5 + 6 sin(z/a).
On a alors que || fs — Ps||oo < 0. De plus, pour z et y distincts nous avons

fs.a(z) — f(;,a(y)‘ S 4 sin(za) — sin(y/a) Ps(z) — P(;(y)’

r—=y r—y r—y
> 5 sin(za) — sin(y/a)| M
r—y

En choisissant o < ¢/, alors pour tout x € [0, 1], nous pouvons poser y = = + o (le signe étant choisi

pour que y € [0, 1]), ce qui donne

f(5,a (:L') - f(ioa (y)
r—y

Si maintenant, on choisit « suffisament petit pour que 25/(am) — M > n et a < €/, alors nous avons

bien

fé,oe € Ue,na et ||f(5,o¢ - P5||oo S J.

Au final, en utilisant ’'inégalité triangulaire, on a

[fo0 = flloe < 1fsa = Pslloo + If = Pslloo < 2.
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3.Question. En déduire que I’ensemble £ des fonctions continues sur [0, 1] et nulle part dérivables est
dense dans C°([0, 1], R) (Indication : appliquer les théoréme de Baire).

3.) D’apres le théoreme de Baire, I’ensemble
F = r_]nzlljl/n,nv

est dense dans C°([0, 1], R). Il s”agit de montrer que les éléments de F ne sont dérivables en aucun point.
Soit f € F etz € [0,1]. Par définition, pour tout n > 1, nous avons f € Uy, ,, ce qui signifie qu’il
existe y, tel que

0< |yn—a| <1/n, et ‘M -
T —Yn
et donc
b=t [FEI0))
n—00 n—00 T — Y

Ainsi, f n’est pas dérivable en z.



